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ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 1:    Ηµεροµηνίας παράδοσης:  21-3-2005 
 

1. Να µελετηθεί η κίνηση σώµατος µάζας m το οποίο βρίσκεται µέσα σε δυναµικό πεδίο µε 

δυναµική ενέργεια: 4
4
12

2
1 xx)x(V +−= . 

2. Απλό εκκρεµές αφήνεται από την ηρεµία σε µικρή γωνία φ ως προς την ανερχόµενη 
κατακόρυφο. ∆είξετε ότι ο χρόνος που απαιτείται για να δεκαπλασιαστεί η γωνιακή 

µετατόπιση είναι περίπου ln10/ωο, όπου όπου . Υπολογίσετε τον χρόνο αυτό για 

εκκρεµές µε περίοδο Τ=2sec και βρείτε τη γωνιακή ταχύτητα του εκκρεµούς όταν φθάσει 
τη κατακόρυφο προς τα κάτω. 

L/g2 =οω

3. Σώµα µάζας m πέφτει κατακόρυφα υπό την επίδραση της βαρύτητος. Να γράψετε την 
εξίσωση κίνηση του σώµατος, λαµβάνοντας υπόψιν και την αντίσταση του αέρος, -bυ. Να 
ολοκληρώσετε την προκύπτουσα εξίσωση και να δειχθεί ότι η µεγίστη ταχύτης, αν το 
σώµα αφήνεται εκ της ηρεµίας, είναι υ=mg/b. 

 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΕΙΡΑΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 1: 
 
ΠΡΟΒΛHMA 1.1:   

Η δυναµική ενέργεια  4
4
12

2
1 xx)x(V +−=  έχει την γραφική παράσταση του Σχήµατος 1.1a. 

Υπολογίζουµε τα ακρότατα σηµεία της συνάρτησης. Η παράγωγος είναι, 

)1x(xxx
dx
dV 23 −=+−=  (1) 

συνεπώς η συνάρτηση V έχει τα ακρότατα σηµεία:  x=0 και x=±1. Για x=0, η δυναµική ενέργεια 

ισούται µε V(0)=0 και για x=±1, V(±1)= 4
1− . ∆ιερευνώντας την δεύτερη παράγωγο V′′(x)=−1+3x2, 

στο σηµείο x=0, V′′(0)=−1<0, δηλ. πρόκειται για τοπικό µέγιστο (ασταθές σηµείο ισορροπίας), 
ενώ στα σηµεία x=±1, V′′(±1)=2>0, δηλ. πρόκειται για τοπικά ελάχιστα (ευσταθή σηµεία 
ισορροπίας). Η εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι, 

)x(Fxm =&& ,  (2) 

όπου . Πολλαπλασιάζοµε και τα δύο µέρη της (2)  επί  και ολοκληρώνοντας, 

βρίσκουµε 

)xx()x(F 3+−−= x&

Exxxm 4
4
12

2
12

2
1 +−=&  (3) 
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όπου Ε είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης. Ακόµη η (3) γράφεται, E)x(Vxm 2
2
1 +−=& , απ’ όπου 

φαίνεται ότι η σταθερά Ε παριστάνει την ολική ενέργεια. 
     Οι τροχιές στο χώρο των φάσεων του Σχήµατος 1.1b δίδουν µια αρκετά κατατοπιστική εικόνα 
της κίνησης του σώµατος στο δεδοµένο δυναµικό. Συγκεκριµένα, το σύστηµα έχει ένα σαγµατικό 
σηµείο ισορροπίας (saddle point) στο σηµείο (0, 0) µε κέντρα στα δύο ευσταθή σηµεία 
ισορροπίας: (-1, 0)  
 
 
 
 

(a) 

 
 
 
       Σχήµα 1.1 

 
 

(b) 

 
 
 
 
 
 
και (1, 0). Καθένα από τα ε
κλειστών τροχιών µε ενέργε

οποίες περιβάλλουν και τα τ
τις δύο λύσεις ισορροπίας,
τελειώνουν στο σαγµατικό σ
και καλούνται οµοκλινικές 
Πρέπει να σηµειώσουµε ότι µ
      Αρµονική προσέγγιση 
αναπτύσσουµε κατά Taylor τ

όπου V(0)= 4
1− , ()0('V −=

δυναµική ενέργεια γράφετα

εξίσωση  κίνησης  είναι 
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υσταθή σηµεία ισορροπίας περιβάλλεται από µια οικογένεια µικρών 
ιες 4

1− < Ε <0, ενώ για Ε > 0 υπάρχουν µεγάλες κλειστές τροχιές, οι 

ρία σηµεία ισορροπίας. Οι λύσεις είναι τυπικά περιοδικές, εκτός από 
 (±1, 0), και τις δύο τροχιές που φαίνονται να ξεκινούν και να 
ηµείο (0, 0). Οι τροχιές αυτές πλησιάζουν το σηµείο (0, 0) για t→±∞ 
τροχιές. Τέτοιες τροχιές είναι συνήθεις σε συντηρητικά συστήµατα. 
ια οµοκλινική τροχιά δεν είναι περιοδική. 
κοντά στα ευσταθή σηµεία ισορροπίας x=±1: Θέτω x=(±1+φ) και 
ην δυναµική ενέργεια γύρω από το σηµείο φ=0, 

4
4
12

2
1 )1()1()(V φφφ +±++±−=  

0)1()1
0

3 =+±++± φφ , 2)1(31)0(''V
0

2 =+±+−= φ ,… οπότε η 

ι: 2
4
1)(V φφ +−=  και η δύναµη: φ

φ
φ 2

d
dV)(F −=−= . Συνεπώς η 

φφ 2)1(
dt
dm 2

2
−=+±    ⇒   , φωφ ο

2−=&&

2



όπου 
m
2

=οω . Οι λύσεις της (5) είναι οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, 

tsinDtcosCx οο ωω +=  

 
όπου (C,D) σταθερές. Συµπεραίνουµε ότι µικρές µετατοπίσεις από τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας 

x=±1, οδηγεί σε περιοδικές τριγωνοµετρικές λύσεις µε συχνότητα 
m
2

=οω . 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1.2:  
Όταν εκτραπεί το σώµα κατά θ από την ανερχόµενη κατακόρυφο (βλέπε Σχήµα 1.2), η δυναµική 
ενέργεια (µε στάθµη αναφοράς το επίπεδο y=0) είναι, 
 

V = mg L cos θ,  (1) 
 

οπότε η ασκούµενη δύναµη σε πολικές συντεταγµένες θα είναι, 
 

θsin  mg
θd

dV
r
1F =−=  (2) 

 
(όπου r=L. Προφανώς η δύναµη αυτή εφαρµόζεται εφαπτοµενικά).  
 
 
 
 
 
              Σχήµα 1.2 
 
 
 
 
 
 
 

 
Η εξίσωση κίνησης (κατ
 

όπου  είναι η γωνιαθα &&=

Πολλαπλασιάζοµε και τα
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ά την εφαπτοµενική διεύθυνση) σε πολικές συντεταγµένες είναι, 

mrα = mg sin θ  (3) 
 

κή επιτάχυνση και r=L, 0r =& . Συνεπώς η (3) γράφεται, 

θsin
L
gθ =&&  (4) 

 δύο µέλη επί  και ολοκληρώνοµε, θ&

3



cθcos
L
gθ2

2
1 +−=&  (5) 

όπου c σταθερά ολοκλήρωσης. Εφαρµόζω τις αρχικές συνθήκες: για t=0, έχω θ=0 και =0, άρα η 
(5) δίδει: c=g/L. Συνεπώς, η (5) γράφεται 

θ&

 

2
θsin

L
g4)θcos1(

L
g2θ 22 =−=&  

ή 

2
sin2 θωθ ο=&   (6) 

όπου . Ολοκληρώνουµε την (6) από θL/g2 =ωο ο→10θο, 

∫∫ =
τ   

0
ο

θ10       

θ
dt ω

2
θsin2

θdο

ο

. (7)

Για µικρές γωνίες (θ<<1) ισχύει: 
2
θ

2
θsin ≅  (σε rads), οπότε η (7) δίδει:   ή τω= ο10ln

οω
10lnτ = .  

Αν η περίοδος είναι T=2sec, τότε ωο = 2π/Τ = π rads/sec και συνεπώς ο χρόνος δεκαπλασιασµού 

της γωνίας είναι:  
π
10lnτ = sec = 0.73sec.  

Η διατήρηση της ενέργειας στο ανώτατο και στο κατώτατο σηµείο δίδει: Ε = V1+0=V2+T2, ή  

2
2
1 )ωL(mL2mg =  (όπου υ=ωL είναι η ταχύτητα στο κατώτατο σηµείο), άρα οωω 2

L
g2 == = 2π 

rad/sec.  
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1.3:   
Θεωρούµε ότι το σύστηµα αξόνων κατευθύνονται όπως απεικονίζονται στο Σχήµα 1.3. Επί του 
σώµατος ασκούνται το βάρος του mg και η αντίσταση του αέρος Τ=−bυ.  
 
 
 
 
 
 
            Σχήµα 1.3 
 
 
 
 
 

 
Η εξίσωση κίνησης είναι  
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υbmgym −=&&           (1) 
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ή 

0gυ
m
bυ =−+&   (2) 

Ολοκληρώνουµε την (2) έχουµε, 
 

dt
υ

m
bg

υd
=

−
,  ή   ∫∫ =

−
dt

υ
m
bg

υd ,  ή   αt
υ

b
mg

)υ
b

mg(d

m
b
1

+=
−

−
− ∫ ,  ή   βt

m
b)υυln( ο +−=− ,   

όπου υο=mg/b και α,β σταθερές ολοκλήρωσης, ή  
t

m
b

o eΑυυ
−

=− ,  άρα   

t
m
b

ο eΑυυ
−

−=  (3) 

 
όπου Α σταθερά η οποία υπολογίζεται από τις αρχικές συνθήκες. Πράγµατι, για t=0, έχω υ=0, 
οπότε από την (3) έπεται, Α=υο, και η (3) γράφεται, 
 

)e1(υυ
t

m
b

ο
−

−=  (4) 

 
Προφανώς η µεγίστη ταχύτης είναι:  υ=υο=mg/b για t→∞. 
 

 

Problems 
 5



ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 2:    Ηµεροµηνίας παράδοσης: 3-4-2005 
 

1. Βρείτε ποιές από τις παρακάτω δυνάµεις είναι συντηρητικές:  
Fx=ax+by2, Fy=az+2bxy,  Fz=ay+bz2

Fr=2ar sinθ sinφ,  Fθ=ar cosθ sinφ,  Fφ=ar cosφ 
2. (∆ιατοµικό µόριο) ∆ύο σώµατα µε µάζες m1, m2 συνδέονται µέσω ελατηρίου σταθεράς k, 

και µπορούν να ολισθαίνουν χωρίς τριβές κατά µήκος του άξονα x. (α) Γράψετε τις 
εξισώσεις κίνησης για καθένα σώµα, και (β) αποδείξετε ότι το κέντρο µάζας κινείται µε 
σταθερή ταχύτητα. 

3. Σώµα κινείται στο επίπεδο υπό την επίδραση της κεντρικής δύναµης   

                                       )
c

rr2r1(
r
1F 2

2

2

&&& −
−=  

όπου r η απόσταση του σώµατος από το κέντρο έλξης. Να ευρεθεί η γενικευµένη 
δυναµική ενέργεια, η οποία δηµιουργεί τέτοια δύναµη και από το αποτέλεσµα αυτό να 
γραφεί η Lagrangian του σώµατος. 

 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΕΙΡΑΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 2: 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2.1: 

Έχοµε δει ότι για να είναι η δύναµη F
r

 συντηρητική, πρέπει ο στροβιλισµός της F
r

 να ισούται µε 

µηδέν, δηλ.  (αναγκαία και ικανή συνθήκη). 0F =×∇
rr

(i)  Για τη δύναµη F
r

 µε συνιστώσες: Fx=ax+by2, Fy=ax+2bxy, και Fz=ay+bz2, o στροβιλισµός σε 
καρτεσιανές συντεταγµένες δίδεται από τη σχέση: 

 

)
y

F
x
F

(k)
x
F

z
F

(j)
z

F
y
F

(i
FFF

kji
F xyzxyz

zyx

zyx ∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

==×∇ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

rrr

rrr

rr
. 

 
όπου k,j,i

rrr
 είναι τα µοναδιαία διανύσµατα. Υπολογίζουµε τις επί µέρους παραγώγους: 

 

0aa)bxy2az(
z

)bzay(
y

)
z

F
y
F

( 2yz =−=+
∂
∂

−+
∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂

,  

00)bzay(
x

)byax(
z

)
x
F

z
F

( 22zx −=+
∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

,

0by2by2)byax(
y

)bxy2az(
x

)
y

F
x

F
( 2xy =−=+

∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂

∂
,   

άρα  και συνεπώς η 0F =×∇
rr

F
r

 είναι συντηρητική. 
 
(ii) Για τη δύναµη F

r
 µε συνιστώσες (σε σφαιρικές συντεταγµένες): Fr=2ar sinθ sinφ, Fθ=ar cosθ 

sinφ, Fφ=ar cosφ, ο στροβιλισµός σε σφαιρικές συντεταγµένες δίδεται από τη σχέση: 
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φθr

φθr2
F θsinrrFF

φ̂ θsinrθ̂rr̂

θsinr
1F ∂

∂
∂
∂

∂
∂=×∇

rr
 

]
θ
F

)rF(
r

[ 
r
φ̂)]F θsinr(

rφ
F

[ 
θsinr

θ̂)]rF(
φ

)F θsinr(
θ

[ 
θsinr

r̂ r
θφ

r
θφ2 ∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=  

 
όπου  είναι τα µοναδιαία διανύσµατα. Υπολογίζουµε τις επί µέρους παραγώγους: φ̂,θ̂,r̂
 

,0φcosθcosarφcosθcosar)φsinθcosar()φcos θsinar()]rF()F θsinr([ 222
φ

2
θθφφθ =−=−=− ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

,0φcosθsinar2φcosθsinar2)cosφ θsinar(φsinθsinar2( )]F θsinr(F[ 2
rφφrrφ =−=−=− ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

,0φsinθcosar2φsinθcosar2)φsinθsinar2()φsinθcosar(]F)rF([ θ
2

rrθθr =−=−=− ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂   

 

άρα  και συνεπώς η 0F =×∇
rr

F
r

 είναι συντηρητική. 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2.2: 
Θεωρούµε τις δύο µάζες να ολισθαίνουν πάνω στον άξονα x (βλέπε Σχήµα 2.1). Η κινητική 
ενέργεια του συστήµατος είναι, 
 

2
222

12
112

1 xmxmT && += ,  (1) 

 
και η δυναµική ενέργεια, 
 

2
o122

1 )xx(kV l−−= .  (2) 

 
(όπου lo το αρχικό µήκος του ελατηρίου. Χωρίς να χάνεται η γενικότης, παίρνουµε lo=0).  
 
 
 
 
 
Σχήµα 2.1   ∆ιαµήκης κίνηση διατοµικού µορίου 

 
 
Η Langrangian του συστήµατος είναι,   
 

2
112

1 xmVTL =−= &
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2
122

12
222

1 )xx(kxm −−+ &      (3) 
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απ΄όπου υπολογίζουµε τις παραγώγους,  
 

)xx(k
x
L,xm

x
L

12
1

11
1

−=
∂
∂

=
∂
∂     &
&

 

                       )xx(k
x
L,xm

x
L

12
2

22
2

−−=
∂
∂

=
∂
∂     &
&

   (4) 

 
Εποµένως, οι εξισώσεις κίνησης Lagrange είναι, 
 

0)xx(kxm
0)xx(kxm

1222

1211

=−+
=−−

&&

&&
       (5) 

 

Προσθέτοντας τις (5) κατά µέλη, παίρνουµε  0xmxm 2211 =+ &&&& ,  ή   0)xmxm(
dt
d

2211 =+ && , άρα   

.σταθ)xmxm( 2211 =+ &&     (6) 

 
Η ποσότης µέσα στη παρένθεση παριστάνει τη ολική ορµή του συστήµατος, δηλ. p≡m1υ1+m2υ2 = 
σταθ. Να θυµηθούµε ότι το κέντρο µάζας (cm) του συστήµατος ορίζεται από τη σχέση, 

)xmxm(
mm

1R 2211
21

cm +
+

= , οπότε η ταχύτης του κέντρου µάζας είναι, 

)xmxm(
mm

1
dt

dR
υ 2211

21

cm
cm && +

+
== . Αντικαθιστώντας συνεπώς στην (6) παίρνουµε: 

(m1+m2)υcm = σταθ., έπεται λοιπόν ότι  υcm είναι σταθερή. 
  
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2.3: 
Οι εξισώσεις κίνησης στο επίπεδο είναι, 

                (1α) r
2 F)rr(m =− θ&&&

θθ F)r2rr(m =+ &&&&     (1β) 

όπου  είναι η ακτινική επιτάχυνση και  είναι η επιτρόχιος ή 

εφαπτοµενική επιτάχυνση. Η ακτινική δύναµη 

2
r θrra &&& −= θθ

&&&& r2rra +=

)
c

rr2r1(
r
1FF 2

2

2r
&&& −

−== , ενώ η εφαπτοµενική 

δύναµη Fθ=0.  H (1β) µπορεί να γραφεί, 

0)mr(
dt
d 2 =θ&  

απ’ όπου έπεται 

constmr 2 =θ&  
 
 Η ποσότης στο πρώτο µέρος παριστάνει το µέτρο της στροφορµής l, δηλ. η στροφορµή είναι 
σταθερή. Έπεται λοιπόν ότι, 
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l=θmr2 & . (2) 
 
Απαλείφοντας τη µεταβλητή  θ  µεταξύ των εξισώσεων (2) και (1α), προκύπτει,  &

 

)
c

rr2r1(
r
1)

rm
r(m 2

2

232

2 &&&
&&

−
−=−

l , 

 ή 

)
r
r2

r
r(

c
1

r
1

mr
rm 2

2

223

2 &&&
&& +−+=−

l . (3) 

 
Πολλαπλασιάζω επί  r&  κατά µέλη την (3) και ολοκληρώνω ως προς t, 
 

E
rc

r
r
1

2mr
rm 2

2

2

2
2

2
1 ++−=+

&
&

l  

 
όπου Ε είναι η σταθερά ολοκλήρωσης. Το πρώτο µέρος παριστάνει τη κινητική ενέργεια, συνεπώς 
η δυναµική ενέργεια είναι, 

rc
r

r
1V 2

2&
−=  

και η Langrangian,  
 

rc
r

r
1

mr2
rmL 2

2

2

2
2

2
1 &

& +−+=
l  
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ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 3:    Ηµεροµηνίας παράδοσης:  18-4-2005 
 

1. Θεωρήσατε ένα γραµµικό συµµετρικό τριατοµικό µόριο µε µάζες m, Μ, και m. Θεωρούµε 
µόνο τις διαµήκεις ταλαντώσεις του µορίου, δηλ. τα άτοµα µπορούν να κινούνται µόνο 
κατά µήκος του άξονα του µορίου (τον οποίο να λάβετε σαν άξονα x). Το δυναµικό 
αλληλεπίδρασης µεταξύ των ατόµων µπορεί να προσεγγιστεί από ένα ελατήριο σταθεράς 
k. Στη θέση ισορροπίας τα άτοµα απέχουν µεταξύ τους απόσταση l (τα ακραία άτοµα δεν 
είναι πακτωµένα). Βρείτε τις ιδιοσυχνότητες, τα ιδιοδιανύσµατα, και τις κανονικές µορφές 
ταλάντωσης του µορίου. ∆ώσατε και µια φυσική εικόνα για κάθε κανονική µορφή 
ταλάντωσης του µορίου 

 
2. Να διαγωνοποιηθεί ο τανυστής:  

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−

=
3253

2526
367

T   

 (Υπόδειξη: η χαρακτηριστική εξίσωση µπορεί να παραγοντοποιηθεί) 
 

3. Στο πρόβληµα των δύο συζευγµένων εκκρεµών, η κινητική ενέργεια και η δυναµική 

ενέργεια είναι, αντίστοιχα: )(T 2
2

2
12

1 θθ && +=  και )k2(V 21
2
2

2
12

1 θθθθ −+= , όπου k µια 

σταθερά. Βρείτε τις ιδιοσυχνότητες, τα ιδιοδιανύσµατα, και τις κανονικές µορφές 
ταλάντωσης του συζεγµένου συστήµατος. ∆ώσατε και µια φυσική εικόνα για κάθε 
κανονική µορφή ταλάντωσης. 

  
 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΕΙΡΑΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 3: 
 
ΠΡΟΒΛHMA 3.1:  
 Έστω το τριατοµικό µόριο του Σχήµατος 3.1. Υποτίθεται ότι τα άτοµα µπορούν να κινούνται 
µόνο κατά µήκος του άξονα του µορίου, ο οποίος λαµβάνεται και σαν άξονας x. 
 
 
        Σχήµα 3.1 
 
 
 
 

Η δυναµική ενέ
 

 

Problems 
 

ργεια του µορίου είναι, 

2
0232

12
0122

1 )xx(k)xx(kV ll −−+−−=  (1) 

10



(όπου l0 είναι το µήκος του ατέντωτου ελατηρίου), ενώ η κινητική ενέργεια είναι, 
 

2
32

12
22

12
12

1 xmxMxmT &&& ++=  (2) 
 
Υποθέτουµε ότι τα άτοµα ταλαντούνται γύρω από τις θέσεις ισορροπίας τους (x10, x20, x30), οπότε 
θεωρούµε τις µετατοπίσεις των ατόµων (η1,η2,η3) από τις θέσεις αυτές ως εξής, 
 
 x1 = x10 + η1, 
 x2 = x20 + η2, (3)  
 x3 = x30 + η3. 
 
όπου  x20−x10 = l0 = x30−x20. Οι ενέργειες (1) και (2) γράφονται συναρτήσει των µετατοπίσεων ηi, 
 

2
232

12
122

1 )(k)(kV ηηηη −+−=  (4a) 
2
32

12
22

12
12

1 mMmT η η η &&& ++=   (4b) 

 
από τις οποίες υπολογίζουµε τους πίνακες της δυναµικής και της κινητικής ενέργειας, αντίστοιχα, 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

kk0
kk2k

0kk
V ,              (5) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

m00
0M0
00m

T

 
Η χαρακτηριστική εξίσωση προκύπτει από την ορίζουσα 
 

0
mkk0

kMk2k
0kmk

2

2

2

=
−−
−−−

−−
=−

ω
ω

ω
ω2TV , (6) 

 
η οποία οδηγεί στην εξίσωση, 
 

0)mk(k2)Mk2()mk( 22222 =−−−− ωωω  

ή 

0)]m2M(kmM)[mk( 222 =+−− ωωω          (7) 
 
οι λύσεις της οποίας είναι 

µ
ω    ω    ω k,

m
k,0 321 ===  

όπου 
m2M

mM
+

=µ . Η ποσότης αυτή έχει διατάσεις µάζας και θα την λέµε ανηγµένη µάζα. 

Υπολογίζουµε στη συνέχεια τα πλάτη ταλάντωσης των ατόµων για καθεµιά συχνότητα. 
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(i) για ω=ω1=0, υπολογίζουµε τα αντίστοιχα πλάτη, αντικαθιστώντας στην εξίσωση (12-11) την 
τιµή της συχνότητος, δηλ. 

      

0aak0

0akaa

00aka

k3k2

k3k2k1

k2k1

=+−+

=−+−

=+−+

 m)ω-(k 

 M)ω-(2kk 

  m)ω-(k

2
k

2
k

2
k

 
(ο δεύτερος δείκτης στις συνιστώσες aik του πλάτους αναφέρεται στη συχνότητα), για ω=ω1=0 
έχοµε 

0akak0
0akak2ak

00akak

3121

312111

2111

=+−+
=−+−

=+−+

  
   

  
 

απ’ όπου παίρνοµε 
 

α11=α21=α31.   (8) 
 
Προφανώς δεν υπάρχει ταλάντωση (εφόσον ω=0). Η κίνηση αυτή αντιστοιχεί στην οµοιόµορφο 
µεταφορική κίνηση κατά µήκος του άξονα του µορίου, όπου όλα τα άτοµα εκτελούν ακριβώς την 
ίδια κίνηση. Η κίνηση αυτή παρίσταται στο ακόλουθο σχήµα. 
 
 
 
 
 
Εφαρµόζουµε τώρ
 

Για k=l=1, έχοµε,

 
και σε συνδυασµό

συνεπώς 

(ii) για ω= 2 =ω
 

 

Problems 
 

 

α τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, εξίσωση (12-14), 

ll kjikij aaT δ   
ij

=∑ . 

 
               T11a11a11 +T22a21a21 + T33a31a31 = 1 

 µε την (8) 

                          ⇒    1a)Mm2( 2
11 =+

Mm2
1a11
+

=  

Mm2
1aaa 312111
+

===     ή    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

+

1
1
1

Mm2
1

1a
r

. 

m/k , η εξίσωση (12-11) γράφεται 

00ak0
0aka1(k2ak

00ak0

22

3222m2
M

12

22

=+−+

=−−+−

=+−+

 
  ) 
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απ’ όπου παίρνοµε  
α12=−α32  και α22=0.  (9) 

 
Αυτή η µορφή ταλάντωσης παρίσταται στο ακόλουθο σχήµα. 
 
 
 
 
 
 
Εφαρµόζουµ
 

 
και σε συνδυ

συνεπώς 

(iii) για ω=ω
 

 
απ’ όπου παίρ

 
Αυτή η µορφ
 
 
 
 
 
 
Εφαρµόζουµ
 

       

 
και σε συνδυ

Problems 
 

 

ε τώρα τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14), για k=l=2, οπότε έχοµε, 

               T11a12a12  + T33a32a32 = 1      ⇒      1amam 2
32

2
12 =+    

ασµό µε την (9) 

                     
m2

1a12 =  

m2
1aa 3212 =−=    και α22=0.    ή    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1
0
1

m2
1

2a
r

. 

µ/k3 = , η εξίσωση (12-11) γράφεται 

0a)1(kak0

0aka)2(kak

00aka)1(k

33
m

23

3323
M

13

2313
m

=−+−+

=−−+−

=+−−

  

   

 

µ

µ

µ

 

νοµε  

α13=α33 και  a23= M
m2− a13. (10) 

ή ταλάντωσης παρίσταται παραστατικά στο ακόλουθο σχήµα. 

ε

 

α

 

 τώρα τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14), για k=l=3, οπότε έχοµε, 

       T11a13a13  + T22a23a23  + T33a33a33 = 1      ⇒      1amaMam 2
33

2
23

2
13 =++     

σµό µε την (10) 

13



                     
)1(m2

1a
M
m213

+
=  

συνεπώς 

)1(m2
1aa

M
m23313

+
==    και  a23= M

m2− a13    ή    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

+
=

1

1

)1(m2
1

M
m2

M
m23a

r
. 

 
Υπολογίζουµε στη συνέχεια τον πίνακα των ιδιοδιανυσµάτων ),,( 221 aaaA

rrr
= . Για να 

απλουστεύσουµε τις πράξεις, παίρνουµε Μ=2m, οπότε ο πίνακας Α, παίρνει τη µορφή, 
 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−==

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

m
1

221 0),,( aaaA
rrr

 (11) 

 
Παρατηρούµε ότι η ορίζουσα ισούται µε det A =

2
1−  (ακόµη θεωρήσαµε, m=1). Υπολογίζουµε 

τον αντίστροφο πίνακα, 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=−

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1

1
0
1

A  

 
∆ιαπιστώνουµε ότι . Εισάγοµε τώρα τις κανονικές συντεταγµένες (ζIAA =⋅ −1

1,ζ2,ζ3), εξίσωση 
(12-32), 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

3

2

1

ζ
ζ
ζ

 
η
η
η

Α   

ή 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

3

2

1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

3

2

1
1

3

2

1

1
0

η
η
η

 
η
η
η

 
ζ
ζ
ζ

A  

απ’ όπου έχοµε, 

)2(

)(

)2(

3212
1

3

312
1

2

3212
1

1

ηηηζ

ηηζ

ηηηζ

+−=

−=

++=

 

 
Αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  η1=η2=η3=ηο, τότε ενεργοποιείται µόνο η ζ1-µορφή ταλάντωσης 
(εφόσον ζ2=0=ζ3), αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  η1=−η3=η0 και η2=0, τότε ενεργοποιείται η ζ2-
µορφή ταλάντωσης (εφόσον ζ1=0=ζ3), και τέλος αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  η1=−η2=η3=η0, τότε 
ενεργοποιείται η ζ3-µορφή ταλάντωσης (εφόσον ζ1=0=ζ3) 
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ΠΡΟΒΛHMA 3.2:  
Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι, 
 

=
−−−−

−−
−−

=−
λ

λ
λ

λ
3253

2526
367

IT −(7−λ)(2−λ)(3+λ)+30+30−3(2−λ) −50(7−λ)+6(3+λ) 

                                                                   = −(λ−4)(λ2−2λ−80)= −(λ−4)(λ−10)(λ+8). 
 
Συνεπώς, οι ιδιοτιµές του πίνακα Τ είναι:   λ1=4,    λ2=10,  και  λ3=−8. Στη συνέχεια υπολογίζουµε 
το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί σε καθεµιά ιδιοτιµή. 
 
Για λ=λ1=4, επιλύουµε την εξίσωση, 
 

0=⋅aT
r  (1) 

 
όπου )a,a, 321(a=a

r είναι το διάνυσµα στήλης. Το σύστηµα (1) γράφεται αναλυτικά, 
 

0a)43(a25a3

0a25a)42(a6

0a3a6a)47(

321

321

321

=+−−−

=−−++

=−+−

 (2) 

 

Η λύση του συστήµατος (2) είναι:  2
a
a

       ,3
a
a

3

2

3

1 −==    

και συνεπώς, το 3×1 ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή  λ1=4 είναι:  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

6
1

3
1

2
1

1a
r

,  

όπου το µέτρο του διανύσµατος έχει νορµαλιστεί στη µονάδα.  
 

Παροµοίως βρίσκουµε για λ=λ2=10:   
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

6
1

3
1
2

1

2a
r

  και για λ=λ3=−8:  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
2
3

1

0

3a
r . 

 
Ο 3×3 πίνακας των ιδιοδιανυσµάτων Α είναι 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−==

3
2

6
1

6
1

3
1

3
1

3
1

2
1

2
1

321

0
),,( aaaA

rrr
 

 
Παρατηρούµε ότι η ορίζουσα ισούται µε det A =1. Ο αντίστροφος πίνακας υπολογίζεται, 
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⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

=−

3
2

3
1

6
1

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

1

0

A . 

 

∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι πράγµατι IAA =⋅ −1 . Υπολογίζουµε το γινόµενο των πινάκων, 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=−

800
0100
004

1ATA  

 
δηλ. ο τανυστής Τ διαγωνοποιείται από τον µετασχηµατισµό οµοιοµορφίας (similarity 

transformation)  . 1−ATA
 
 
ΠΡΟΒΛHMA 3.3:  
∆ίδεται ότι δύο συζευγµένα εκκρεµή, η κινητική ενέργεια είναι, 
 

)(T 2
2

2
12

1 θθ && += , (1) 

και η δυναµική ενέργεια , 

)k2(V 21
2
2

2
12

1 θθθθ −+= , (2) 

 
όπου k µια σταθερά (θα µπορούσε να σας είχε ζητηθεί να αποδείξετε τις εκφράσεις αυτές). 
Προφανώς επιλέγουµε ως γενικευµένες συντεταγµένες τις µεταβλητές θ1, θ2. Όπως και στο πρώτο 
πρόβληµα, υπολογίζουµε από τις οποίες υπολογίζουµε τους πίνακες της δυναµικής και της 
κινητικής ενέργειας, αντίστοιχα, 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

1k
k1

V ,              (3) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

T

 
Αναζητούµε λύσεις της µορφής: ηi=Caie-iωt, οπότε αντικαθιστώντας στην εξίσωση κίνησης (12-9) 
παίρνουµε την εξίσωση που πληρούν τα πλάτη ταλάντωσης, εξίσωση (12-11), 
 

0a)TV( j

2

ij
2

ij =−∑
=1j

 ω ,  i=1,2 

ή αναλυτικά, 

,0a)V(a)V(

,0a)V(a)V(

222
2

22121
2

21

212
2

12111
2

11

=−+−

=−+−

ΤωΤω

ΤωΤω
        (4) 

 
Για µη προφανείς λύσεις θα πρέπει, 
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0
1k

k1
2

2

=
−−
−−

=−
ω

ωω2TV ,  

 
η οποία οδηγεί στην εξίσωση, 

0k)1( 222 =−− ω  
 
της οποίας οι λύσεις είναι 

k1,k1 21 +=−= ω    ω  

 
Υπολογίζουµε τα πλάτη ταλάντωσης των ατόµων για καθεµιά συχνότητα. 
 
(ι) για k11 −== ωω , αντικαθιστούµε στο σύστηµα (4) και παίρνουµε, 
 

     
0aa
0aka

2111

2111

=+−
=−+

k k 
 k 

 

 
απ’ όπου παίρνοµε α11=α21. Εφαρµόζουµε τώρα τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14), 
 

ll kjikij aaT δ   
ij

=∑  

 
όπου Tij=δij, Έχοµε λοιπόν, 

1aa 2
21

2
11 =+  

άρα  

2
1aa 2111 ==     ή    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2
1

1a
r . 

 
Αυτή η µορφή ταλάντωση παρίσταται στο ακόλουθο σχήµα  (ίσα πλάτη ταλάντωσης εν φάσει). Τα 
δύο εκκρεµή συµπεριφέρονται σαν ένα εκκρεµές που ταλαντούνται µε συχνότητα ω1. 
 
 
 
 
 
 

(ιι) για 2 == ωω
 

 
απ’ όπου παίρνοµ
 

Problems 
 

 

k1+ , αντικαθιστούµε στο σύστηµα (4) και παίρνουµε, 

     
0aa
0aka

2212

2212

=−−
=−−

k k 
 k 

 

ε α12=−α22. Εφαρµόζουµε τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14), 
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1aa 2
22

2
12 =+  

άρα  

2
1aa 2212 =−=     ή    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

1
1

2
1

2a
r . 

 
Αυτή η µορφή ταλάντωση παρίσταται στο ακόλουθο σχήµα. Τα δύο εκκρεµή ταλαντούνται µε 
συχνότητα ω2 µε ίσα πλάτη ταλάντωσης, αλλά µε διαφορά φάσης 180ο.  
 
 
 
 
 
Ο 2×2 πίνακας των ιδ
 

 
Παρατηρούµε ότι η ο
 

 
(διαπιστώνουµε ότι A
32), 

ή 

 

απ’ όπου έχοµε, 

 
Αν οι αρχικές συνθ
(εφόσον ζ2=0), ενώ 
ταλάντωσης (εφόσον
 

Problems 
 

ιοδιανυσµάτων Α είναι 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
==

2
1

2
1

2
1

2
1

21 ),( aaA
rr

 

ρίζουσα ισούται µε det A =1.  Υπολογίζουµε τον αντίστροφο πίνακα, 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=−

2
1

2
1

2
1

2
1

1A  

) Εισάγοµε τώρα τις κανονικές συντεταγµένες (ζIA =⋅ −1
1,ζ2), εξίσωση (12-

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1

ζ
ζ

 
η
η

Α   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2
1

2
1

2
1

2
1

2

1

ζ
ζ

 
θ
θ

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

2

1

2
1

2
1

2
1

2
1

2

11

2

1

θ
θ

 
θ
θ

 
ζ
ζ

A  

)(

)(

122
1

1

122
1

1

θθζ

θθζ

−=

+=
 

ήκες είναι:  θ1=θ2=θο, τότε ενεργοποιείται µόνο η ζ1-µορφή ταλάντωσης 
αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  θ1=−θ2=θο, τότε ενεργοποιείται η ζ2-µορφή 
 ζ1=0). 
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 ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 4:    Ηµεροµηνίας παράδοσης:  9-5-2005 
 

4. Στο παρακάτω Σχήµα 4.2 απεικονίζεται µια αβαρής τροχαλία. Στα δύο άκρα του (επίσης 
αβαρούς) νήµατος της τροχαλίας έχουν εξαρτηθεί δύο µάζες Μ1 και Μ2, αντίστοιχα. Το 
σύστηµα αφήνεται να κινηθεί χωρίς τριβές υπό την επίδραση του βάρους των σωµάτων. 
Γράψετε την συνάρτηση Hamilton και τις εξισώσεις κίνησης των σωµάτων.              
(Αξίζει να σηµειωθεί ότι παρόλο που στο σύστηµα έχοµε 4 σώµατα, δηλ. τις δύο µάζες, το 
νήµα, και τη τροχαλία, εν τούτοις απαιτείται µία µόνο συντεταγµένη, η x του σχήµατος για 
προσδιοριστεί πλήρως η κατάσταση του συστήµατος. Τούτο ερµηνεύεται  ως εξής: κατά 
πρώτον τα δύο τελευταία σώµατα ως “αβαρή” αποκλείονται περαιτέρω συζήτησης, όµως 
οι 2 µάζες έπρεπε να χαρακτηρίζονται από τις συντεταγµένες τους x1 και x2, αντίστοιχα. 
Επειδή όµως υπάρχει ένας σύνδεσµος (constraint) µεταξύ τους, δηλ. το νήµα της 
τροχαλίας που τα συνδέει, ο οποίος εκφράζεται από τη µαθηµατική σχέση:  x1 + x2= l, ο 
αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών µειώνεται από δύο σε ένα). 

 
5. (Πρόβληµα 13-3 του Kibble, τροποποιηµένο). Στο Σχήµα 4.3 απεικονίζεται µια αβαρής 

τροχαλία. Στο ένα άκρο του (επίσης αβαρούς) νήµατος της τροχαλίας έχει εξαρτηθεί µάζα 
2m, ενώ στο άλλο µάζα m, στην οποία έχει προσδεθεί το ένα άκρο ελατηρίου σταθεράς k. 
Στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου έχει προσδεθεί µια τρίτη µάζα m. Το σύστηµα αφήνεται 
να κινηθεί χωρίς τριβές υπό την επίδραση του βάρους των σωµάτων. Γράψετε την 
συνάρτηση Hamilton χρησιµοποιώντας ως γενικευµένες συντεταγµένες τις x1 και x2. Αν το 
σύστηµα ξεκινήσει από την ηρεµία και µε ατέντωτο ελατήριο, βρείτε τις θέσεις των 
σωµάτων συναρτήσει του t. 
 

6. Βρείτε τις τιµές των α και β για τις οποίες οι εξισώσεις 
 

,psinq,pcosqQ βP      β αα ==  
 
παριστούν κανονικό µετασχηµατισµό. Ποιά είναι η µορφή της γεννήτριας συνάρτησης 
F(p,Q,t) στη περίπτωση αυτή; 
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                         Σχήµα 4.2                                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                     Σχήµα 4.3     
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΕΙΡΑΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 4: 
 
ΠΡΟΒΛHMA  4.1:  
Το σύστηµα είναι συντηρητικό. Η συντεταγµένη µόνο της µιας µάζας είναι η ανεξάρτητη 
µεταβλητή, εφόσον υφίσταται ένας σύνδεσµος, όπως περιγράφεται στην εκφώνηση. Η δυναµική 
ενέργεια µε στάθµη αναφοράς το επίπεδο που περνά από το κέντρο της τροχαλίας  είναι, 
 

)x(gMgxMV 21 −−−= l  

ενώ η κινητική ενέργεια είναι, 
 

2
212

12
22

12
12

1 x)MM(xMxMT &&&  +=+= . 
 
Συνεπώς η Lagrangian είναι:  
 

l   gMxg)MM(x)MM(VTL 221
2

212
1 +−++=−= &  

 

και η συζυγής ορµή, x)MM(
x
Lp 21 &
&

 +=
∂
∂

= , και συνεπώς )MM/(px 21 +=& . Συνεπώς, η 

χαµιλτονιανή θα έχει τη µορφή, 
 

l  gMxg)MM(
)MM(2

pLxpH 221
21

2

−−−
+

=−= &  

 
Οι εξισώσεις Hamilton είναι, 

21 MM
p

p
Hx

+
=

∂
∂

=& ,  

        g)MM(
x
Hp 21 −=
∂
∂

−=& . 

 
Οι εξισώσεις αυτές έχουν τη γνωστή µορφή χρησιµοποιώντας πιο ταπεινά µέσα (νόµο Νεύτωνα). 
 
 
ΠΡΟΒΛHMA  4.2:  
Όπως και στο προηγούµενο πρόβληµα, η δυναµική ενέργεια µε στάθµη αναφοράς το επίπεδο που 
περνά από το κέντρο της τροχαλίας  είναι, 
 

2
0122

1
12

2
0122

1
211 )xx(k)xx(mgmg2)xx(kmgxmgx)x(mg2V llll −−+−−−=−−+−−−−=

 
όπου l0 είναι το ατέντωτο µήκος του ελατηρίου. Ακόµη η κινητική ενέργεια είναι, 
 

2
22

12
12

32
22

12
12

12
12

1 xmxxmxmxm2T &&&&& +=++=  m . 
 
Συνεπώς η Lagrangian είναι:  
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2
0122

1
12

2
22

12
12

3 )xx(k)xx(mgmg2xmxVTL ll −−−−+++=−= && m  (1) 
 
απ’ όπου υπολογίζουµε τις συζυγείς ορµές,  
 

2
2

21
1

1 xm
x
Lp,xm3

x
Lp &

&
&

&
=

∂
∂

==
∂
∂

=      , 

και συνεπώς . Τότε η χαµιλτονιανή απαλείφοντας τις ταχύτητες αυτές 

θα έχει τη µορφή, 

m/px,m3/px 2211 == &&     

                         2
0122

1
12

2
2

2
1

i
ii )xx(k)xx(mgmg2

m2
p

m6
p

LxpH ll −−+−−−+=−= ∑ &  (2) 

 
Οι εξισώσεις Hamilton είναι, 

,
m3

p
p
Hx 1

1
1 =

∂
∂

=&  (3α) 

,
m
p

p
Hx 2

2
2 =

∂
∂

=&  (3β) 

)xx(kmg
x
Hp 012

1
1 l−−+−=

∂
∂

−=&  (3γ) 

)xx(kmg
x
Hp 012

2
2 l−−−=

∂
∂

−=&  (3δ) 

 
Προσθέτοντας κατά µέλη τις (3γ) και (3δ) παίρνοµε:  0pp 21 =+ && , άρα p1+p2=A: σταθερά. 

Εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες  για t=0, p1=p2=0, έπεται:  Α=0, συνεπώς 
 

p1 = −p2. (4) 
 
Εισάγοντας τις ταχύτητες από τις (3α), (3β) στη (4), παίρνουµε, 
 

0xmxm3 21 =+ && , 
 
η οποία ολοκληρούµενη δίδει: 3x1 + x2 = B: σταθερά. Εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες  για 
t=0, x1=x0  και  x2= x0 + l0 (x0  είναι κάποια αυθαίρετη αρχική θέση), έπεται:  Β = 4x0+ l0. Συνεπώς 
 

3x1 + x2 = 4x0 + l0. (5) 
 
∆ιαιρούµε την (3γ) δια 3m και την (3δ) δια m, αφαιρούµε µετά κατά µέλη, και αντικαθιστώντας τις 
ορµές από τις συντεταγµένες (3α) και (3β) καταλήγουµε στην εξίσωση, 
 

)xx(
m3
k4gxx 0123

4
12 l−−−=− &&&&  (6) 

 
Θέτω y = x2−x1−l0, οπότε η (6) γράφεται 

)
k

mgy(
m3
k4y

m3
k4gy 3

4 −−=−=&&  (7) 
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Ακόµη, αντικαθιστώντας   z)
k

mgy( →− , η (7) γράφεται, 

z
m3
k4z −=&& , 

η οποία παριστάνει εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης µε τη γνωστή µας λύση, 
  

           z = A cos (ωt+φ), 

όπου 
m3
k42 =ω  η συχνότητα ταλάντωσης. Επανακάµπτουµε πίσω στις µεταβλητές  x1, x2

φ)(ωtcos A 
k

mg
+++=− 012 xx l . (8) 

 
Εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες στην (8):  για t=0, x1=x0  και  x2= x0 + l0 (x0  είναι κάποια 

αυθαίρετη αρχική θέση), η (8) δίδει: 
k

mgφcosA −= . Ακόµη, παραγωγίζοντας την (8) παίρνουµε, 

φ)t(sin  A +−=− ωωxx 12 && . 

Για t=0, , η προηγούµενη σχέση δίδει φ=0. Συνεπώς, 0== 12 xx &&
k

mgA −=  και η (8) γράφεται 

)ωtcos1(
k

mg
−+=− 012 xx l  (9) 

Τελικά, οι (5) και (9) λύνονται ως προς  x1, x2 και δίδουν (για 
m3
k42 =ω ), 

).ωtcos1(
k4

mgx

),ωtcos1(
k4

mgx

00

0

−++=

−−=

l2

1

x

x
 

(Για να έχουµε τις ίδιες απαντήσεις µε εκείνες της σελίδος 280 του Kibble, πρέπει να γίνει η 
αντιστοίχιση: x→x1 και  y→x2−x0−l0).       
 
 
ΠΡΟΒΛHMA  4.3:  
Υπολογίζουµε την αγκύλη Poisson, 
 

12q
q
P

p
Q

p
P

q
Q]P,Q[ −=

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= α αβ . 

 
Για να είναι ο µετασχηµατισµός (q,p)→ (Q,P) κανονικός θα πρέπει η αγκύλη Poisson να ισούται 
µε τη µονάδα, δηλ. [Q,P]=1. Έπεται λοιπόν, 
 

αβ q2α-1 = 1,     ⇒       ⇒  α=1/2, β=2. 
⎭
⎬
⎫

=−
=

012
1

α
αβ
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ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 5:    Ηµεροµηνίας παράδοσης:  
 

1. Σώµα µάζας m κινείται µέσα σε απωστικό πεδίο V=rα, −2<α<∞. Να ευρεθεί η τιµή του α 
για την οποίαν η τροχιά του σώµατος είναι κυκλική. 

 
2. Σώµα κινείται σε ελλειπτική τροχιά µέσα σε πεδίο δυνάµεων αντιστρόφου τετραγώνου. 

(α) Βρείτε την µεγίστη και την ελαχίστη γωνιακή ταχύτητα του σώµατος. (β) Αν ο λόγος 
της µεγίστης προς την ελαχίστη γωνιακή ταχύτητα είναι η, δείξετε ότι η εκκεντρότης της 

τροχιάς ισούται µε : 
1
1

+

−
=

η
η

ε . 

 
3. Υπολογίσετε προσεγγιστικά το λόγο των µαζών του Ηλίου προς της Γης, 

χρησιµοποιώντας µόνο τις διάρκειες του έτους (365 µέρες) και του Σεληνιακού µήνα (27.3 
µέρες) και τις µέσες ακτίνες της τροχιάς της Γης (1.49×108 Κm) και της τροχιάς της 
Σελήνης (3.8×105 Κm). 
 
 
  

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΕΙΡΑΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 5: 
 
ΠΡΟΒΛHMA  5.1:  
∆ίδεται ότι  V=rα, −2<α<∞. Έχοµε βρει ότι η ενέργεια του σώµατος µπορεί να γραφεί ως, 
 

0
mr2

VE)r(m 2

2
2

2
1 ≥−−=

l
&  (1) 

 
Για να έχοµε κυκλική τροχιά θα πρέπει η ακτινική ταχύτης να µηδενίζεται, δηλ. , συνεπώς 
από την (1) έχοµε, 

0r =&

0
mr2

rE 2

2
α =−−

l  

ή 

m2
rEr

2
α22 l
+= +  

 
Για r→0, θα πρέπει το πρώτο µέρος Er2→0, συνεπώς θα πρέπει  r2+α → 0,  άρα (2+α) ≥0, ή −2≤α. 
 
 
ΠΡΟΒΛHMA  5.2:  

Στη περίπτωση της ελλειπτικής τροχιάς ενός πλανήτη, η ταχύτητα σάρωσης 
dt
dA  της επιβατικής 

ακτίνας  στα σηµεία 1 και 2 της τροχιάς του πλανήτη είναι ίση (σύµφωνα µε τον 2ο νόµο του 
Kepler), δηλ. 
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2
2
22

1
1

2
12

1 rr
dt
dA

θθ && == . (1) 

 
Αν πάρουµε σαν σηµεία 1 και 2 τα δύο αψιδικά σηµεία (περιήλιο και αφήλιο, βλέπε Σχήµα 4.4), 

τότε από την (1) παίρνοµε  για ,  , ή ωθ =& 2
2
21

2
1 rr ωω =

 

η
ω
ω

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1
2

1

2

r
r

, 

άρα 

η=
1

2

r
r

. (2) 

 
Θεωρούµε την εξίσωση της τροχιάς, (4-27), 
 

)cos1(C
r
1 θε+=  

 
Για ευκολία µας παίρνουµε θ′=0 (Σχήµα 4.4), οπότε έχοµε, 

για θ=0:  )1(C
r
1

1
ε+= , 

και για θ=π:  )1(C
r
1

2
ε−= , 

από τις οποίες λαµβάνουµε, 

ε
ε

−
+

=
1
1

r
r

1

2 . (3) 

 
Από τις (2) και (3) παίρνουµε, 

1
1

+

−
=

η
η

ε , 

 
που είναι η ζητούµενη σχέση. 
 
 
 
ΠΡΟΒΛHMA  5.3:  
Εφαρµόζουµε τον 3ο νόµο του Kepler για τη τροχιά της Γης γύρω από τον Ήλιο και της τροχιάς 
της Σελήνης γύρω από την Γη, 
  

S

3
E2

ES

3
E22

E GM
a

4
)MM(G

a
4T ππ ≅

+
=  (1) 

Problems 
 24



και 

E

3
M2

ME

3
M22

M GM
a

4
)MM(G

a
4T ππ ≅

+
= . (2) 

 
Από τις (1) και (2) παίρνοµε, 

S

E
3

M

E
2

M

E

M
M

a
a

T
T

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, 

άρα, 
2

E

M
3

M

E

E

S

T
T

a
a

M
M

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= , 

ή 

5
23

5

8

E

S 1037247.3
365

3.27
108.3
1049.1

M
M

×=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

×
×

= . 

 

Από τον πίνακες “The Earth as a Planet”, by G.P. Kviper, βρίσκουµε, 5

E

S 1033422.3
M
M

×= . 
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ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 6:    Ηµεροµηνίας παράδοσης:   
 

1. (Πρόβληµα 7-3 του Kibble, τροποποιηµένο) ∆ύο σώµατα µε µάζας m1 και m2 
προσαρµόζονται στα άκρα ενός ελατηρίου, σταθεράς k και φυσικού µήκους lo. Αρχικά το 
σύστηµα ηρεµεί κατακόρυφα µε το σώµα m1 πάνω από το σώµα m2 σε ύψος lo. Στη 
χρονική στιγµή t=0, η µάζα m1 βάλλεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε ταχύτητα υο. 
Βρείτε τις θέσεις των σωµάτων στη χρονική στιγµή t.  

 
 
 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΕΙΡΑΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 6: 
 
ΠΡΟΒΛHMA  6.1:  
Θεωρούµε το σύστηµα στο Σχήµα 1 όπως ανέρχεται κατακόρυφα προς τα πάνω. Έστω x1 και x2 οι 
θέσεις των δύο σωµάτων σε τυχούσα χρονική στιγµή t. Επιλέγουµε την κατακόρυφο σαν άξονα x.  
 
 
 
 
 
                       Σχήµα 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
Η κινητική ενέργεια είναι,    

12
1 mT =

και η δυναµική ενέργεια 
 

211 mxgmV +=  
 
όπου έχουµε πάρει τη βαρυτική δυναµική
σχήµατος. Οπότε η Langrangian του συσ
 

222
12

112
1 x(m)x(mVTL +=−= &&

 
Από την (3) υπολογίζουµε τις µερικές πα
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2
222

12
1 )x(m)x( && +  (1) 

2
o212

1
2 )xx(kxg l−−+    (2) 

 ενέργεια ίση µε  mgx, ως προς τη στάθµη αναφοράς του 
τήµατος είναι, 

2
o212

1
2211

2 )xx(kxgmxgm) l−−−−−     (3) 

ραγώγους, 
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),xx(kgm
x
L,xm

x
L

o211
1

11
1

l−−−−=
∂
∂

=
∂
∂        &
&

 

),xx(kgm
x
L,xm

x
L

o212
2

22
2

l−−+−=
∂
∂

=
∂
∂       &
&

 

 

συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης Lagrange  
kk x

L
x
L

dt
d

∂
∂

=
∂
∂
&

  γράφονται, 

 
),xx(kgmxm o21111 l−−−−=  &&  (4α) 

).xx(kgmxm o21222 l−−+−=  &&  (4β) 

 
Επιλύουµε στη συνέχεια το σύστηµα των εξισώσεων (4). Αν προσθέσουµε κατά µέλη, παίρνουµε 
 

g)mm(xmxm 212211 +−=+ &&&& .    (5) 
 

Εισάγουµε τη συντεταγµένη του κέντρου µάζας:  )xmxm(
M
1X 2211 += , όπου Μ=m1+m2, στην 

(5), οπότε παίρνουµε, 

MgXM −=&& , 

η λύση της οποίας είναι, 
     Χ = α + βt −½gt2. (6) 

 

όπου α, β σταθερές. Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες για t=0, x1=lo, x2=0 (δηλ. o
1

M
m

X l= ), 

και ,  (δηλ. ου=1x& 0x 2 =& ουM
m

X 1=& ) στη λύση (6), υπολογίζουµε τις σταθερές α, β: 

 
α = lom1/M,  και  β = υom1/M, 

 
οπότε η λύση (6) γράφεται, 

2
2
1

o1o1 MgttυmmMX −+= l , 

ή 

         2
2
1

o1o12211 Mgttmmxmxm −+=+ υl , (7) 

 
δηλ. το κέντρο µάζας εκτελεί (σαν ένα σώµα) κατακόρυφο βολή προς τα άνω. Ακόµη, αν 
διαιρέσουµε την (4α) µε m1 και την (4β) µε m2 και στη συνέχεια αφαιρέσουµε κατά µέλη 
παίρνουµε, 

,
µ

)xx(kxx o2121 l−−−=− &&&&  (8) 

 
όπου µ=m1m2/(m1+m2). Εισάγουµε τη µεταβλητή  Y= x1− x2−lo, οπότε η (8) γράφεται, 
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YkY
µ

−=&& . (9) 

Προφανώς η (9) παριστάνει αρµονική ταλάντωση µε συχνότητα  
µ

ω k
= , η λύση της οποίας είναι 

Υ = Α cos (ωt+φ), (10) 
 
όπου Α,φ σταθερές. Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες για t=0, x1=lo, x2=0 (οπότε Υ=0), και 

,  (οπότε ) στη λύση (10), υπολογίζουµε τις σταθερές Α,φ: ου=1x& 0x 2 =& ου=Y&

 
φ = π/2   και   Α = −υο/ω, 

συνεπώς η λύση (10) γράφεται, 
 

tωsin
ω
υ

xx ο
o21 =−− l . (  11) 

 
Τώρα από το σύστηµα (7) και (11) υπολογίζουµε τις συντεταγµένες  x1, x2: 
 

. tωsin
ω
υ

M
m

gttυ
M
m

x

,tωsin
ω
υ

M
m

gttυ
M
m

x

ο12
2
1

o
1

2

o
ο22

2
1

o
1

1

−−=

++−= l
 (12) 

 
Παρατηρούµε ότι για t=0, επαληθεύονται οι αρχικές συνθήκες:  x1=lo, x2=0, , ου=1x& 0x 2 =& . 

Αφαιρώντας ακόµη κατά µέλη τις (12) παίρνουµε, 
 

,tωsin
ω
υ

xx o
ο

21 l+=−  

 
η οποία περιγράφει τη σχετική κίνηση των δύο σωµάτων (καθαρά αρµονική ταλάντωση), η οποία 
είναι ανεξάρτητη από τη µεταφορική κίνηση του κέντρου µάζας. 
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