
 
 

ΜΑΘΗMA:  ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 
ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2004-2005 

 
ΠΡΟΟ∆ΟΣ 

 
∆ιδάσκων:  Καθηγητής M. Bελγάκης 

Ηράκλειο,  16-5-2005 
 
O∆HΓIEΣ: Μπορείτε να χρησιµοποιείτε σαν πρόχειρο οποιαδήποτε σελίδα της κόλλας της, αρκεί να 
αναγράφετε στη κορυφή της σελίδας τη λέξη ΠΡOXEIPO. Nα απαντηθούν όλα θέµατα, τα οποία είναι 
ισοδύναµα.                                                                                                                                        Καλή επιτυχία! 
 
ΘΕΜΑ 1 [5 µονάδες]. 
  
Τρεις µάζες m1=m2=m3=m συνδέονται µε όµοια ελατήρια σταθεράς k όπως φαίνεται στο σχήµα. Η 
κίνηση λαµβάνει χώρα µόνο κατά µήκος της περιφέρειας του κύκλου, ακτίνος α. Βρείτε τις 
ιδιοσυχνότητες, τα ιδιοδιανύσµατα, και τις κανονικές µορφές ταλάντωσης του συστήµατος των 
συζευγµένων µαζών για µικρές ταλαντώσεις κοντά στη θέση ισορροπίας τους. ∆ώσατε και µια 
φυσική εικόνα για κάθε κανονική µορφή ταλάντωσης. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2 [5 µονάδες] 
 
Η αλληλεπίδραση µεταξύ ατ
από την ακόλουθη δυναµική 

όπου a,b είναι θετικές σταθερ
είναι γνωστό σαν δυναµικό L
(α) Υπολογίσετε την ασκούµενη
(β) Υποθέτοντας ότι το ένα άτο
µήκος µιας ευθείας γραµµής, πε
(γ) Βρείτε την απόσταση ισορρ
ισορροπίας, αν m είναι η µάζα τ

Exams 
 

όµων µέσα σε µια κατηγορία στερεών σωµάτων περιγράφεται 
ενέργεια , 

                 
126 r
b

r
a)r(V +−=  (1) 

ές, και r είναι η απόσταση µεταξύ των ατόµων. Το δυναµικό (1) 
ennard-Jones. 
 δύναµη µεταξύ των ατόµων 
µο είναι πολύ βαρύ και παραµένει ακίνητο ενώ το άλλο κινείται κατά 
ριγράψετε τις πιθανές κινήσεις του δευτέρου ατόµου. 
οπίας και τη συχνότητα για µικρές ταλαντώσεις γύρω από τη θέση 
ου ελαφρύτερου ατόµου                                [απ.: ω=3(4a7/m3b4)1/6] 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: 
 
ΘΕMA 1:  
 
 Έστω οι τρεις συζευγµένες µάζες του Σχήµατος 1. Έστω θ1,θ2,θ3  οι γωνίες των τριών µαζών (ως 
προς τον άξονα x). Στη θέση ισορροπίας τους, έχοµε: θ20−θ10=θ30−θ20=θ10+2π−θ30=2π/3 (εννοείται 
+mod(∆θ0,π)). 
 
 
 
 
               Σχήµα 1 
 
 
 
 
 
 
Η κινητική ενέργεια του µορίου ε
 

m)(mT 2
12

12
1 θα & +=

 
Για τον υπολογισµό της δυναµική
συνδέει τις µάζες  j και j+1 είναι 
 

 
οπότε η αντίστοιχη δυναµική ενέ

j+1 είναι, 2
2
12

2
1 [(k)s(k θαδV ==

είναι, 
 

( 12
2

2
1 2)[(k πθθαV −−=

 
Αντί των γωνιών (θ1,θ2,θ3) θεωρο
τους, 
 
 
 
 
οπότε οι εξισώσεις (1) και (2) γρά
 

T =
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ίναι  

)(m)(m)( 2
3

2
2

2
1

2
2
12

32
12

2 θθθαθαθα &&&&& ++=+ .  (1) 

ς ενέργειας, κατ’ αρχήν η µεταβολή του µήκους του ελατηρίου που 

δs = α [(θj+1 −  θj) − 2π/3] 

ργεια που αποθηκεύεται στο ελατήριο που συνδέει τις µάζες  j και 
2

j1j ]3/2) πθ −−+ , συνεπώς η δυναµική ενέργεια του συστήµατος 

)2
31

2
23

2 ]3/2)[(]3/2)[(]3/ πθθπθθ −−+−−+  (2) 

ύµε τις µετατοπίσεις των µαζών (η1,η2,η3) από τις θέσεις ισορροπίας 

θ1 = θ10 + η1, 
θ2 = θ20 + η2, (3)  
θ3 = θ30 + η3, 

φονται, 

)(m 2
3

2
2

2
1

2
2
1 ηηηα &&& ++ ,  (4) 
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και η δυναµική ενέργεια είναι, 
 

( )2
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23

2
12

2
2
1 )()()(k ηηηηηηαV −+−+−= .  (6) 

 
Λαµβάνουµε τις µεταβλητές (η1,η2,η3) σαν γενικευµένες συντεταγµένες και υπολογίζουµε τους 
πίνακες της δυναµικής και της κινητικής ενέργειας, 
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οπότε η χαρακτηριστική εξίσωση είναι, 
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όπου θέσαµε για ευκολία µας α2=1 (αν και αυτή η υπόθεση δεν χρειάζεται, διότι απλοποιείται ως 
κοινός παράγοντας). Συνεπώς η εξίσωση των ιδιοτιµών ω είναι, 
 

0)mk2(k3k2)mk2( 22332 =−−−− ωω  
 
και θέτοντας m , η εξίσωση αυτή γράφεται, /k2 =οω

 

0)2(32)2( 2246322 =−−−− ωωωωωω οοοο  

 
η οποία µετά από αναγωγές γράφεται, 
 

          .         (9) 0)3( 2222 =− οωωω
 
Οι λύσεις της (9) είναι 

οο ωω    ,ωω    ω 33,0 321 ===  
 
δηλ. υπάρχει µια διπλή ρίζα ω2=ω3= 3 ωο. Λέµε τότε ότι οι µορφές ταλάντωσης που αντιστοιχούν 

στις συχνότητες αυτές είναι εκφυλισµένες (degenerate). Υπολογίζουµε τα πλάτη ταλάντωσης των 
σωµάτων για καθεµιά συχνότητα ξεχωριστά, αντικαθιστώντας στην εξίσωση (12-11) την τιµή της 
αντίστοιχης συχνότητος ωk, δηλ. 
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όπου το διάνυσµα του πλάτους  αναφέρεται στη συχνότητα ω)a,a,a(a k3k2k1k =

r
k. 

 
(ι) οπότε για ω=ω1=0, η (10) γράφεται, 
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απ’ όπου παίρνοµε 
 

a11 = a21 = a31.   (11) 
 
Προφανώς δεν υπάρχει ταλάντωση (εφόσον ω=0). Η κίνηση αυτή αντιστοιχεί στην οµοιόµορφο 
περιστροφική κίνηση του συστήµατος, όπου όλα τα σώµατα εκτελούν ακριβώς την ίδια κίνηση. Η 
κίνηση αυτή παρίσταται στο ακόλουθο Σχήµα 2. 
 
 
 
 
               Σχήµα 2 
 
 
 
 
Εφαρµόζουµε τώρα τη συνθ
 

η οποία για k=l=1 γράφεται
 

 
 
η οποία σε συνδυασµό µε τη
 

συνεπώς 

 
(ιι) για ω=ω2=ω3= m/k3 ,
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ήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14), 

ll kjikij aaT δ   
ij

=∑  

, 

               T11a11a11 +T22a21a21 + T33a31a31 = 1 

ν (11) γράφεται, 
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Η συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14), εφαρµοζόµενη για k=2 και l=3, οδηγεί στην εξίσωση, 
 

T11a12a13  + T22a22a23  + T33a32a33 = 0       
ή  

0aaaaaa 333223221312 =++ .  (13) 

 
Οµοίως η ίδια συνθήκη εφαρµοζόµενη για k=l=2, και για k=l=3 οδηγεί στις εξισώσεις, 
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Οι πέντε εξισώσεις (12)-(14) δεν αρκούν για τον υπολογισµό 6 αγνώστων. Η απροσδιοριστία αυτή 
των ιδιοδιανυσµάτων οφείλεται στη διπλή ιδιοτιµή. Οπότε οδηγούµαστε σε κάποια αυθαιρεσία στον 
υπολογισµό των ιδιοδιανυσµάτων  και 2a

r
3a
r , υπό τον όρο να ικανοποιούνται οι ισχύουσες συνθήκες 

ορθοκανονικότητος. Μπορούµε να θέσουµε αυθαίρετα  a32=0,  οπότε βρίσκουµε, 
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Η κίνηση που αντιστοιχεί στο πλάτος  2a

r  παριστάνει δύο σώµατα να ταλαντούνται µε το ίδιο πλάτος 

αλλά µε διαφορά φάσης 180ο και µε το τρίτο ακίνητο, ενώ  η 3a
r  παριστάνει δύο σώµατα 

ταλαντούµενα εν φάσει µε το ίδιο πλάτος και µε το τρίτο σώµα ταλαντούµενο µε διαφορά φάσης 180ο 
αλλά µε διπλάσιο πλάτος. Οι κινήσεις αυτές παρίστανται στο ακόλουθο Σχήµα 3. 
 
 
 
 
               Σχήµα 3 
 
 
 
Θα πρέπει να τονιστεί 

ιδιοδιανυσµάτων από 
προβλήµατος. 
      Υπολογίζουµε στη

απλουστεύσουµε τις πρ
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ότι τα ιδιοδιανύσµατα  2a
r  και 3a

r  που δίδονται από την (15) είναι ένα σετ 

ένα απειροσύνολο ιδιοδιανυσµάτων που ικανοποιούν τις συνθήκες του 

 

 συνέχεια τον πίνακα των ιδιοδιανυσµάτων ),,( 221 aaaA
rrr

= . Για να 

άξεις θέτουµε m=1, οπότε ο πίνακας Α γράφεται, 
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Παρατηρούµε ότι η ορίζουσα ισούται µε det A = 1. Υπολογίζουµε τον αντίστροφο πίνακα, 
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∆ιαπιστώνουµε ότι . Εισάγοµε τώρα τις κανονικές συντεταγµένες (ζIAA =⋅ −1

1,ζ2,ζ3), εξίσωση (12-
32), 
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Αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  η1=η2=η3=ηο, τότε ενεργοποιείται µόνο η ζ1-µορφή ταλάντωσης 
(εφόσον ζ2=0=ζ3), αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  η1=−η2=η0 και η3=0, τότε ενεργοποιείται η ζ2-µορφή 

ταλάντωσης (εφόσον ζ1=0=ζ3), και τέλος αν οι αρχικές συνθήκες είναι:  η1=η2= 2
1− η3=η0, τότε 

ενεργοποιείται η ζ3-µορφή ταλάντωσης (εφόσον ζ1=0=ζ3). 
 
 
ΘΕMA 2:  
 
(α) Η ασκούµενη δύναµη µεταξύ των δύο ατόµων είναι 
 

137 r
b12

r
a6

dr
dV)r(F +−=−=  

 
όπου r είναι η µεταξύ των ατόµων απόσταση. 
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(β) Θεωρούµε ότι το ένα άτοµο είναι πολύ βαρύ και παραµένει ακίνητο, το οποίο λαµβάνουµε σαν 
αρχή των αξόνων 0. Η γραφική παράσταση της δυναµικής ενέργειας απεικονίζεται στο ακόλουθο 
Σχήµα 4. Η δυναµική ενέργεια µηδενίζεται στις ρίζες της εξίσωσης: V(r)=0, δηλ. στο σηµείο 
ro=(b/a)1/6. Επίσης, η δυναµική ενέργεια έχει ακρότατο στη ρίζα της εξίσωσης: V′(r)=0, δηλ. στο 
σηµείο Ro=(2b/a)1/6. Μάλιστα η δεύτερη παράγωγος της δυναµικής ενέργειας στο σηµείο Ro ισούται 

µε 0 , ενώ η τιµή της δυναµικής ενέργειας είναι . Ακόµη 

παρατηρούµε ότι για r→∞, η δυναµική ενέργεια V(r)→0. 

)b/a4(9)R(V 3/147
o >=′′ b4/a)R(V 2

o −=

 
  
 
 
 
 
 
                 Σχήµα 4      

 
 
 
 
 
 
 
 
Οπότε προκύπτουν οι εξή
(ι) για Ε=Ε2≥0, το άτοµο
συνέχεια ανακλάται προς
(ιι) για  E=E1, όπου −a2/4
βρούµε την εξίσωση κίν
συχνότητα ταλάντωσης. 
 

ή 

 
Οπότε η δύναµη που ασκ
 

 
εποµένως η εξίσωση κίνη
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ς δύο ενεργειακές περιοχές: 
 πλησιάζει το βαρύτερο άτοµο µέχρι µιας ελαχίστης απόσταση r′o και στη 
 το άπειρο,  
b<Ε1<0, το ελαφρύτερο άτοµο ταλαντούται µεταξύ των ορίων r1 και r2. Θα 
ησής του κοντά στο πυθµένα του φρεατίου Ro, απ’ όπου θα προκύψει η 
Αναπτύσσουµε την V(r) κοντά στο πυθµένα του φρεατίου Ro,  

V(Ro+η) = V(Ro) + η V′( Ro) + 
2

2η  V′′( Ro) + … 

V(η) = 
b4

a 2

−  +  23/1
4
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2
9 )
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είται στο ελαφρύτερο άτοµο είναι 

η
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b
a4(9

d
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σης του ατόµου είναι 
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Η εξίσωση αυτή παριστάνει µια αρµονική ταλάντωση µε συχνότητα  6/1
43
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ΕΞΕΤΑΣΗ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 
ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ: ΙΟΥΝΙΟΥ 2005 

ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2004-2005 
 

∆ιδάσκων:  Καθηγητής M. Bελγάκης                                                      Ηράκλειο,  27-6-2005 
 
O∆HΓIEΣ: Μπορείτε να χρησιµοποιείτε σαν πρόχειρο οποιαδήποτε σελίδα της κόλλας της, αρκεί να 
αναγράφετε στη κορυφή της σελίδας τη λέξη ΠΡOXEIPO. Nα απαντηθούν όλα θέµατα, τα οποία είναι 
ισοδύναµα.                                                                                                                                Καλή επιτυχία! 
 
ΘΕΜΑ 1 [10 µονάδες]. 
Σωµατίδιο  µάζας m κινείται σύµφωνα µε τις εξισώσεις 
 
 x = xo +at2,     y = bt3,    z= ct. 
 
Βρείτε τη γωνιακή στροφορµή  l  για κάθε χρονική στιγµή t. Βρείτε τη δύναµη  

r
F
r

 και από αυτήν την 
ροπή  που δρα πάνω στο σωµατίδιο. Επαληθεύσατε ότι το θεώρηµα διατήρησης της στροφορµής 
(δηλ. ) ικανοποιείται.  

τr

τr
r

=/dtdl
 
ΘΕΜΑ 2 [10 µονάδες] 
Σώµα µάζας m κινούµενο στον 3-διάστατο χώρο υφίσταται δύναµη που περιγράφεται από τη 
δυναµική ενέργεια, 

                 , 
222 z3y4x5

oeVV ++=
 
όπου Vo µια θετική σταθερά και οι συντεταγµένες (x,y,z) είναι αδιάστατοι αριθµοί. ∆είξετε ότι η V 
έχει ένα ακρότατο σηµείο ελαχίστης τιµής και βρείτε τις κανονικές συχνότητες ταλάντωσης γύρω από 
το σηµείο αυτό. 
 
ΘΕΜΑ 3 [10 µονάδες] 
Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται µια χάνδρα (κοµπολογιού) µάζας m που ολισθαίνει χωρίς τριβές 
πάνω σε ένα περιστρεφόµενο κυκλικό πλαίσιο, ακτίνος a. Το κυκλικό πλαίσιο βρίσκεται πάνω σε 
κατακόρυφο επίπεδο και περιστρέφεται γύρω από µια κατακόρυφη διάµετρο µε  γωνιακή ταχύτητα ω. 
Βρείτε την συνάρτηση Hamilton χρησιµοποιώντας ως συντεταγµένες τις θ και φ, και γράψετε τις 
κανονικές εξισώσεις Hamilton. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: 
 
ΘΕMA 1:  
 
Από τις δεδοµένες παραµετρικές εξισώσεις κίνησης του σωµατιδίου, 
 

x = xo +at2,    y = bt3,   z= ct 
 
υπολογίζοµαι το διάνυσµα θέσης r

r , την ταχύτητα υ
r

, και την επιτάχυνση a
r

 του σωµατιδίου, 
 
  kji ~ct~bt~)atx(r 32

o  +++=
r

 kji ~c~bt3~at2
dt
rd 2   υ ++==
r

r
 

 0~bt6~a2
dt
da ++== ji   υ
r

r
, 

 
όπου kji ~,~,~  είναι τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των αξόνων x,y,z, αντίστοιχα.  

Η στροφορµή του σωµατιδίου   είναι, l
r

 

.~abttbx3(m~)actcx(m~mcbt2

~]abt2)atx(bt3[m~)]atx(cact2[m~]bct3cbt[m

]~c~bt3~at2[m]~ct~bt~)atx[(

mr

42
o

2
o

3

42
o

22
o

233

232
o

kji

kji

kjikji

 )   

    

      

υ

+++−+−=

−+++−+−=

++×+++=

×=
rrr

l

 

 

Η δύναµη  F
r

 ισούται, 

)~bt6~a2(mamF ji   +==
rr

, 

οπότε η ροπή  θα είναι , τr

 

.~)abt4tbx6(m~)act2(m~)bct6(m
0mbt6ma2
ctbtatx

~~~

Fr 3
o

232
o kji

kji
 

 
  
 

τ +++−=+=×=
rrr

 

 
Υπολογίζουµε τη παράγωγο 
 

kji ~)mabt4tmbx6(~mcat2~mcbt6
dt
d 3

o
2   +++−=

l
r

 

 

άρα ικανοποιείται το θεώρηµα διατήρησης της στροφορµής ( τr
r

=
dt
dl ). 
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ΘΕMA 2:  
 
Από τη δυναµική ενέργεια υπολογίζουµε τη δύναµη 
 

kjikji ~zV6~yV8~xV10)~
z
V~

y
V~

x
V(VF     −−−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=∇−=
rr

      (1) 

 
όπου kji ~,~,~  είναι τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των αξόνων x,y,z, αντίστοιχα. Η δύναµη 

µηδενίζεται ( ) στο σηµείο όπου µηδενίζονται και οι τρεις συνιστώσες της, δηλ. 0VF =∇−=
rr

 
 10x = 0, 
 8y = 0,                           
 6z  = 0, 
µε προφανή λύση, 

(x = y = z = 0). 
 
Εποµένως, το σηµείο (0,0,0) αποτελεί σηµείο ισορροπίας ή ακρότατο της V(x,y,z). Παρατηρούµε ότι 
η Hessian της δυναµικής ενέργειας στο ακρότατο σηµείο (0,0,0) είναι θετική, 

        0 ηηηηη >⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

= ∑
j,i

ji
)0,0,0(ji

2

2
1

321 xx
V),,)(0,0,0(VH . (2) 

 
όπου για προφανείς λόγους χρησιµοποιούµαι εναλλακτικά τους συµβολισµούς  (η1,η2,η3) ≡ (x,y,z) ≡ 
(x1,x2,x3). Μπορούµε λοιπόν να αναπτύξουµε τη δυναµική ενέργεια γύρω από το σηµείο (0,0,0) ως 
ακολούθως, 

   ηη∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+=
j,i

ji
)0,0,0(ji

2

2
1

xx
V)0,0,0(V)z,y,x(V   (3) 

όπου V(0,0,0)=Vo και  
 
 Vxx = (10+100x2)V   →   V11 ≡Vxx(0,0,0) = 10Vo, 
 Vyy = (8+64y2)V   →   V22 ≡Vyy(0,0,0) = 8Vo, 
 Vzz = (6+36z2)V   →   V33 ≡Vzz(0,0,0) = 6Vo, 
 Vxy = 80xyV   →   V12 ≡ Vxy(0,0,0) = 0,      (4) 
 Vxz = 60xzV   →   V13 ≡ Vxz(0,0,0) = 0, 
 Vyz = 48yzV   →   V23 ≡ Vyz(0,0,0) = 0. 
 
Με αυτά τα στοιχεία µήτρας, η (3) γράφεται (θέτουµε Vo=1, το οποίο καταλαβαίνουµε ότι θα έχει 
συνέπεια στις µονάδες) 
 

V(x,y,z) = 1 + 5x2 + 4y2 + 3z2. (5) 
 
Η κινητική ενέργεια είναι 
 

)zyx(mT 222
2
1 &&& ++=      (6) 
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(θα πρέπει να παρατηρήσουµε εδώ ότι η µάζα m δεν µπορεί να µετρείται σε Kgr, εφόσον οι 
συντεταγµένες x,y,z είναι αδιάστατοι αριθµοί). Από την (3) υπολογίζουµε τα στοιχεία µήτρας, 
 

Τ11 = Τ22 = Τ33 = m,  και  Τ12 = Τ23 = Τ13 = 0. 
 
Η χαρακτηριστική εξίσωση για τις ιδιοτιµές της συχνότητος γράφεται, 
 

0
m600

0m80
00m10

2

2

2

2 =
−

−
−

=−
ω

ω
ω

ω TV , 

 
απ’ όπου προκύπτουν οι ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης, 
 

m
10

1 =ω ,      
m
8

2 =ω ,     
m
6

3 =ω . 

 
(δεν πρέπει να µας µπερδέψουν οι µονάδες των µεγεθών). 
 
 
ΘΕMA 3:  
 
Η δυναµική ενέργεια της χάνδρας (µε στάθµη αναφοράς το οριζόντιο επίπεδο z=0  που περνά από το 
κέντρο του κυκλικού πλαισίου) είναι, 
 

θcosmgaV = , 

ενώ η κινητική ενέργεια είναι, 
 

2
2
12

2
1 )a(m)r(mT θφ && += , 

 
όπου . Ο πρώτος όρος της κινητικής ενέργειας προέρχεται από την περιστροφή του 
πλαισίου γύρω από την κατακόρυφη διάµετρο και ο 2

θsinar =
ος από την ολίσθηση της χάνδρας πάνω στο 

πλαίσιο. Συνεπώς η Lagrangian είναι:  
 

θθ)θ φ cosmga)a(msina(mVTL 2
2
12

2
1 −+=−= &&  (1) 

 
απ’ όπου υπολογίζουµε τις συζυγείς ορµές,  
 

φ θ
φ

     θ
θ φθ &

&
&

&
22 )sina(mLp,maLp =

∂
∂

==
∂
∂

= , 
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και έπονται οι γενικευµένες ταχύτητες . Εποµένως η 

χαµιλτονιανή γράφεται, απαλείφοντας τις ταχύτητες ,  

22 )sina(m/p,ma/p θφ     θ φθ == &&

),( φθ &&

 

                         θ
θ

φθ cosmga
)sina(m2

p

ma2
p

LxpH 2

2

2

2

i
ii ++=−= ∑ & . (2) 

 
Οι εξισώσεις Hamilton έπονται από την (2), 
 

 ,
ma
p

p
H

2
θ

θ
θ =

∂
∂

=&  (3α) 

 ,
)sina(m

p
p
H

2θ
φ φ

φ
=

∂
∂

=&     (3β) 

 θ
θ

θ
θ

φ
θ sinmga

sinma

cospHp 32

2

−−=
∂
∂

−=& , (3γ) 

 0Hp =
∂
∂

−=
φφ& .            (3δ) 

 
Εφόσον η συντεταγµένη φ είναι κυκλική, από την (3δ) προκύπτει ότι η pφ είναι σταθερή (που 
οφείλεται στην απουσία οριζόντιων δυνάµεων). Κατ’ επέκταση και η γωνιακή ταχύτητα  είναι 

σταθερή. Εισάγοντας ακόµη τις ταχύτητες από τις (3α) και (3β) στη (3γ), παίρνουµε, 

φω &≡

 

θθωθ sin
a
g2sin2

2
1 −−=&&  (4) 

 
η οποία είναι η γνωστή µας εξίσωση του µαθηµατικού εκκρεµούς συν ένα φυγοκεντρικό όρο, που 
οφείλεται στη περιστροφική κίνηση του πλαισίου. Η επίλυση των εξισώσεων κίνησης Hamilton δεν 
ζητείται. 
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ΜΑΘΗΜΑ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 
ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ: ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2005 

ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2004-2005 
 

 
∆ιδάσκων: Καθηγητής M. Bελγάκης                                          

            Ηράκλειο,  17-9-2005 
 
 

O∆HΓIEΣ: Μπορείτε να χρησιµοποιείτε σαν πρόχειρο οποιαδήποτε σελίδα της κόλλας, αρκεί να αναγράφετε 
στη κορυφή της σελίδας τη λέξη ΠΡOXEIPO.  Nα απαντηθούν όλα τα θέµατα, τα οποία είναι ισοδύναµα.  
                                                                                                                                   Καλή επιτυχία! 

 
 
ΘΕΜΑ 1 [10 µονάδες]. 
∆ύο ίσες µάζες m κινούνται χωρίς τριβή κατά µήκος µιας οριζόντιας ευθείας γραµµής, 

συνδεδεµένες µε ίδια ελατήρια, όπως φαίνεται στο σχήµα. Το άκρο του ενός ελατηρίου 

προσδένεται στο σταθερό σηµείο Α. (α) Γράψετε τις εξισώσεις κίνησης του συστήµατος. 

(β) Βρείτε τις κανονικές συχνότητες ταλάντωσης, και (γ) περιγράψετε τους κανονικούς 

τρόπους ταλάντωσης.                                                                                                           

 
 
ΘΕΜΑ 2 [10 µονάδες] 
Σωµατίδιο µάζας m κινείται χωρίς τριβή στην εσωτερική επιφάνεια ενός κατακόρυφου 

κώνου που περιγράφεται από την εξίσωση x2+y2=z2tan2α. (α) Γράψετε την συνάρτηση 

Hamilton, και (β) τις εξισώσεις Hamilton, σε κυλινδρικές συντεταγµένες.                  
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AΠΑΝΤΗΣΕΙΣ   
 
ΘΕΜΑ 1.   
Το άκρο του ενός ελατηρίου προσδένεται στο σταθερό σηµείο Α. (α) Γράψετε τις εξισώσεις 

κίνησης του συστήµατος. (β) Βρείτε τις κανονικές συχνότητες ταλάντωσης, και (γ) 

περιγράψετε τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης. 

Λαµβάνοµε την οριζόντια ευθεία γραµµή, κατά µήκος της οποίες κινούνται οι µάζες, σαν 

x-άξονας. Έστω x1, x2 οι θέσεις των µαζών σε τυχόντα χρόνο t. 

 
 

Η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι, 

 
2

o12
12

o122
1 )x()xx(V lκlκ −+−−=  (1) 

 

(όπου l0 είναι το µήκος του ατέντωτου ελατηρίου, το οποίο για ευκολία µας παίρνοµε ίσο 

µε µηδέν l0=0), ενώ η κινητική του ενέργεια είναι, 

 
2
22

12
12

1 xmxmT && += . (2) 

 
Από τις ενέργειες (1) και (2)  υπολογίζοµε τους αντίστοιχους πίνακες, 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

κκ
κκ2

V ,    ,    (3) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

m0
0m

T

 
οπότε η χαρακτηριστική εξίσωση έπεται από την ορίζουσα, 

 

0
m

m2
2

2
=

−−
−−=−
ωκκ
κωκTV 2ω , (4) 

 
η οποία οδηγεί στην εξίσωση ιδιοτιµών, 

 

0)m)(m2( 222 =−−− κωκωκ . (5) 

 

Οι λύσεις της (5) είναι, 

 

2
o2

)53(2
2

2
o2

)53(2
1 , ωω    ωω +− == , 
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όπου m
2
o

κω = . Υπολογίζουµε στη συνέχεια τα πλάτη ταλάντωσης των ατόµων για καθεµιά 

συχνότητα. Πράγµατι, η εξίσωση (12-11) γράφεται, 

 

      
,0aa

0aa

k2k1

k2k1

=+−

=−+

m)ω-(κ κ

 κ m)ω-(2κ
2
k

2
k

 
όπου ο δείκτης k στις συνιστώσες του πλάτους  (α1k, α2k) αναφέρεται στη συχνότητα ωk, ή 

 

              (6) 
,0aa

0aa

k2k1

k2k1

=+−

=−+

)ω-(ω ω

ω  )ω-(2ω
2
k

2
ο

2
ο

2
ο

2
k

2
ο

 

 (ι) οπότε για ω=ω1, έχοµε 

,0aa

0aa

212
51

11

21112
51

=+−

=−+

+−

+  
 

απ’ όπου παίρνοµε 
 

2
51

11

21

a
a += .   (7) 

 

Εφαρµόζουµε τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, εξίσωση (12-14), 
 

ll δ   kjikij aaT =∑
ij

. 

Για k=l=1 παίρνοµε, 

               T11α11α11 +T22α21α21 = 1    ⇒        1)aa(m 2
21

2
11 =+

 
και σε συνδυασµό µε την (7) 
 
 

     6.0a
51

2
)1(mέ)55(m

2
11

5
1

2
1 ≈⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=

++=+   τοµεθ
  και   1a

51
2

2
51

21 ==
+

+  

συνεπώς 

  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +

1a
a

51
2

12

11
1  α
r

. 

 

Η κίνηση αυτή παρίσταται στο ακόλουθο σχήµα. 

 

 
 

(ιι) για ω=ω2, η εξίσωση (6) γράφεται 
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,0aa

0aa

222
51

12

22122
51

=−−

=−

+

−   
 

 
απ’ όπου παίρνοµε  

2
51

12

22

a
a −=
 

. (8) 

 
Εφαρµόζουµε τώρα τη συνθήκη “ορθοκανονικότητος”, (12-14). Για k=l=2 έχοµε, 

 

               T11α12α12  + T22α22α22 = 1      ⇒        1)aa(m 2
22

2
12 =+

 

και σε συνδυασµό µε την (8) λαµβάνοµε (έχοµε ήδη υποθέσει ότι )1(m
5

1
2
1 += ), 

 

1a12 =   και   6.0a 2
51

22 −≈= − , 

άρα 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

2
51

22

12

a
a 1

 2α
r

. 

 
Αυτή η µορφή ταλάντωσης παρίσταται στο ακόλουθο σχήµα. 
 

 
 
 
ΘΕΜΑ 2. 

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται η κωνική επιφάνεια: x2+y2=z2tan2α. Ορίζουµε τις 

κυλινδρικές συντεταγµένες (x,y,z) ως εξής:  x=rcosθ,  y=rsinθ, z=z. Αντικαθιστώντας 

στην εξίσωση του κώνου παίρνοµε: r=ztanα (για z,r>0), ή  z=r/tanα=rcotα. Ακόµη, οι 

παράγωγοι ως προς το χρόνο είναι: , , . θ θθ &&& sinrcosrx −= θ θθ &&& cosrsinry += αcotrz && =
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Η δυναµική ενέργεια ενός σώµατος που κινείται χωρίς τριβή στην εσωτερική επιφάνεια 

του κώνου (µε στάθµη αναφοράς το οριζόντιο επίπεδο z=0  που περνά από το κέντρο του 

κώνου) είναι, 

V = mgz = mgr cotα, 
 
ενώ η κινητική του ενέργεια είναι, 
 

)rcscr(m)zyx(mT 2222
2
1222

2
1 θα &&&&& +=++= . 

 
Συνεπώς η Lagrangian είναι, 
 

αθα cotmgr)rcscr(mVTL 2222
2
1 −+=−= &&  (1) 

 
απ’ όπου υπολογίζουµε τις συζυγείς ορµές,  
 

αcscrm
r
Lp 2

r &
&
=

∂
∂

=    και   θ
θθ

&
&

2mrLp =
∂
∂

= , 

 

απ’ όπου έπονται οι γενικευµένες ταχύτητες: α2r sin
m
p

r =&  και 
2mr

pθθ =& . Οπότε, 

απαλείφοντας τις ταχύτητες , η χαµιλτονιανή έπεται, ),r( θ&&
 

                         α
α θ cotmgr

mr2
p

m2
sinp

LqpH 2

222
r

i
ii ++=−= ∑ & .  (2) 

 
Οι εξισώσεις Hamilton έπονται από την (2), 

 

  ,
m
sinp

p
Hr

2
r

r

α
=

∂
∂

=&     (3α) 

,
mr
p

p
H

2
θ

θ
θ =

∂
∂

=&  (3β) 

      ,cotmg
mr
p

r
Hp

3r αθ −=
∂
∂

−=&  (3γ) 

0Hp =
∂
∂

−=
θθ& .                (3δ) 

 
Εφόσον η συντεταγµένη θ είναι κυκλική, προκύπτει από την (3δ) ότι η pθ είναι σταθερή 

(που οφείλεται στην απουσία αζιµούθιας δύναµης). Η ποσότης αυτή είναι η στροφορµή 

(ως τον z-άξονα) του σώµατος. Πράγµατι από την (3β) έχοµε . Η 

επίλυση των εξισώσεων Hamilton δεν ζητείται. 

θθ
&2

z mrpll =≡=

 

 
 

 19



 

 

ΜΑΘΗΜΑ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

ΕΡΓΑΣΙΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 

Ηράκλειο, 30-6-2005 
 
Εργασία 1. 
∆ίδεται σώµα, µάζας m, που κινείται στον 3-διάστατο χώρο και υφίσταται δύναµη που 
περιγράφεται από τη δυναµική ενέργεια, 
 

                 , 
2222 a/)az8ay6yz8z3y4x5(

oeVV −−−++=
 
όπου Vo και a θετικές σταθερές.  
 
(α) Χαράξετε τη γραφική παράσταση της V(x,y,z) στις 3D µε κάποιο πακέτο γραφικών. 
 
(β) ∆είξετε ότι η V έχει ένα ακρότατο σηµείο ελαχίστης τιµής.  
 
(γ) Βρείτε τις κανονικές συχνότητες ταλάντωσης γύρω από αυτό το ελάχιστο.    
 
 
 
 
 
Φοιτητής:                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Symon, 12-3) 
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ΜΑΘΗΜΑ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

ΕΡΓΑΣΙΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 

Ηράκλειο, 30-6-2005 
 
Εργασία 2. 
Θεωρούµε σώµα, µάζας m, το οποίο κινείται µέσα στο δυναµικό της µορφής, 
 

4
4
12

2
1 xbxk)x(V   += , 

 

όπου x είναι η µετατόπιση από τη θέση ισορροπίας και k, b σταθερές (k⋛0 και b⋛0). 
 
(α) Χαράξετε τη γραφική παράσταση του δυναµικού V(x) για διάφορες (χαρακτηριστικές) 
τιµές των k και b. 
 
(β) Γράψετε την εξίσωση κίνησης και επιλύσετέ την για διάφορες (χαρακτηριστικές) τιµές 
των k και b. 
 
(γ) ∆ώσετε τη γραφική παράσταση κάθε λύσης, όπως  και την αντίστοιχη τροχιά στο χώρο 
των φάσεων. 
 
 
 
 
 
Φοιτητής:                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Πνευµα.1987) 
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ΜΑΘΗΜΑ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

ΕΡΓΑΣΙΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 

Ηράκλειο, 30-6-2005 
 
Εργασία 3. 
Θεωρούµε µια αλυσίδα Ν συζευγµένων µαθηµατικών εκκρεµών, µέσα στο πεδίο βαρύτητος. 
Οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των εκκρεµών περιορίζονται στους πρώτους γείτονες (θα 
µπορούσε να επεκταθεί και στους 2ους γείτονες κλπ.), δηλ. κάθε εκκρεµές αλληλεπιδρά µε τα 
δύο εκκρεµή που βρίσκονται εκ δεξιών και εξ ευωνύµων, ας πούµε µέσω ελατηρίων 
σταθεράς k.  Αν m, l είναι τα φυσικά χαρακτηριστικά κάθε εκκρεµούς,  
 
(α) Γράψετε την εξίσωση κίνησης καθενός εκκρεµούς για µικρές αποµακρύνσεις των 
εκκρεµών από τη θέση ισορροπίας τους. 
 
(β) Επιλύσατε το σύστηµα των προκυπτουσών διαφορικών εξισώσεων. 
 
(γ) Θέσατε τις παραπάνω εξισώσεις από διακριτή σε συνεχή µορφή (π.χ., µε ανάπτυξη σε 
σειρά Taylor) και επιλύσατε τις προκύπτουσες εξισώσεις (/ση). 
 
(δ) ∆ώσατε µια γραφική παράσταση των λύσεων που βρίσκετε. 
 
 
 
 
 
Φοιτητής:                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Sine-Gordon) 
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ΜΑΘΗΜΑ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

ΕΡΓΑΣΙΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 

Ηράκλειο, 30-6-2005 
 
Εργασία 4. 
Σύµφωνα µε τη θεωρία του Yukawa για πυρηνικές δυνάµεις, η δύναµη µεταξύ πρωτονίου και 
νετρονίου περιγράφεται από το δυναµικό, 
 

r
Ke)r(V

rα−
−= ,  

όπου α, Κ θετικές σταθερές.  
 
(α) Βρείτε τη δύναµη µεταξύ των νουκλεονίων και συγκρίνατέ την µε τη δύναµη του 
αντιστρόφου τετραγώνου. 
 
(β) Χαράξετε τη γραφική παράσταση του δυναµικού V(r) και εξερευνήσατε τα είδη κίνησης 
που µπορούν να λαµβάνουν χώρα αν ένα σώµα µάζας m κινείται υπό την επίδραση µιάς 
τέτοιας δύναµης. 
 
(γ) Συζητήσατε πώς αναµένονται οι κινήσεις να διαφέρουν από τα αντίστοιχα είδη κίνησης 
για τις δυνάµεις αντιστρόφου τετραγώνου. 
 
(δ) Υπολογίσατε τη στροφορµή l και την ενέργεια Ε για κυκλική κίνηση ακτίνος α. 
 
(ε) Υπολογίσατε την περίοδο κυκλικής κίνησης και τη περίοδο µικρών ακτινικών 
ταλαντώσεων. 
 
(στ) ∆είξατε ότι για οι σχεδόν κυκλικές τροχιές είναι σχεδόν κλειστές όταν η ακτίνα α είναι 
πολύ µικρή.  
 
 
 
Φοιτητής:                             
 
 
 
 

(Symon 3-47) 
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ΜΑΘΗΜΑ: ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

ΕΡΓΑΣΙΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 

Ηράκλειο, 30-6-2005 
 
Εργασία 5. 
Σώµα µάζας m κινείται χωρίς τριβή πάνω στην εσωτερική επιφάνεια του παραβολοειδούς εκ 
περιστροφής:  x2+y2 = αz, υπό την επίδραση της βαρύτητος. 
 
(α) Χαράξετε τη γραφική παράσταση της παραβολοειδούς επιφάνειας στις 3D. 
 
(β) Βρείτε τις εξισώσεις κίνησης Lagrange του σώµατος.  
 
(γ) Επιλύσατε τις εξισώσεις κίνησης και δώσετε την γραφική παράσταση των λύσεων 
συναρτήσει του χρόνου. 
 
(δ) Για µικρές αποµακρύνσεις από την θέση ισορροπίας, προσδιορίσετε τις ιδιοσυχνότητες 
ταλάντωσης και τους αντίστοιχους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης. 
 
 
 
 
 
 
Φοιτητής:                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Spiegel 11-20) 
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