
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5:  ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΠΟΛΛΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε αρχικά µε ένα µεµονωµένο σύστηµα δύο σωµάτων στα οποία 
ασκούνται µόνο οι µεταξύ τους κεντρικές δυνάµεις, επιτρέποντας ωστόσο και την επίδραση ενός 
(εξωτερικού) βαρυτικού πεδίου. Στη συνέχεια θα µελετήσουµε σύστηµα Ν σωµάτων τα οποία 
αλληλεπιδρούν µεταξύ τους µε δυνάµεις δύο σωµάτων, ενώ υφίστανται επίσης και την επίδραση 
εξωτερικών δυνάµεων. 
 
 
5.1 Πρόβληµα δύο σωµάτων 
 
Θεωρούµε ένα σύστηµα δύο σωµάτων µε µάζες m1,m2 που καταλαµβάνουν τις θέσεις ,1r

r
2r
r , και 

έστω F
r

 η δύναµη που εξασκεί το δεύτερο σώµα πάνω στο πρώτο (οπότε και το πρώτο θα εξασκεί 

στο δεύτερο τη δύναµη − F
r

). Αν το σύστηµα των δύο σωµάτων βρίσκεται µέσα στο (οµογενές) 
πεδίο βαρύτητος  (και δεν εξασκούνται άλλες εξωτερικές δυνάµεις), τότε οι εξισώσεις κίνησης 

τους (2
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r

ος νόµος του Νεύτωνα) είναι 
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Πρέπει να επιστήσουµε την προσοχή µας στη διανυσµατική µορφή του βάρους. Μπορούµε να 
εισάγουµε ένα σύστηµα νέων µεταβλητών, το διάνυσµα κέντρου µάζας  
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και το διάνυσµα της σχετικής θέσης των δύο σωµάτων, 
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οπότε εκφράζοντας τις ,  συναρτήσει των 1r

r
2r
r r,R

rr
 και αντικαθιστώντας στην (1) παίρνοµε τις 

εξισώσεις κίνησης  

,g)mm(R)mm( 2121
r&&r +=+  (4a) 
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&&r =µ                 (4b) 
 
όπου µ=m1m2/(m1+m2). Η ποσότης αυτή έχει διαστάσεις µάζας και καλείται ανηγµένη µάζα. Οι 
εξισώσεις (4) είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Η λύση της (4a) είναι, 
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όπου οo υ,R

rr
 σταθερές ολοκλήρωσης. Απουσία βαρυτικού πεδίου ( g

r =0), η λύση αυτή δίδει, 
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δηλ. η συνολική ορµή του συστήµατος διατηρείται σταθερά και ου

r  είναι η ταχύτητα του κέντρου 

µάζας .  Ακόµη εισάγοντας τις µεταβλητές   cmυ
r

1r
r , 2r
r  από την (2) στην (6) έχοµε,  

 
.constrmrm 1211 =+ &r&r , 

 
οπότε βλέπουµε ότι η (6) εκφράζει τον νόµο διατήρησης της ορµής, απουσία εξωτερικών 

δυνάµεων. Ακόµη, η εξίσωση (4b) επιλύεται, αν είναι γνωστή η αµοιβαία δύναµη F
r

. Έχοντας 
τώρα βρει  τις λύσεις των (4), µπορούµε να πάρουµε τις θέσεις των δύο σωµάτων από τις (2)−(3), 
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Υπολογίζουµε στη συνέχεια µερικά µεγέθη του συστήµατος των δύο µαζών. Η κινητική ενέργεια 

των δύο σωµάτων γράφεται συναρτήσει των R
r

 και r
r , 
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δηλ. η κινητική ενέργεια διαχωρίζεται στην κινητική ενέργεια του κέντρου µάζας συν έναν όρο 
που αντιστοιχεί στη σχετική κίνηση των δύο σωµάτων. Παροµοίως η στροφορµή του συστήµατος 

των δύο σωµάτων γράφεται συναρτήσει των R
r

 και r
r , 
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καθόσον οι διασταυρούµενοι όροι που περιλαµβάνουν τα γινόµενα rR &r

r
×  κλπ.  απαλείφονται, 

εποµένως  η κινητική ενέργεια όπως και η στροφορµή διαχωρίζονται σε ένα όρο που συνδέεται µε 
τη κίνηση του κέντρου µάζας και σε ένα δεύτερο όρο που συνδέεται µε τη σχετική κίνηση των δύο 
σωµάτων. Ακόµη, υποθέτοντας ότι )r(V

r  παριστά την αλληλεπίδραση µεταξύ των δύο σωµάτων, η 

Langrangian του συστήµατος είναι, 
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όπου έχοµε πάρει την βαρυτική δυναµική του σωµατιδίου mi ίση µε ii rgm
r

− . Εισάγοντας τις 

συντεταγµένες R
r

 και r
r  στην (10), παίρνοµε 
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Εύκολα παίρνοµε από την (11) τις εξισώσεις Lagrange (4). 
     Συχνά είναι βολικό η κίνηση του συστήµατος να περιγράφεται ως προς ένα σύστηµα αναφοράς 

στο οποίο το κέντρο µάζας (CM) ηρεµεί, δηλ. 0R =&
r

. Το σύστηµα αυτό καλείται σύστηµα 
κέντρου µάζας (σύστηµα ΚΜ). Βέβαια το σύστηµα αυτό δεν είναι αδρανειακό, εφόσον είναι 
επιταχυνόµενο µε επιτάχυνση ίση µε αυτήν του κέντρου µάζας, ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς (σύστηµα αναφοράς 0 του Σχήµατος 1).  
 
 
 
 
 
 
 
 
          Σχήµα 1 

 
 
 
 
Θα συµβολίζοµε µε αστε

επιλέξουµε ακόµη ως αρχή
οπότε οι (7) γράφονται, 
 

     

 
Αξίζει να δούµε πώς συ
συντεταγµένων, δηλ. στο 
παράδειγµα, οι ορµές των δ
 

 
Όµως, από το Σχήµα 1 βλέπ
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ρίσκο τα µεγέθη που αναφέρονται ως προς το σύστηµα ΚΜ. Θα 

 των αξόνων  0 στο σύστηµα ΚΜ το κέντρο µάζας, οπότε  0R * =
r
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νδέονται τα διάφορα µεγέθη που µετρώνται στα δύο συστήµατα 
αδρανειακό σύστηµα 0 και στο (µη-αδρανειακό) σύστηµα ΚΜ. Για 
ύο σωµάτων ως προς το σύστηµα ΚΜ είναι ίσες και αντίθετες, διότι 
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ουµε ότι οι θέσεις των σωµάτων προς το αδρανειακό σύστηµα 0 είναι 
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οπότε οι αντίστοιχες ταχύτητες είναι 
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Συνεπώς, οι ορµές των δύο σωµάτων ως προς το αδρανειακό σύστηµα 0 είναι, 
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και χρησιµοποιώντας τις (13) θέτοντας  rp* &rr

µ= , οι ορµές αυτές γράφονται 
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Προσθέτοντας κατά µέλη λαµβάνουµε την ολική ορµή του συστήµατος,  
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Ως προς το σύστηµα ΚΜ, η κινητική ενέργεια και η στροφορµή, είναι 
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όπου ενδιάµεσα έγινε χρήση των σχέσεων (12). Ως προς το αδρανειακό σύστηµα 0, τα µεγέθη 
κινητική ενέργεια και η στροφορµή είναι,  
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όπου ενδιάµεσα έγινε χρήση των σχέσεων (14) και τα µεγέθη Τ* και *l

r
 έχουν οριστεί στην (17). 

Από την (18) έπεται λοιπόν ότι π.χ. η τιµή του µεγέθους “κινητική ενέργεια” που µετρά ένας 
παρατηρητής στο αδρανειακός σύστηµα 0, ισούται µε την κινητική ενέργεια του κέντρου µάζας 
(όπου είναι συγκεντρωµένη η ολική µάζα του συστήµατος), συν την κινητική ενέργεια που µετρά 
ένας παρατηρητής πάνω στο σύστηµα ΚΜ. 
 
Παράδειγµα: Κίνηση δορυφόρου γύρω από πλανήτη. Θεωρούµε ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ 
δορυφόρου και πλανήτη δίδεται από τον νόµο βαρυτικής έλξης του Νεύτωνα, 
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όπου r~  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα (από τον πλανήτη προς τον δορυφόρο), οπότε η εξίσωση (4b) 
γράφεται, 
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Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη επί r&  και ολοκληρώνοντας παίρνοµε, 
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όπου Ε είναι η σταθερά ολοκλήρωσης (η οποία σταθερά βέβαια παριστάνει την ολική ενέργεια του 
συστήµατος). Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του Κεφαλαίου 4, εξισώσεις (4.26)−(4.28), για  
k = −G(m1+m2)µ < 0  και για Ε<0 (οπότε η εκκεντρότης ε<1), η τροχιά είναι ελλειπτική µε περίοδο 
περιφοράς, εξ. (4.33), 
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όπου a είναι ο µεγάλος ηµιάξονας της σχετικής τροχιάς (ως προς το αδρανειακό σύστηµα 0, 
θεωρώντας το βαρύτερο σώµα ακίνητο). 
 
 
 
 
 
 
              Σχήµα 2 

 
 
 
 
Στο σύστηµα ΚΜ, τα δύο σώµατα (δ
Σχήµα 2) µε µεγάλους ηµιάξονες αντίσ
 

a1

 
(όπου έχουµε παραλήψει τον αστερίσ

ηµιάξονας είναι a=3.8×105Km, οπότε

από το κέντρο µάζας µε µεγάλο ηµιάξ
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ορυφόρος-πλανήτης) διαγράφουν ελλειπτικές τροχιές (βλέπε 
τοιχα, εξ.(12), 

a
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m
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µ
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κο). Για το σύστηµα Γης-Σελήνης m1/m2= 5.81
1  και ο µεγάλος 

 στο σύστηµα ΚΜ η Γη κινείται σε ελλειπτική τροχιά γύρω 

ονα  Km4700aa 5.82
1

2  == , όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.   
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5.2  Συστήµατα πολλών σωµάτων 
 
Θεωρούµε ένα σύστηµα Ν σωµάτων τα οποία αλληλεπιδρούν µεταξύ τους µε δυνάµεις δύο 
σωµάτων, ενώ υφίστανται επίσης και την επίδραση εξωτερικών δυνάµεων, δηλ. οι δυνάµεις που 

δρουν στο i-στο σώµα είναι το άθροισµα ∑ +
j

iij FF
rr

, µε i≠j, όπου iF
r

 είναι η εξωτερική δύναµη. 

Όπως και στο προηγούµενο εδάφιο, ορίζουµε το διάνυσµα κέντρου µάζας  
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όπου M=m1+m2+…+mN  είναι η ολική µάζα του συστήµατος, οπότε η ολική ορµή του συστήµατος 
είναι, 
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Η εξίσωση κίνησης του i-στού σώµατος δίδεται από τον 2ο νόµο του Νεύτωνα, 
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και επειδή iii rmp &rr
= , αθροίζοντας την (21) ως προς i, λαµβάνουµε τον ρυθµό µεταβολής της 
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διότι οι εσωτερικές δυνάµεις ικανοποιούν τον 3ο νόµο του Νεύτωνα, jiij FF
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−= , εποµένως το διπλό 

άθροισµα µηδενίζεται. Αν η συνολική εξωτερική δύναµη είναι µηδέν, δηλ.  (οπότε 

λέµε ότι το σύστηµα είναι µεµονωµένο), τότε η ολική ορµή διατηρείται σταθερή, ή από την (20) η 

ταχύτης του κέντρου µάζας είναι σταθερή, 
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      Μπορούµε όπως και στο πρώτο εδάφιο να µελετήσουµε τη στροφορµή και τη κινητική 
ενέργεια του συστήµατος. Η κινητική ενέργεια του συστήµατος είναι, 
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Ορίζουµε τις θέσεις των σωµάτων ως προς το αδρανειακό σύστηµα 0 και ως το σύστηµα ΚΜ 
όπως και στην εξίσωση (14), 
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οπότε η κινητική ενέργεια γράφεται, 
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όπου ο δεύτερος όρος στην (25) παριστάνει την κινητική ενέργεια ως προς το κέντρο µάζας, 
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* . Παρατηρούµε λοιπόν στην (25) ότι η κινητική ενέργεια διαχωρίζεται στην 

κινητική ενέργεια του κέντρου µάζας συν την κινητική ενέργεια του συστήµατος ως προς το 
σύστηµα ΚΜ.  
       Μπορούµε να υπολογίσουµε τον ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας παραγωγίζοντας 
την (23) 
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όπου έχοµε λάβει υπόψιν µας  την εξίσωση κίνησης (21). Το πρώτο γινόµενο στο δεύτερο µέλος 
περιλαµβάνει όρους της µορφής, 
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όπου )rr(r ji
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−= . Ακόµη λάβαµε υπόψιν µας στην (27) τον 3ο νόµο του Νεύτωνα: jiij FF
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όρος  παριστάνει το ρυθµό παραγωγής έργου από την εσωτερική δύναµη . Το τελευταίο 

γινόµενο στο δεύτερο µέλος της (26), ∑

ijFr
r

&r ⋅ ijF
r

⋅
i

ii Fr
r

&r , παριστάνει το ρυθµό παραγωγής έργου από τις 

εξωτερικές δυνάµεις iF
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       Η στροφορµή του συστήµατος των σωµάτων είναι, 
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Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής είναι, 
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Ο πρώτος όρος είναι µηδέν εφόσον τα διανύσµατα είναι συγγραµµικά, ενώ ο δεύτερος όρος 
γράφεται, λαµβάνοντας υπόψιν την (21), 
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Αναπτύσσοντας το διανυσµατικό γινόµενο στο δεύτερο µέλος προκύπτουν όροι της µορφής, 
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διότι . Αν τώρα η δύναµη αλληλεπίδρασης jiij FF
rr

−= ijF
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 είναι κεντρική, τότε θα έχει την µορφή: 

όπου το µοναδιαίο διάνυσµα ισούται: |),r(fr~Fij =
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−  στην (30) είναι συγγραµµικά και το εξωτερικό γινόµενό τους ισούται µε 

µηδέν. Συνεπώς, στο δεύτερο µέρος της (29) αποµένει µόνο ο όρος ii Fr
rr

× , ο οποίος ισούται µε την 

ροπή iτ
r  της εξωτερικής δύναµης iF

r
. Συνεπώς ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ισούται µε, 
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όπου ολτr  είναι ο ολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων. Για µεµονωµένο σύστηµα έχοµε 0=ολτ

r , 

συνεπώς από την (31) προκύπτει ότι η στροφορµή του συστήµατος είναι σταθερή, δηλ. .const=l
r

 
      Μπορούµε να διαχωρίσουµε τις συµβολές της στροφορµής που προέρχονται από την κίνηση 
του κέντρου µάζας και από τη σχετική κίνηση ως προς το κέντρο µάζας. Πράγµατι, 
χρησιµοποιώντας τον ορισµό (23) της θέσης του σώµατος ως προς τα δύο συστήµατα αναφοράς, η 
στροφορµή (28) γράφεται, 
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καθόσον οι διασταυρούµενοι όροι που περιλαµβάνουν τους παράγοντες  ή 

 µηδενίζονται. Συνεπώς, η στροφορµή διαχωρίζεται σε ένα όρο που συνδέεται µε τη 

κίνηση του κέντρου µάζας και σε ένα όρο, 
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*l , που συνδέεται µε τη σχετική κίνηση 

των σωµάτων ως προς το κέντρο µάζας. Ο ρυθµός µεταβολής της *l
r

 υπολογίζεται εύκολα. 
      Συµπερασµατικά, το κέντρο µάζας ενός συστήµατος κινείται σαν ένα σώµα µάζας Μ πάνω στο 

οποίο ασκείται η ολική εξωτερική δύναµη exF
r

. Η συµβολή της κίνησης αυτή στη στροφορµή ή τη 
κινητική ενέργεια µπορεί να διαχωριστεί πλήρως από την συµβολή της σχετικής κίνησης των 
σωµάτων ως προς το κέντρο µάζας. 
 
 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ:  ΣΕΙΡΑ 6 
 

1. ∆ύο σώµατα µε µάζας m1 και m2 προσαρµόζονται στα άκρα ενός ελατηρίου, σταθεράς k 
και φυσικού µήκους lo. Αρχικά το σύστηµα ηρεµεί κατακόρυφα µε το σώµα m1 πάνω από 
το σώµα m2 σε ύψος lo. Στη χρονική στιγµή t=0 η µάζα m1 βάλλεται κατακόρυφα προς τα 
πάνω µε ταχύτητα υο. Βρείτε τις θέσεις των σωµάτων στη χρονική στιγµή t.  
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