
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2:  ΚΙΝΗΣΗ ΣΤΗ 1-∆ΙΑΣΤΑΣΗ 
 
 
2.1  Συντηρητικές δυνάµεις 
 
Έστω σώµα (µε την έννοια του σωµατιδίου) κινούµενο επί ευθείας γραµµής την οποία ταυτίζουµε 
µε τον άξονα–x, υπό την επίδραση της δύναµης F(x). Τότε η εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι, 

)x(Fxm =&& .  (1) 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη επί και ολοκληρώνοντας ως προς t φθάνουµε στη σχέση x&
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τον ορισµό της δυναµικής ενέργειας του σώµατος ,  
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και xo είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης. Το πρώτο µέρος της (2) είναι η κινητική ενέργεια του 
σώµατος, 

2
2
1 xmT &= ,  (4) 

οπότε φθάνουµε από την (2) στο νόµο διατήρησης της ενέργειας, 
 

Ε = Τ + V = σταθερά.  (5) 
 
Η δύναµη λοιπόν η οποία εξαρτάται µόνο από το x λέγεται συντηρητική, και το  κοινό 
χαρακτηριστικό των δυνάµεων αυτών είναι η διατήρηση της ενέργειας (του σώµατος). Από τον 
νόµο διατήρησης (5) µπορούµε να πάρουµε χρήσιµες πληροφορίες σχετικά µε την κίνηση του 
σώµατος, χωρίς να χρειαστεί να ολοκληρώσουµε την εξίσωση κίνησής του. Πράγµατι, η εξίσωση 
(5) γράφεται, 

)x(VExm 2
2
1 −=&   (6) 

 
και επειδή το πρώτο µέρος της (6) είναι θετικό, θα πρέπει να ισχύει: E ≥V(x).  Έστω ότι η 
συνάρτηση V(x) έχει την µορφή του Σχήµατος 1, που συνεπάγεται ότι η κίνηση του σώµατος περι- 
 
 
 
 
Σχήµα 1  Συνάρτηση δυναµικού 

 
 
 
 
ορίζεται στa διαστήµατα x1≤x≤x2 
και x3 (που λέγονται και σηµεία κα
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και x≥x3 όπου Τ>0. Η ταχύτητα µηδενίζεται στα σηµεία x1, x2 
µπής), όπου V(x)=E. Έτσι, αν το σωµατίδιο ξεκινήσει από την 
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ηρεµία στο σηµείο x1, θα κινηθεί προς τα δεξιά αρχικά µε αυξανόµενη ταχύτητα και στη συνέχεια 
µε ελαττούµενη ταχύτητα µέχρι να φθάσει στο σηµείο x2, όπου ηρεµεί προς στιγµήν και µετά 
αντιστρέφεται η κίνησή του, δηλ. το σώµα εκτελεί ταλάντωση µεταξύ των σηµείων (x1, x2). Αν 
όµως αρχικά το σώµα ξεκινά από το σηµείο x3, τότε θα κινηθεί προς το +∞ µε αυξανόµενη 
ταχύτητα, µέχρι ότου διαφύγει έξω από το πεδίο δυναµικού, όπου V(x)=0.  
     Ας θεωρήσουµε ένα πιο συγκεκριµένο δυναµικό όπως το πηγάδι δυναµικού του Σχήµατος 2.  
 
 
 
 
Σχήµα 2  Πηγάδι δυναµικού 

 
 
 
 
Αν η ολική ενέργεια Ε=Ε1<
περιορίζεται µέσα σε µια πεπε
όπου V(x)=E.  Αν όµως η ενέ
βρίσκεται έξω από το πεδίο έλξ
επιταχυνόµενο µέχρι του σηµεί
και εξέρχεται από το πεδίο 
απεριοδική.  Το αντίθετο συµβ
 
 
 
 
Σχήµα 3  Φράγµα δυναµικού 

 
 
 
 
αντιστοιχεί σε απωστική δύνα
ξεκινήσει από τα αριστερά µε
E=V(x). Στο σηµείο x1 αντιστρ
και από την δεξιά πλευρά του 
να φθάσει στο κέντρο του πεδ
επιταχύνεται και ξεφεύγει στ
συναντήσει το πεδίο δυναµικού
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0, τότε το σωµατίδιο (όπως και στη προηγούµενη συζήτηση) 
ρασµένη περιοχή του χώρου και ταλαντούται µεταξύ των σηµείων 
ργεια του σωµατιδίου είναι Ε=Ε2>0, τότε αν αρχικά το σωµατίδιο 
ης (όπου V(x)=0) το σωµατίδιο εισέρχεται στη περιοχή του πεδίου 
ου x=0 (το κέντρο του πεδίου έλξης), στη συνέχεια επιβραδύνεται 
µε ταχύτητα τελικά ίση µε την αρχική. Η κίνηση αυτή είναι 
αίνει στο φράγµα δυναµικού του Σχήµατος 3.  Το δυναµικού αυτό  
µη. Εδώ είναι δυνατά δύο είδη κίνησης. Αν αρχικά το σωµατίδιο 
 ενέργεια Ε=Ε1, τότε επιβραδύνεται µέχρι του σηµείου x1, όπου 
έφεται η κίνησή του και ξεφεύγει τελικά στο -∞. Το ίδιο συµβαίνει 
φράγµατος. Αν όµως Ε=Ε2, τότε το σωµατίδιο επιβραδύνεται µέχρι 
ίου άπωσης (σηµείο x=0) και στη συνέχεια (χωρίς να σταµατήσει) 
ο +∞ µε τελική ταχύτητα ίση µε την αρχική, ως να µην είχε 
. 
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2.2  Κίνηση κοντά στη θέση ισορροπίας 
 
     Για να ισορροπεί ένα σώµα θα πρέπει η δύναµη που ασκείται σ’ αυτό να ισούται µε µηδέν ή 

0
dx
dVF =−= , που σηµαίνει ότι η εφαπτόµενη της δυναµικής ενέργειας στη θέση ισορροπίας να 

είναι οριζόντια. Χωρίς να χάνεται η γενικότητα, διαλέγουµε στο σηµείο ισορροπίας ως x=0. Για 
µικρές αποµακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας µπορούµε να αναπτύξουµε τη δυναµική ενέργεια 
σε σειρά Taylor γύρω από το σηµείο ισορροπίας x=0, 
 

...)0(''Vx)0('xV)0(V)x(V 2
2
1 +++=   (7) 

 
Θέτουµε V(0)=0 (στάθµη αναφοράς) και εφόσον στο σηµείο ισορροπίας F=-V′(0)=0, 
καταλήγουµε από την (7) στη προσέγγιση, 
 

2
2
1 kx)x(V =   (8) 

 
όπου k= V′ ′ (0).  (Η προσέγγιση (8) έχει την ίδια µορφή µε την δυναµική ενέργεια του αρµονικού 
ταλαντωτή, π.χ. µια µάζα m προσδεδεµένη στο άκρο ενός ελατηρίου). Οπότε από την (8) 
υπολογίζουµε τη δύναµη  

 
F = - kx ,  (9) 

 
και εποµένως, η εξίσωση κίνησης του σώµατος (2ος νόµος του Νεύτωνα) γράφεται, 
 

0kxxm =+&& .  (10) 
 
Η εξίσωση αυτή είναι γραµµική διαφορική εξίσωση και οι λύσεις της ακολουθούν την αρχή της 
επαλληλίας, δηλ. αν x1(t) και x2(t) είναι λύσεις της (10), τότε και ο γραµµικός συνδυασµός  
 

x(t) = α x1(t) + β x2(t)  (11) 
 
(όπου α και β σταθερές) είναι λύση της (10). Πράγµατι, αντικαθιστώντας την (11) στην (10) 
παίρνουµε 

0)kxxm()kxxm(kxxm 2211 =+β++α=+ &&&&&& . 

 
Αν οι λύσεις x1(t) και x2(t) είναι γραµµικά ανεξάρτητες, τότε η λύση (11) είναι η γενική λύση της 
εξίσωσης κίνησης (10). Ας βρούµε λοιπόν τις δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της (10). 
    (i) Αν k<0, τότε V(x)=max στο σηµείο ισορροπίας x=0. Η εξίσωση κίνησης (10) έχει τη µορφή, 
 

0xpx 2 =−&& ,  (12) 
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όπου p2=-k/m  και p∈ℜ. Οι λύσεις της (12) είναι x=ept και e-pt, άρα η γενική λύση είναι 
 

x(t) = A e pt + B e-pt.  (13) 
 
όπου Α,Β αυθαίρετες σταθερές. Η λύση (13) είναι ασταθής. Πράγµατι, για t→∞, o πρώτος όρος 
στο 2ο µέρος της (13) αποκλίνει, που σηµαίνει ότι µια µικρή αποµάκρυνση από τη θέση 
ισορροπίας, οδηγεί το σώµα να αποµακρύνεται εκθετικά µε το χρόνο από το αρχικό σηµείο 
ισορροπίας (σηµείο ασταθούς ισορροπίας) και κατά συνέπεια η προσέγγιση (7) παύει να ισχύει. 
    (ii) Αν k>0, τότε V(x)=min στο σηµείο ισορροπίας x=0. Η εξίσωση (10) παίρνει τη µορφή, 

 

0xx 2 =ω+&& ,  (14) 
 
όπου ω2=k/m  και ω∈ℜ. Οι λύσεις της (14) είναι προφανώς οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 
x=cosωt και sinωt, άρα η γενική λύση έχει τη µορφή, 

 
x(t) = A cosωt + B sinωt (15) 

 
όπου Α,Β αυθαίρετες σταθερές, οι οποίες µπορούν να προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες 
για xo, vo. H λύση (15) µπορεί να τεθεί  και υπό τη µορφή, 

 
x(t) = A cos(ωt+φ)  (16) 

 
όπου τώρα (Α, φ) είναι οι νέες αυθαίρετες σταθερές. Η λύση (16) παριστάνει αρµονική 
ταλάντωση. Η σταθερά Α καλείται πλάτος της ταλάντωσης, η σταθερά φ αρχική φάση, και η 
σταθερά ω συνήθως αναφέρεται ως γωνιακή “συχνότης” ταλάντωσης. Να υπενθυµήσω ότι ως 

κυκλική (ή απλά) συχνότης  ν  ορίζεται από τη σχέση: 
π
ω

=ν
2

, ενώ η περίοδος ταλάντωσης Τ 

ορίζεται ως: Τ=1/ν. 
 
 
2.4  Αποσβενυµένη ταλάντωση 
 
     Είδαµε ότι ένα σώµα που υφίσταται την επίδραση συντηρητικής δύναµης, µπορεί για µικρές 
µετατοπίσεις από τη θέση ισορροπίας του να θεωρηθεί προσεγγιστικά σαν ένας αρµονικός 
ταλαντωτής.  Όµως σε όλα τα φυσικά συστήµατα επενεργεί και κάποια δύναµη τριβής (λέγονται 
και δυνάµεις ασωτείας) που οδηγεί σε απώλεια της ενέργειας. Σαν καλή προσέγγιση στις 
περισσότερες περιπτώσεις µπορούµε να υποθέσουµε ότι η δύναµη τριβής  είναι ανάλογη της 
ταχύτητας , εφόσον µάλιστα αυτή είναι και η µόνη περίπτωση τριβών για την οποίαν µπορούµε 
να  επιλύσουµε την εξίσωση κίνησης αναλυτικά. Συνεπώς, η εξίσωση (10) γράφεται τώρα, 

x&
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xbkxxm &&& −−= .  (17) 
 
όπου b είναι µια σταθερά (υποθέτουµε b>0). Η εξίσωση (17)  περιγράφει τον αποσβυνόµενο 
αρµονικό ταλαντωτή. Για την επίλυσή της (ως οµογενής) δοκιµάζουµε εκθετικές λύσεις της 
µορφής  

x(t) =A ept,  
 
οπότε  =Ap ex& pt, και  = Apx&& 2 ept. Αντικαθιστώντας στην (17) έχουµε, 

 
A (mp2 + bp + k) ept = 0,     

ή 
mp2 + bp + k = 0. (18) 

 
Οι ρίζες του τριωνύµου  είναι 
 

m
k)

m2
b(

m2
bp 2

1 −+−=     και    
m
k)

m2
b(

m2
bp 2

2 −−−=     (19) 

 

ή θέτοντας m
k2 =ωο  και m2

b=γ (ωο λέγεται ιδιοσυχνότητα του αρµονικού ταλαντωτή), οι ρίζες  

(19)  γράφονται, 
22

1p οω−γ+γ−=     και    22
2p οω−γ−γ−=  (20) 

 

(a) για µεγάλη απόσβεση  έχουµε p22
οω>γ 1,p2∈ℜ, ενώ η τετραγωνική ρίζα στις (20) γράφεται:  

γ
ω

−γ=
γ

ω
−γ≅

γ

ω
−γ=ω−γ οοο

ο 2
)

2
1(1

2

2

2

2

2
22 ,  οπότε 

γ
ω

−= ο

2
p

2

1    και   
γ

ω
+γ−= ο

2
2p

2

2 . (21) 

 
Συνεπώς, η γενική λύση της (17) είναι 
 

t
2

t2t
2

22

BeAe)t(x γ
ω

+γ−
γ

ω
− οο

+=   (22) 

 
Για t→∞, και οι δύο όροι στην (22) τείνουν εκθετικά προς το µηδέν.  

    (b)  για µικρή απόσβεση , οι ρίζες (20)  p22
οω<γ 1,p2 είναι µιγαδικές, δηλ. 

 
p1 = –γ + iω   και   p2 = –γ – iω  (23) 
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όπου . Οπότε η γενική λύση της (17) είναι, 222 γ−ω=ω ο

 
 x(t) = A e-γt+iωt + B e-γt-iωt

= α e–γt cos(ωt+φ)     (24) 
 

Η λύση (24) παριστάνει ταλάντωση µε συχνότητα 22 γ−ω=ω ο  και µε πλάτος ταλάντωσης  αe-γt 

το οποίο µειώνεται εκθετικά µε το χρόνο (Σχήµα 4). O χρόνος τ=1/γ λέγεται χρόνος εφησυχασµού 
και παριστάνει τον χρόνο που απαιτείται για να µειωθεί το πλάτος στην 1/e της αρχικής του τιµής. 

Μέσα σε µια περίοδο το πλάτος ταλάντωσης µειώνεται κατά: . Η ποσότης Q/2x/ω eee π−γ−Τγ− ≅=

γ
ωο= 2Q  καλείται συντελεστής ποιότητος.  

 

 

 
 
 
Σχήµα 4  Αρµονική ταλάντωση µε µικρή 
απόσβεση 

 
 
 
 
H ολική ενέργεια του ταλαντωτή στη περίπτωση της µικρής απόσβεσης είναι (παίρνουµε ω≅ωο), 
 
    2

2
12

2
1 kxxm +=Ε &  

     2
o

t
2
12

o
t

oo
t2

2
1 )]tcos(e[k)]tsin(e)tcos(e[m φ+ωα+φ+ωω−φ+ωγ−α≅ γ−γ−γ−  

t2
o

t22
2
1

o
2t22

2
1

o
2t22

o
2

2
1 eEek)t(cosek)t(sinem γ−γ−γ−γ− =α≅φ+ωα+φ+ωωα≅             (25) 

 
δηλ. η ολική ενέργεια µειώνεται εκθετικά στο διπλάσιο ρυθµό απ’ ότι το πλάτος ταλάντωσης, 

όπου 2
2
1

o kE α=  (στη τελευταία ισότητα  στην (25) χρησιµοποιήσαµε τη σχέση: ). km 2 =ωο

 
 
 
Σχήµα 5  Αρµονική ταλάντωση (α) µε µεγάλη 
απόσβεση, (b) µε µικρή απόσβεση, και (c) µε 
κρίσιµη απόσβεση. 

 
 
 
 
 

Chap.2 
 
9



     (c) για την οριακή τιµή γ=ωο (κρίσιµη απόσβεση), οι ρίζες (20)  είναι ίσες, δηλ. p1=p2=–γ, 
οπότε η γενική λύση της (17) θα έχει τη µορφή, 

 
 x(t) = A e-γt + B t e-γt = (A+Bt) e-γt  (26) 

 
η οποία και πάλι τείνει εκθετικά προς το µηδέν για t→∞, αλλά σε πιο γρήγορο ρυθµό απ’ότι της 
περίπτωσης (a). Στο Σχήµα 5 φαίνεται παραστατικά η επιστροφή στην ηρεµία ενός αρµονικού 
ταλαντωτή στις τρεις περιπτώσεις απόσβεσης που έχουµε µελετήσει παραπάνω.  
 
 
2.5 Εξαναγκασµένη ταλάντωση 
 
      Συχνά ενδιαφέρει να διερευνήσουµε την ανταπόκριση ενός ταλαντούµενου συστήµατος σε µια 
χρονο-εξαρτώµενη εξωτερική δύναµη (ή διεγέρτης) F(t). Η εξίσωση κίνησης γράφεται τώρα, 
 

)t(Fkxxbxm =++ &&& .  (27) 

 
Όπως γνωρίζουµε, αν xi(t) είναι µια λύση της µη-οµογενούς διαφορικής εξίσωσης (27) και xh(t) 
είναι λύση της αντίστοιχης οµογενούς, τότε και το άθροισµά τους  xi(t)+xh(t) θα είναι επίσης λύση 
της µη-οµογενούς (27). Εποµένως χρειάζεται να βρούµε µια ειδική (ή µερική) λύση της (27) xi(t), 
οπότε ως γενική λύση θα πάρουµε το άθροισµα xi(t)+xh(t) (αφού η λύση xh(t) έχει ήδη βρεθεί στο 
προηγούµενο εδάφιο). 
     Σε πολλές ενδιαφέρουσες περιπτώσεις, η εξωτερική δύναµη είναι περιοδική συνάρτηση του 
χρόνου. Αν η δύναµη ταλαντούται συν/ηµιτονοειδώς µε συχνότητα ω, F(t)=Focosωt, τότε η 
εξίσωση κίνησης είναι, 

       tcosFkxxbxm o ω=++ &&& . (28) 

 
Από Φυσικής σκοπιάς, οι λύσεις που µας ενδιαφέρουν πρέπει να είναι ταλαντώσεις µε συχνότητα 
ω, ίδια µε της εφαρµοζόµενης δύναµης, δηλ. της µορφής 
 

x(t)=A cos(ωt+φ).   (29) 
 
Οι σταθερές (Α, φ) υπολογίζονται, αντικαθιστώντας τη λύση (29) στην (28). Πράγµατι, 
 

tcosF)tsin(Ab)tcos(A)km( o
2 ω=φ+ωω−φ+ω+ω− . 

 
Αναπτύσσουµε το όρισµα των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, cos( ), sin( ): 
 

tcosF)sintcoscost(sinAb)sintsincost(cosA)km( o
2 ω=φω+φωω−φω−φω+ω−  
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και οµαδοποιώντας τους όρους σε παράγοντες των cosωt, sinωt έχουµε, 
 

0tsin]cosAbsinA)km[(tcos]FsinAbcosA)km[( 2
o

2 =ωφω+φ+ω−−ω−φω−φ+ω−  

 
Οι συναρτήσεις cosωt, sinωt είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, άρα οι συντελεστές  τους µηδενίζονται, 
συνεπώς προκύπτουν οι εξισώσεις, 
 

0cosAbsinA)km(

0FsinAbcosA)km(
2

o
2

=φω+φ+ω−

=−φω−φ+ω−
  (30) 

 

ή θέτοντας  m2
b=γ  και m

k2 =ωο , η (30) γράφεται, 

 

0cos2sin)(

m/FsinA2cosA)(
22

o
22

=φγω+φω+ω−

=φγω−φω+ω−

ο

ο   

 
απ’ όπου υπολογίζεται το πλάτος Α και η φάση φ, 
 

22
o 2tan   ,
Z

m/F
A

ω−ω

γω−
=φ=

ο

  (31) 

όπου 22222 4)(Z ωγ+ω−ω= ο . Η ποσότης Ζ καλείται εµπέδηση. Στο Σχήµα 6 απεικονίζεται το 

πλάτος Α σαν συνάρτηση της συχνότητας της εξωτερικής δύναµης µε ή χωρίς τριβές.  
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 6 Το πλάτος ταλάντωσης σαν συνάρτηση της 
συχνότητας ω της εξωτερικής δύναµης 

 
 
 
 
 
Παρατηρούµε ότι καθώς η απόσβεση µειώνεται
του πλάτους όταν ω≈ωο ονοµάζεται συντονισµός
του συντονισµού µπορεί να συµβεί σε οποιοδήπ
εξωτερική δύναµη και έχει µεγάλη πρακτική σηµ
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 (b→0), το πλάτος αυξάνεται. Η µεγάλη αύξηση 
 και η ωο συχνότητα συντονισµού. Το φαινόµενο 
οτε ταλαντούµενο σύστηµα που διεγείρεται από 
ασία, καθόσον αρκετά µικρές δυνάµεις µπορούν 
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να προκαλέσουν µεγάλες ταλαντώσεις όταν η οι συχνότητές τους (των δυνάµεων) πλησιάζουν την 
ιδιοσυχνότητα του συστήµατος ωο. 
     Η γενική λύση λοιπόν της (28) θα είναι, 
 

)tcos(e)tcos(
Z

m/F
)t(x 1

to θ+ωα+φ+ω= γ−   (32) 

όπου 22
1 γ−ω=ω ο  για γ<ωο και α,θ αυθαίρετες σταθερές. Ο δεύτερος όρος στην (32) αποσβένει 

εκθετικά και µέσα σε χρόνο t ≈ 5τ  (όπου τ=1/γ είναι ο χρόνος απόσβασης) γίνεται αµελητέος, γι 
αυτό και ονοµάζεται παροδικός (ή µεταβατικός) όρος. Έτσι µετά από ένα µικρό µεταβατικό 
διάστηµα (t ≥ 5τ), η ευσταθής κατάσταση που αποµένει δεν εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες 
και η µετατόπιση παρίσταται µόνο από τον πρώτο όρο της (32), δηλ. η ταλάντωση οδηγείται 
αποκλειστικά από την εξωτερική δύναµη. 
     Στην ευσταθή κατάσταση, ο ρυθµός προσφοράς έργου (δηλ. η παρεχόµενη ισχύς) προς τον 
ταλαντωτή από την εφαρµοζόµενη δύναµη (που ισούται µε την απορροφούµενη ισχύ από τον 
ταλαντωτή) είναι 

tcos)tsin(
mZ
F

)t(F)t(P
2
o ωφ+ω

ω
−=⋅υ=  

 
(  είναι η ταχύτητα). Οπότε, η µέση τιµή της ισχύος µέσα σε µια περίοδο Τ είναι, x&≡υ

 

22222

22
o

2
o

T  

0

2
o

T   

0
av

4)(m
F

2
sin

mZ
F

dt tcos)tsin(
T
1

mZ
F

dt )t(P 
T
1P

ωγ+ω−ω

γω
=

φω
−=ωφ+ω

ω
−==

ο
∫∫  

(33) 
Η απορροφούµενη ισχύς δαπανάται από τις τριβές (όντως, αν γ=0 ⇒ Ρav=0). Στο Σχήµα 7 έχει 
σχεδιαστεί η ισχύς Ρav σαν συνάρτηση της συχνότητας του διεγέρτη ω, για δύο τιµές του γ. 
Η µεγίστη τιµή της µέσης ισχύος Ρav λαµβάνεται όταν ω=ωο, δηλ. όταν συντονίζεται το 
ταλαντούµενο σύστηµα µε τον εξωτερικό διεγέρτη. 
 
 
 
 
 
Σχήµα 7  Η µέση απορροφούµενη ισχύς 
από τον ταλαντωτή  
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2.4 Φασικός χώρος 
 
Θεωρούµε ένα σύστηµα µε 1 βαθµό ελευθερίας το οποίο περιγράφεται από τη εξίσωση κίνησης, 
 

)x(fx =&& ,  x∈ℜ  (34) 

 
Η συνάρτηση f(x) δεν εξαρτάται ρητά από τον χρόνο, οπότε λέµε ότι το σύστηµα είναι αυτόνοµο. 
Η διαφορική εξίσωση (34) είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα των εξισώσεων, 
 

     
)x(fy

yx
=
=

&

&
  (35) 

 

Αν εισάγοµε τα διανύσµατα )y,x(x =
r  και )f,y(F =

r
, τότε η (35) γράφεται ισοδύναµα υπό 

διανυσµατική µορφή, 

    )x(F
dt
xd rrr

=   (36) 

 
Το επίπεδο (x,y) καλείται φασικό επίπεδο της εξίσωσης (34). Σηµεία πάνω στο φασικό επίπεδο 

καλούνται φασικά σηµεία, µε αντίστοιχη φασική ταχύτητα ) . Το διάνυσµα  στο 

δεύτερο µέρος της (35) καλείται διανυσµατικό πεδίο της φασικής ταχύτητας.  

y,x( && ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)x(f

x  

     Μια λύση της (35) παριστάνει κίνηση (ή απεικόνιση) ενός φασικού σηµείου πάνω στο φασικό 
επίπεδο, : ℜ→ℜϕ

r 2, τέτοια ώστε η ταχύτης του κινουµένου σηµείου για κάθε χρονική στιγµή t να 

ισούται µε τη φασική ταχύτητα στο εν λόγω σηµείο του φασικού επιπέδου. Το πεδίον τιµών της 
απεικόνισης  καλείται φασική καµπύλη ή τροχιά πάνω στο φασικό επίπεδο. Συνεπώς η φασική 

καµπύλη δίδεται από τις ακόλουθες παραµετρικές εξισώσεις, 

ϕ
r

 

)t(y
)t(x

ϕ=
ϕ=
&

 (37) 

 
Η φασική καµπύλη µπορεί να αποτελείται από ένα µόνο σηµείο. Τέτοιο σηµείο καλείται σηµείο 
ισορροπίας. Η φασική ταχύτης σε ένα τέτοιο σηµείο είναι µηδέν. Αν η ενέργεια διατηρείται, τότε 
κάθε φασική καµπύλη περιγράφεται από την εξίσωση Ε(x,y)=c (όπου c=const.). 
 
Παράδειγµα 1: Θεωρούµε την εξίσωση κίνησης ενός αρµονικού ταλαντωτή (σε κατάλληλες 
µονάδες), 

xx −=&& ,   ή      
xy

yx
−=

=
&

&
,   ή     ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x

y  
y
x
&

&

απ’ όπου λαµβάνουµε, 
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2
x

2
xE

22
+=

&
  ή   

2
y

2
xE

22
+= . 

 
Οι ενεργειακές στάθµες είναι οµόκεντροι περιφέρειες και καθεµιά από αυτές αποτελεί και µια 
φασική καµπύλη, όπως φαίνεται στο Σχήµα 8. Το διάνυσµα της φασικής ταχύτητας στο σηµείο 
(x,y) έχει συνιστώσες , είναι κάθετο προς το διάνυσµα θέσης )x,y(υ −=

r
)y,x(r =

r  και είναι ίσου 

µέτρου µε αυτό. Η κίνηση ενός φασικού σηµείου πάνω στο επίπεδο των φάσεων είναι 
οµοιόµορφος γύρω από το σηµείο 0, δηλ. x = rο cos (φο-t) και y = rο sin (φο-t) και φο αρχική φάση. 
 
 
 
 
Σχήµα 8  Ενεργειακές στάθµες ενός αρµονικού ταλαντωτή 
 πάνω στο φασικό επίπεδο 

 
 
 
Παράδειγµα 2: Υποθέτουµε ότι η δυναµική ενέ
παράσταση του Σχήµατος 9. Θα χαράξουµε τι

.E)x(Vy2
2
1 =+  

 
 
 
 
 
 
Σχήµα 9  (a) Τυχούσα δυναµική ενέργεια και 
(b) µερικές χαρακτηριστικές ενεργειακές 
στάθµες στο φασικό επίπεδο 

 
 
 
 
 
 
 
Κατ’ αρχήν, θα πρέπει να σηµειώσουµε τα εξής:  

1. Τα σηµεία x1 και x2 είναι ακρότατα της συνά
2. Το σηµείο (x1,0) είναι σηµείο ισορροπίας. (V
3. Κάθε ενεργειακό επίπεδο Εi είναι µια οµαλή 

που δεν είναι σηµείο ισορροπίας. 
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ργεια δίδεται από την παρακάτω γραφική 
ς οικογένειες των ενεργειακών επιπέδων:  
ρτησης  V(x).  
′=0) 
καµπύλη στη γειτονική περιοχή κάθε σηµείου 
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Για να δούµε καλύτερα το πρόβληµα, ας φανταστούµε ένα µπαλάκι το οποίο κυλίεται µέσα στο 
δυναµικό του Σχήµατος 8(a). Η κίνηση που θα εκτελεί το σώµα εξαρτάται από τη ενέργειά του, Ε. 
Αν για παράδειγµα Ε1<Ε<Ε4, τότε το σώµα αφεθεί µέσα στη περιοχή του πηγαδιού (κοντά στο 
σηµείο x1), τότε το σώµα θα εκτελεί αρµονική ταλάντωση, αν όµως αφεθεί δεξιά του φράγµατος 
(δηλ. πέραν του x2), το σώµα εν γένει θα ανακρουστεί επί του φράγµατος και στη συνέχεια θα 
διαφύγει στο άπειρο. Έχοµε ήδη εξετάσει ποιοτικά τη κίνηση σώµατος µέσα σε τέτοιο δυναµικό. 
 
     Γυρνάµε πάλι πίσω στη µαθηµατική θεώρηση του προβλήµατος. Έστω ένα σηµείο Μ στο 
φασικό επίπεδο το οποίο παριστάνει τις αρχικές συνθήκες του συστήµατος (35). Υποθέτουµε ότι 
κάθε λύση µπορεί να εξελιχθεί χρονικά για t∀ . Η λύση σε t∀  εξαρτάται από το Μ. Έστω M(t) το 
προκύπτον σηµείο στο φασικό επίπεδο, οπότε 
 

Μ(t) = gt Μ,  (38) 
 
όπου gt είναι µια απεικόνιση του φασικού επιπέδου στον εαυτό του, gt: ℜ2→ℜ2. Η απεικόνιση gt 
είναι αµφιδιαφορίσιµη (diffeomorphism, ένα-προς-ένα διαφορίσιµη απεικόνιση µε την αντίστροφη 
απεικόνιση επίσης διαφορίσιµη). Επίσης η απεικόνιση gt, t∈ℜ αποτελεί µια οµάδα. Η οµάδα αυτή 
επίσης καλείται ροή φάσης που δίδεται από το σύστηµα (35). 

Παράδειγµα 1: Έστω η εξίσωση: xx =&& , οπότε προκύπτει το σύστηµα: . Έστω οι αρχικές 

συνθήκες: t=0, x

xy
yx

=
=

&

&

o=0, yo=2. Μπορούµε να βρούµε την τροχιά της, 
 

x = φ(t,to) = et – e-t

y = ϕ& (t,to) = et + e-t

Απαλείφοµε το t, 
2 et =  y + x, 
2 e-t = y – x 

άρα,  

4 = y2 – x2   ⇒  4xy 2 +±=  

 
Στο παρακάτω Σχήµα 10, απεικονίζεται η τροχιά του σηµείου στο φασικό επίπεδο. 
 
 
 
 
 
Σχήµα 10  Η τροχιά πάνω στο  φασικό επίπεδο 
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Παράδειγµα 2: Θεωρούµε την εξίσωση του απλού µαθηµατικού εκκρεµούς, 

0sin
L
g

=θ+θ&&   (1) 

Θέτοντας x=θ προκύπτει το σύστηµα, 

x
L
gxsin

L
gy

yx

−≅−=

=

&

&

.   (2) 

Σηµείο ισορροπίας είναι: x=y=0. Ζητούνται οι τροχιές της (2). Πράγµατι, 

y
x

dx
dy L

g−
=     ⇒  xdx

L
gydy −=  

άρα,                                                cxy 2

2
2 =

ω
+  ,  (3) 

όπου ω2=L/g. Η (3) είναι η εξίσωση των τροχιών του συστήµατος (2). Μερικές τροχιές 
απεικονίζονται παραστατικά στο Σχήµα 11. 
 
 
 
 
Σχήµα 11  Ελλειπτικές τροχιές του µαθηµατικού 
εκκρεµούς πάνω στο  φασικό επίπεδο 

 
 
 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ:  ΣΕΙΡΑ 1 
 

1. Να µελετηθεί η κίνηση σώµατος µά

δυναµική ενέργεια: 2
2
1 x)x(V +−=

2. Απλό εκκρεµές αφήνεται από την
κατακόρυφο. ∆είξετε ότι ο χρόνο

µετατόπιση είναι περίπου ωοln20, ό

εκκρεµές µε περίοδο Τ=2sec και βρ
τη κατακόρυφο προς τα κάτω. 

3. Σώµα µάζας m πέφτει κατακόρυφ
εξίσωση κίνηση του σώµατος, λαµβ
ολοκληρώσετε την προκύπτουσα ε
σώµα αφήνεται εκ της ηρεµίας, είνα
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ζας m το οποίο βρίσκεται µέσα σε δυναµικό πεδίο µε 
4

4
1 x . 

 ηρεµία σε µικρή γωνία φ ως προς την ανερχόµενη 
ς που απαιτείται για να δεκαπλασιαστεί η γωνιακή 

που όπου g . Υπολογίσετε τον χρόνο αυτό για 

είτε τη γωνιακή ταχύτητα του εκκρεµούς όταν φθάσει 

/L2 =ωο

α υπό την επίδραση της βαρύτητος. Να γράψετε την 
άνοντας υπόψιν και την αντίσταση του αέρος, -bυ. Να 
ξίσωση και να δειχθεί ότι η µεγίστη ταχύτης, αν το 
ι υ=mg/b. 
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