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Ðñüëïãïò

Ç ìåëÝôç ôùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, ÓõíÞèùí êáé Ìåñéêþí, áðïôåëåß êåíôñé-

êü áíôéêåßìåíï ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí. ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åìöá-

íßæïíôáé ðïëý óõ÷íÜ óå ìáèçìáôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ ðåñéãñÜöïõí ðñïâëÞìáôá ôùí

öõóéêþí, ôùí ôå÷íïëïãéêþí, ôùí âéïúáôñéêþí, áëëÜ êáé ôùí ïéêïíïìéêþí åðéóôç-

ìþí. ÓõíÞèùò ïé åîéóþóåéò áõôÝò äåí åßíáé äõíáôüí íá åðéëõèïýí ìå áíáëõôéêÝò

ìåèüäïõò. óõíåðþò, ç åðßëõóÞ ôïõò ìå ðñïóåããéóôéêÝò ìåèüäïõò óôïí õðïëïãéóôÞ

áðïôåëåß Ýíá óçìáíôéêü êåöÜëáéï ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò.

Óôéò äéäáêôéêÝò áõôÝò óçìåéþóåéò åðé÷åéñïýìå ìéá åéóáãùãÞ óôï èÝìá ôçò åðß-

ëõóçò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝ-

íùí óôïé÷åßùí.

Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí åßíáé ç ðëÝïí äçìïöéëÞò ãéá ôçí åðßëõ-

óç åëëåéðôéêþí êáé ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí, ôüóï ìåôáîý ôùí ìç÷áíéêþí ðïõ ôçí

åöáñìüæïõí ãéá íá åðéëýóïõí ðñáãìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá üóï êáé ìåôáîý ôùí áñéèìç-

ôéêïáíáëõóôþí ðïõ áó÷ïëïýíôáé ìå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþ-

óåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Ïé âáóéêïß ëüãïé ãé’ áõôü åßíáé üôé áõôÞ ç ìÝèïäïò

åðéôñÝðåé ìåãÜëç åõåëéîßá, ôüóï óôç ãåùìåôñßá ôùí ÷ùñßùí, üóï êáé óôéò åîéóþ-

óåéò êáé ôá åßäç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí, êáé åðßóçò ôï ãåãïíüò üôé ç ìåëÝôç

ôçò åßíáé óõóôçìáôéêÞ êáé ãåíéêÞ. Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí áðïôå-

ëåß Ýíá áðü ôá êáôáëëçëüôåñá õðïëïãéóôéêÜ åñãáëåßá ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí

åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò, ðïõ åìöáíßæïíôáé óôéò åöáñìïãÝò.

Óôü÷ïò ôùí áíÜ ÷åßñáò óçìåéþóåùí åßíáé ç äéáôýðùóç ôçò ìåèüäïõ êáèþò êáé ç

ìåëÝôç ôùí óçìáíôéêüôåñùí éäéïôÞôùí ôçò, üðùò ç åõóôÜèåéá êáé ç óýãêëéóç. ¸íá

öõóéïëïãéêü ðëáßóéï óôï ïðïßï äéáôõðþíåôáé êáé ìåëåôÜôáé ç ìÝèïäïò ôùí ðåðå-

ñáóìÝíùí óôïé÷åßùí áðïôåëïýí ïé ÷þñïé ôïõ Sobolev· Ýíá ìÝñïò ôùí óçìåéþóåùí

áöéåñþíåôáé ùò åê ôïýôïõ óå ìéá óõíïðôéêÞ åéóáãùãÞ óôç èåùñßá ôùí ÷þñùí ôïõ

Sobolev.
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ii

Ôï êõñéþôåñï ìÝñïò ôùí óçìåéþóåùí áíáöÝñåôáé óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí

óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá åëëåéðôéêÝò åîéóþóåéò. Åðßóçò èá áó÷ïëçèïýìå óõíïðôéêÜ

êáé ìå ôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ðáñáâï-

ëéêÝò åîéóþóåéò.

Ïé óçìåéþóåéò áðïôåëïýíôáé áðü Ýîé êåöÜëáéá. Óôï ðñþôï ðáñáèÝôïõìå êÜðïéá

èåìåëéþäç áðïôåëÝóìáôá óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ. Óôï äåýôåñï äßíïõìå ìéá åéóáãùãÞ

óôç èåùñßá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç. Ôï ôñßôï áíáöÝñåôáé óå ìåèü-

äïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí. Ïé ÷þñïé ôïõ Sobolev

óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò êáèþò êáé ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ðñï-

âëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá åëëåéðôéêÝò åîéóþóåéò óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò èá ìáò

áðáó÷ïëÞóïõí óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï. Ôï ðÝìðôï êåöÜëáéï áöïñÜ ðñïâëÞìáôá áñ-

÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò. ÔÝëïò ôï Ýêôï êåöÜëáéï

áíáöÝñåôáé óôç äéáêñéôïðïßçóç óôïí ÷ñüíï ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ðáñá-

âïëéêÝò åîéóþóåéò óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ.

Ïé óçìåéþóåéò ãñÜöôçêáí ãéá ôá áíôßóôïé÷á ìáèÞìáôá ãéá ðñïðôõ÷éáêïýò êáé

ìåôáðôõ÷éáêïýò öïéôçôÝò ôïõ ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí êáé ÓôáôéóôéêÞò ôïõ Ðáíåðé-

óôçìßïõ Êýðñïõ, êáé áêïëïõèïýí óôï ôñßôï êáé óôï ðÝìðôï êåöÜëáéï ôéò óçìåéþ-

óåéò [4], âëÝðå ôç âéâëéïãñáößá.

ÓåðôÝìâñéïò 2005

Ã. Ä. Áêñßâçò
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1. ÂáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò éäÝåò ôçò èåùñßáò ôùí ðå-

ðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá åëëåéðôéêÝò åîéóþóåéò. Ãéá íá áðïöýãïõìå ôå÷íéêÝò ëå-

ðôïìÝñåéåò, áëëÜ êáé ãéá íá áöÞóïõìå íá áíáäåé÷èïýí êáëýôåñá ïé ïõóéáóôéêÝò

õðïèÝóåéò, äßíïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ. Óå åðüìåíá êåöÜëáéá

èá áíáöåñèïýìå óå óõãêåêñéìÝíåò åîéóþóåéò êáé èá åöáñìüóïõìå êáé èá åìðëïõôß-

óïõìå ôç èåùñßá.

¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ðñáãìáôéêüò ÷þñïò Hilbert. Óõìâïëßæïõìå ìå ‖ · ‖ ôçí ðá-

ñáãüìåíç áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·) íüñìá. Èåùñïýìå óôïí H ìéá äéãñáììéêÞ

ìïñöÞ a, a(·, ·) : H ×H → R, äçëáäÞ ìéá ìïñöÞ ðïõ åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò êáèÝíá

áðü ôá äýï óôïé÷åßá ôçò îå÷ùñéóôÜ. ÕðïèÝôïõìå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a åßíáé

öñáãìÝíç óôïí H, äçëáäÞ üôé

(1.1) ∃C ∈ R ∀v, w ∈ H |a(v, w)| ≤ C‖v‖ ‖w‖,

êáé åëëåéðôéêÞ (coersiv) óå Ýíáí êëåéóôü õðü÷ùñï V ôïõ H, äçëáäÞ üôé

(1.2) ∃α > 0 ∀v ∈ V a(v, v) ≥ α‖v‖2.

¸óôù áêüìá F : V → R Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü. Èåùñïýìå ôüôå ôï

áêüëïõèï ìåôáâïëéêü ðñüâëçìá: Æçôåßôáé u ∈ V ôÝôïéï þóôå

(1.3) a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V.

ÏõóéáóôéêÜ óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá èÝìáôá ôçò ýðáñîçò êáé

ìïíáäéêüôçôáò ôçò ëýóçò u êáèþò êáé ìå ôçí ðñïóÝããéóÞ ôçò. Åýêïëá èá áðïäåß-

îïõìå ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò u. ¼ôáí üìùò ï V åßíáé áðåéñïäéÜóôáôïò, êáé

áõôÞ åßíáé ç åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç, ôüôå äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôç u,

ïðüôå áíáãêáóôéêÜ êáôáöåýãïõìå óå ìåèüäïõò ðñïóÝããéóÞò ôçò. Óçìáíôéêü ñüëï
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2 1. ÂáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ

åäþ ðáßæïõí èÝìáôá õðïëïãéóìïý ôùí ðñïóåããßóåùí êáé ìåëÝôç éäéïôÞôùí ôùí ðñï-

óåããßóåùí.

Áõôü ôï êåöÜëáéï áðïôåëåßôáé áðü ôñåéò åíüôçôåò. Óôçí åíüôçôá 1.1, åðß ðëÝïí

ôçò óõíÝ÷åéáò êáé ôçò åëëåéðôéêüôçôáò, èá õðïèÝóïõìå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ

a(·, ·) åßíáé óõììåôñéêÞ, äçëáäÞ üôé a(v, w) = a(w, v), ãéá êÜèå v, w ∈ H, åíþ óôçí

åíüôçôá 1.2 äåí èá õðïèÝóïõìå óõììåôñßá. Óôçí åíüôçôá 1.3 åîåôÜæïõìå ãåíéêü-

ôåñåò ðåñéðôþóåéò üóïí áöïñÜ ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç· ôÝôïéåò êáôáóôÜóåéò åì-

öáíßæïíôáé óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò. ÓõãêåêñéìÝíá, åðéôñÝðïõìå ç ðñïóåããéóôéêÞ

ëýóç åßôå íá ïñßæåôáé ìÝóù ìéáò ðñïóåããéóôéêÞò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò êáé åíüò ðñï-

óåããéóôéêïý ãñáììéêïý óõíáñôçóéáêïý, åßôå íá áíÞêåé óå Ýíáí ÷þñï ðïõ äåí åßíáé

áíáãêáóôéêÜ õðü÷ùñïò ôïõ V.

1.1 Ç óõììåôñéêÞ ðåñßðôùóç

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá õðïèÝôïõìå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a(·, ·) åßíáé óõììåôñéêÞ,

äçëáäÞ üôé a(v, w) = a(w, v), ãéá êÜèå v, w ∈ H. Ç ìåëÝôç ôçò óõììåôñéêÞò êáé

ôçò ìç óõììåôñéêÞò ðåñßðôùóçò ðáñïõóéÜæåôáé îå÷ùñéóôÜ ãéá äýï ëüãïõò: áö’ åíüò

ãéáôß ç ìåëÝôç óôç óõììåôñéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé áðëïýóôåñç êáé áö’ åôÝñïõ ãéáôß

ïñéóìÝíá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí ìüíï ãéá óõììåôñéêÝò äéãñáììéêÝò ìïñöÝò.

Óôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ðñïóåããßæïõìå ôç ëýóç åíüò ðñïâëÞ-

ìáôïò ìå óôïé÷åßá áðü êáôÜëëçëïõò ÷þñïõò, êáôÜ êáíüíá õðï÷þñïõò ðåðåñáóìÝ-

íçò äéÜóôáóçò åíüò ÷þñïõ Hilbert, óôïí ïðïßï áíÞêåé ç áêñéâÞò ëýóç.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôï âáóéêü áíôéêåßìåíü ìáò óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, èá ðáñá-

èÝóïõìå äýï ÷ñÞóéìá ãéá ôç óõíÝ÷åéá áðïôåëÝóìáôá áðü ôç ÓõíáñôçóéáêÞ ÁíÜëõ-

óç. Ôï ðñþôï áöïñÜ ôéò âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò áðü êëåéóôïýò õðï÷þñïõò ÷þñùí

Hilbert, êáé ôï äåýôåñï åßíáé ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz.

ÐïëëÝò öïñÝò óôéò åöáñìïãÝò ðñïóåããßæïõìå óôïé÷åßá åíüò ÷þñïõ ìå óôïé÷åßá

õðïóõíüëùí ôïõ ÷þñïõ. Ç ðåñßðôùóç ðïõ ôá õðïóýíïëá åßíáé õðü÷ùñïé ôïõ áñ-

÷éêïý ÷þñïõ åßíáé ðïëý áðëïýóôåñç êáé åìöáíßæåôáé êáôÜ êüñïí óôéò åöáñìïãÝò,

êáé ãéáõôü èá ðåñéïñéóôïýìå óå áõôÞí. ÕðÜñ÷ïõí ãåíéêÜ ðïëëÝò “ðñïóåããßóåéò”,

óõíÞèùò ìáò åíäéáöÝñåé êÜðïéá “âÝëôéóôç” õðü êÜðïéá Ýííïéá.

Ïñéóìüò 1.1 (ÂÝëôéóôç ðñïóÝããéóç.) ¸óôù
(

X, ‖ · ‖
)

Ýíáò ÷þñïò ìå íüñìá, Y Ýíáò

õðü÷ùñüò ôïõ, êáé x ∈ X. ¸íá óôïé÷åßï y ∈ Y (áí õðÜñ÷åé, öõóéêÜ), ãéá ôï ïðïßï
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éó÷ýåé

(1.4) ‖x− y‖ = inf
z∈Y

‖x− z‖

ëÝãåôáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí Y.

Åßíáé ðïëý åýêïëï íá ðåéóèåß êáíåßò üôé áðáñáßôçôç ðñïûðüèåóç ãéá íá õðÜñ÷åé

ìéá âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç, ãéá êÜèå x ∈ X, åßíáé ï õðü÷ùñïò Y, áðü ôïí ïðïßï ðñï-

óåããßæïõìå, íá åßíáé êëåéóôüò. Óå ÷þñïõò Hilbert áõôÞ ç óõíèÞêç åßíáé êáé éêáíÞ,

üðùò èá äïýìå áìÝóùò óôï áêüëïõèï ãåíéêüôåñï áðïôÝëåóìá, óôï ïðïßï äßíåôáé êáé

Ýíáò ÷áñáêôçñéóìüò ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò.

Ðñüôáóç 1.1 (ÂÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò Hilbert êáé H̃ Ýíáò

êëåéóôüò õðü÷ùñüò ôïõ. Ôüôå, ãéá êÜèå x ∈ H, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç

y ∈ H̃ ôïõ x áðü ôïí H̃. Ôï y åßíáé ôï ìüíï óôïé÷åßï ôïõ H̃, ãéá ôï ïðïßï ç äéáöïñÜ x− y

åßíáé êÜèåôç óôïí H̃, äçëáäÞ

(1.5) ∀z ∈ H̃ (x− y, z) = 0.

Áðüäåéîç. ¸óôù δ := infz∈H̃ ‖x−z‖. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (yn)n∈N ⊂ H̃, ôÝôïéá

þóôå, ìå δn := ‖x − yn‖, íá éó÷ýåé δn → δ, n → ∞. Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá üôé ç

(yn)n∈N åßíáé áêïëïõèßá Cauchy. ÐñÜãìáôé, ìå vn := x− yn Ý÷ïõìå ‖vn‖ = δn êáé

‖vn + vm‖ = ‖2x− yn − ym‖ = 2‖x− 1

2
(yn + ym)‖ ≥ 2δ,

ïðüôå, ìå ôç âïÞèåéá êáé ôçò éóüôçôáò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, âë. ôçí ¶óêçóç 1.1,

‖yn − ym‖2 = ‖vn − vm‖2 = −‖vn + vm‖2 + 2
(

‖vn‖2 + ‖vm‖2
)

≤ −(2δ)2 + 2(δ2
n + δ2

m).

ÅðïìÝíùò, ç (yn)n∈N åßíáé áêïëïõèßá Cauchy êáé, óõíåðþò, óõãêëßíïõóá, yn →
y, n → ∞. Ëüãù ôçò êëåéóôüôçôáò ôïõ H̃ éó÷ýåé öõóéêÜ y ∈ H̃. Ðñïöáíþò ‖x−y‖ ≥
δ. Åðß ðëÝïí Ý÷ïõìå

‖x− y‖ ≤ ‖x− yn‖ + ‖yn − y‖ = δn + ‖yn − y‖ → δ, n → ∞,

ïðüôå ‖x− y‖ = δ.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé éó÷ýåé ç (1.5) ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï. ¸óôù ëïéðüí, êáô’

áñ÷Üò, üôé Ý÷ïõìå Ýíá y ∈ H̃, ôï ïðïßï éêáíïðïéåß ôçí (1.5). Ôüôå, ãéá ôõ÷áßï z ∈ H̃,

èá Ý÷ïõìå, óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá, âë. ôçí ¶óêçóç 1.1,

‖x− z‖2 = ‖(x− y) + (y − z)‖2 = ‖x− y‖2 + ‖y − z‖2,
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PSfrag replacements

H̃

x

y

z

Ó÷Þìá 1.1: (1.5) =⇒ y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç

PSfrag replacements

H̃

x

y

z y +
λz

Ó÷Þìá 1.2: y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç =⇒ (1.5)

óõíåðþò ôï y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç, êáé ìÜëéóôá ìïíáäéêÞ, ôïõ x áðü ôïí H̃,

âë. ôï Ó÷Þìá 1.1.

¸óôù ôþñá, áíôßóôñïöá, üôé y ∈ H̃ åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x êáé üôé

õðÜñ÷åé z ∈ H̃ ôÝôïéï þóôå (x− y, z) 6= 0. Ôüôå, ãéá ôï ôñéþíõìï ϕ, ϕ(λ) := ‖x− (y+

λz)‖2, èá åß÷áìå

ϕ(λ) = ‖z‖2λ2 − 2(x− y, z)λ+ ‖x− y‖2,

ïðüôå

min
λ∈R

ϕ(λ) = ϕ
((x− y, z)

‖z‖2

)

< ϕ(0) = ‖x− y‖2,

ôï ïðïßï áíôßêåéôáé óôçí õðüèåóç üôé ôï y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí
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H̃. ÃåùìåôñéêÜ, áõôü óçìáßíåé üôé, áí ôï x−y äåí åßíáé êÜèåôï óôï z, ôüôå ç êÜèåôïò

áðü ôï x óôçí åõèåßá y + λz äåí åßíáé ç xy, âë. ôï Ó÷Þìá 1.2.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ðñïóåããßæïõìå áðü Ýíáí õðü÷ùñï ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôá-

óçò, ôï ðñüâëçìá ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò áíÜãåôáé óôçí

åðßëõóç åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò åîéóþóåùí, ôïõ ëåãüìåíïõ óõóôÞìáôïò êáíï-

íéêþí åîéóþóåùí, âë. ôçí ¶óêçóç 1.2.

¸íá âáóéêüôáôï êáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï áðïôÝëåóìá ãéá ÷þñïõò Hilbert áðïôåëåß

ôï ëåãüìåíï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz. Ãéá z ∈ H, ôï óõíáñôçóéáêü F :

H → R, F (x) := (z, x), åßíáé ðñïöáíþò ãñáììéêü êáé öñáãìÝíï êáé ìÜëéóôá, üðùò

èá äïýìå êáé óå ëßãï, ãéá ôç íüñìá ôïõ F, ‖F‖ := supx∈H, x6=0 |F (x)|/‖x‖, éó÷ýåé

‖F‖ = ‖z‖. Ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz åßíáé ôï áíôßóôñïöï áõôïý ôïõ

áðïôåëÝóìáôïò, ëÝåé äçëáäÞ üôé êÜèå öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü ìðïñåß íá

ðáñáóôáèåß ùò åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå Ýíá êáôÜëëçëï óôïé÷åßï ôïõ ÷þñïõ.

Èåþñçìá 1.1 (Èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò Hilbert

êáé F : H → R Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü. Ôüôå õðÜñ÷åé z ∈ H, ôÝôïéï þóôå

(1.6) ∀x ∈ H F (x) = (z, x).

Åðß ðëÝïí, ôï z ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá êáé éó÷ýåé ‖F‖ = ‖z‖.

Áðüäåéîç. Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò. ¸óôù ëïéðüí y, z ∈ H,

ôÝôïéá þóôå

∀x ∈ H F (x) = (y, x) = (z, x).

Ôüôå, Ý÷ïõìå (y − z, x) = 0, ãéá êÜèå x ∈ H, êáé ìå x := y − z ïäçãïýìáóôå óôï

óõìðÝñáóìá y = z, áðïäåßîáìå äçëáäÞ ôç ìïíáäéêüôçôá.

¸óôù ôþñá z ∈ H ôÝôïéï þóôå F (x) = (z, x), ãéá êÜèå x ∈ H. Èá áðïäåßîïõìå

üôé ‖F‖ = ‖z‖. ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå áö’ åíüò

|F (x)| = |(z, x)| ≤ ‖z‖ ‖x‖,

äçëáäÞ ‖F‖ ≤ ‖z‖ êáé Ý÷ïõìå áö’ åôÝñïõ |F (z)| = ‖z‖ ‖z‖, äçëáäÞ ‖F‖ ≥ ‖z‖.
ÅðïìÝíùò ‖F‖ = ‖z‖.

ÁðïìÝíåé ôþñá íá áðïäåßîïõìå ýðáñîç ôïõ z. Áí ôï F åßíáé ôï ìçäåíéêü óõíáñ-

ôçóéáêü, èÝôïõìå áðëïýóôáôá z = 0. ¸óôù ëïéðüí üôé F 6= 0. Ãéá íá éó÷ýåé ç (1.6)



6 1. ÂáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ

ðñÝðåé, ðñïöáíþò, ôï z íá åßíáé êÜèåôï óôïí ðõñÞíá KerF ôïõ F, KerF := {x ∈ H :

F (x) = 0}. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ï KerF åßíáé êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõH, áöïý

ôï F åßíáé öñáãìÝíï êáé, óõíáêüëïõèá, óõíå÷Ýò ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü. Åðßóçò

ðñïöáíþò éó÷ýåé KerF 6= H, áöïý õðïèÝóáìå üôé F 6= 0. ÅðïìÝíùò ï (KerF )⊥ åß-

íáé ìç ìçäåíéêüò õðü÷ùñïò ôïõ H. ¸óôù ëïéðüí z0 Ýíá ìç ìçäåíéêü óôïé÷åßï ôïõ,

z0 ∈ (KerF )⊥. Ãéá x ∈ H èÝôïõìå

v := F (x)z0 − F (z0)x.

Ôüôå, ðñïöáíþò,

F (v) = F (x)F (z0) − F (z0)F (x) = 0,

óõíåðþò v ∈ KerF. ÅðåéäÞ üìùò z0 ∈ (KerF )⊥, èá Ý÷ïõìå ôüôå

0 = (v, z0) =
(

F (x)z0 − F (z0)x, z0

)

= F (x)‖z0‖2 − F (z0)(x, z0),

óõíåðþò

F (x) =
F (z0)

‖z0‖2
(x, z0),

ïðüôå, ìå

z :=
F (z0)

‖z0‖2
z0,

Ý÷ïõìå

∀x ∈ H F (x) = (z, x).

ÐáñáôÞñçóç 1.1 (Ï äõúêüò åíüò ÷þñïõ Hilbert.) Óõìâïëßæïõìå ìåH ′ ôïí (ôïðïëïãéêü)

äõúêü ôïõ ÷þñïõ H, äçëáäÞ ôïí ÷þñï ôùí öñáãìÝíùí ãñáììéêþí óõíáñôçóéáêþí

óôïí H. Ôç íüñìá ôïõ H ′ ôç óõìâïëßæïõìå ðÜëé ìå ‖ · ‖,

‖F‖ := sup
v∈H, v 6=0

|F (v)|
‖v‖ .

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, ç áðåéêüíéóç τ : H ′ → H,F 7→
z, åßíáé éóïìåôñßá. Óõíåðþò, ïé ÷þñïé H ′ êáé H Ý÷ïõí ôçí ßäéá äïìÞ· óõíçèßæåôáé ùò

åê ôïýôïõ, ùò áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò ôçò ÓõíáñôçóéáêÞò ÁíÜëõóçò, íá ôïõò èåùñïýìå

ùò ôïí ‘ßäéï’ ÷þñï, íá ôïõò ‘ôáõôßæïõìå’ üðùò ëÝìå. Ôïíßæïõìå ðÜíôùò üôé áõôÞ ç

‘ôáýôéóç’ Ý÷åé íüçìá ìüíï üôáí ìáò áðáó÷ïëåß ç áöçñçìÝíç äïìÞ ôùí ÷þñùí, ïéH ′

êáé H ìðïñåß íá ðåñéÝ÷ïõí åíôåëþò äéáöïñåôéêÜ óôïé÷åßá· åðß ðëÝïí ç éóïìåôñßá,



1.1. Ç óõììåôñéêÞ ðåñßðôùóç 7

äçëáäÞ ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ z, üôáí ìáò Ý÷åé äïèåß ôï F, ìðïñåß íá ðáñéóôÜ Ýíá

ðïëýðëïêï ìáèçìáôéêü ðñüâëçìá. Óôá èÝìáôá áõôÜ èá åðáíÝëèïõìå áñãüôåñá ìå

ëåðôïìÝñåéåò.

Óçìåéþíïõìå üôé óõíÞèùò ãñÜöïõìå Fx áíôß ãéá F (x), üôáí ï ôåëåóôÞò (äçëáäÞ

ç áðåéêüíéóç) F åßíáé ãñáììéêüò· éäéáßôåñá, óõíåðþò, áõôüò ï óõìâïëéóìüò ÷ñçóé-

ìïðïéåßôáé üôáí ôï F åßíáé ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a éêáíïðïéåß ôéò (1.1) êáé (1.2) êáé åß-

íáé óõììåôñéêÞ. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ç a åßíáé åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí V.

ÌÜëéóôá, èá äïýìå áìÝóùò ôþñá üôé ï
(

V, a(·, ·)
)

åßíáé ÷þñïò Hilbert· éäéáßôåñá, èá

ìðïñÝóïõìå áñãüôåñá íá åöáñìüóïõìå óå áõôüí ôïí ÷þñï ôï èåþñçìá áíáðáñÜ-

óôáóçò ôïõ Riesz.

Ðñüôáóç 1.2 Ï ÷þñïò
(

V, a(·, ·)
)

åßíáé ÷þñïò Hilbert.

Áðüäåéîç. Óõìâïëßæïõìå ìå ‖ · ‖E ôç íüñìá åíÝñãåéáò, äçëáäÞ ôç íüñìá ðïõ ðáñÜãå-

ôáé áðü ôç (óõììåôñéêÞ) äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a, ‖v‖E := a(v, v)1/2, v ∈ V. Èåùñïýìå

ìéá áêïëïõèßá (vn)n∈N ⊂ V, ðïõ åßíáé áêïëïõèßá Cauchy óôïí
(

V, ‖ · ‖E

)

. Áðü ôçí

åëëåéðôéêüôçôá (1.2) Ýðåôáé áìÝóùò üôé ç (vn)n∈N åßíáé áêïëïõèßá Cauchy êáé óôïí
(

H, ‖ · ‖
)

. Óõíåðþò, õðÜñ÷åé v ∈ H ôÝôïéï þóôå ‖vn − v‖ → 0, n → ∞. ÌÜëéóôá,

éó÷ýåé v ∈ V, áöïý ï V åßíáé êëåéóôüò. ÁëëÜ, áðü ôç óõíÝ÷åéá (1.1) Ýðåôáé üôé

‖vn − v‖E ≤
√
C ‖vn − v‖

êáé Ýôóé ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá üôé ‖vn − v‖E → 0, n → ∞.

Ôïíßæïõìå üôé ç åëëåéðôéêüôçôá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò a(·, ·) åßíáé áíáãêáßá

ãéá íá åßíáé ï
(

V, a(·, ·)
)

÷þñïò Hilbert· óôï èÝìá áõôü èá åðáíÝëèïõìå áñãüôåñá ìå

ðáñáäåßãìáôá, üôáí èá Ý÷ïõìå åîïéêåéùèåß ìå ôïõò ÷þñïõò ôïõ Sobolev.

Ôï óõììåôñéêü ìåôáâïëéêü ðñüâëçìá. ¸óôù a ìéá öñáãìÝíç êáé óõììåôñéêÞ äéãñáììé-

êÞ ìïñöÞ, ç ïðïßá åßíáé åëëåéðôéêÞ óå Ýíáí êëåéóôü õðü÷ùñï V ôïõ H, êáé F Ýíá

öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü óôïí V, F ∈ V ′. Èåùñïýìå ôüôå ôï óõììåôñéêü

ìåôáâïëéêü ðñüâëçìá: Æçôåßôáé u ∈ V ôÝôïéï þóôå

(1.7) a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V.
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Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò u Ýðïíôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ï
(

V, a(·, ·)
)

åßíáé, üðùò åßäáìå, ÷þñïò Hilbert êáé ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz.

¸íáò ÷áñáêôçñéóìüò ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (1.7) äßíåôáé óôçí áêüëïõèç

Ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 1.3 Õðü ôéò õðïèÝóåéò ðïõ áíáöÝñèçêáí ðñïçãïõìÝíùò, ôï óõíáñôçóéáêü J :

V → R,

J(v) :=
1

2
a(v, v) − F (v),

ëáìâÜíåé ôï åëÜ÷éóôü ôïõ áêñéâþò óå Ýíá óçìåßï u ∈ V, êáé ìÜëéóôá óôç ëýóç ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò (1.7).

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå üóá áíáöÝñèçêáí ðñïçãïõìÝíùò, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá u ∈ V

ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (1.7). Ãéá ïðïéïäÞðïôå w ∈ V Ý÷ïõìå ôþñá

J(u+ w) =
1

2
a(u+ w, u+ w) − F (u+ w)

=
[1

2
a(u, u) − F (u)

]

+
1

2
a(w,w) +

[

a(u,w) − F (w)
]

.

¼ìùò, ï ðñþôïò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò éóïýôáé ìå J(u) êáé ï ôåëåõôáßïò éóïýôáé ìå

ìçäÝí, åðïìÝíùò

J(u+ w) = J(u) +
1

2
a(w,w) ≥ J(u) +

α

2
‖w‖2,

êáé ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áìÝóùò.

Ðñüôáóç 1.4 (Ç ìÝèïäïò ôïõ Ritz.) ¸óôù Vh Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V ìå ðåðåñáóìÝíç äéÜ-

óôáóç. Ôüôå ôï ðñüâëçìá ðñïóÝããéóçò: Æçôåßôáé uh ∈ Vh ôÝôïéï þóôå

(1.8) a(uh, χ) = F (χ) ∀χ ∈ Vh,

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, ç ïðïßá ìÜëéóôá åëá÷éóôïðïéåß ôï óõíáñôçóéáêü J : Vh → R,

J(v) := 1
2
a(v, v) − F (v), óôïí Vh,

J(uh) = min
v∈Vh

J(v).
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Áðüäåéîç. Ï
(

Vh, a(·, ·)
)

åßíáé, ðñïöáíþò, ÷þñïò Hilbert, ùò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò

äéÜóôáóçò. Åðß ðëÝïí F |Vh
∈ V ′

h êáé ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áðü üóá ðñïçãÞèçêáí.

Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ôçí áðüäåéîç ýðáñîçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ôçò ðñïóåããéóôé-

êÞò ëýóçò uh äåí ÷ñåéÜæåôáé íá áíáôñÝîåé êáíåßò óôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ

Riesz. ÐñÜãìáôé, áöïý dimVh < ∞, ôï ðñüâëçìá (1.8) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììé-

êü óýóôçìá. Ôï ãåãïíüò áõôü ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá õðïëïãßóïõìå ðñáãìáôéêÜ

ôçí uh, åíþ êÜôé ôÝôïéï åßíáé ãåíéêÜ áíÝöéêôï ãéá ôç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (1.7),

âë. ôçí ¶óêçóç 1.4.

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.7) êáé (1.8) Ýðåôáé áìÝóùò ç áêüëïõèç èåìåëéþäçò ó÷Ýóç

ïñèïãùíéüôçôáò

(1.9) a(u− uh, χ) = 0 ∀χ ∈ Vh,

áöïý ï Vh õðåôÝèç õðü÷ùñïò ôïõ V. Éäéáßôåñá, ç uh åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôçò

u áðü ôïí ÷þñï Vh, ùò ðñïò ôç íüñìá åíÝñãåéáò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï a(·, ·),

(1.10) ‖u− uh‖E = min
v∈Vh

‖u− v‖E.

1.2 Ç ìç óõììåôñéêÞ ðåñßðôùóç

Óå áõôü ôï åäÜöéï èåùñïýìå êáé ðÜëé ôï ìåôáâïëéêü ðñüâëçìá: Æçôåßôáé u ∈ V ôÝôïéï

þóôå

(1.11) a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V,

ìå üëåò ôéò õðïèÝóåéò ãéá ôïõò ÷þñïõò, ôï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü êáé ôç äéãñáììé-

êÞ ìïñöÞ, ìüíï ðïõ ôþñá äåí õðïèÝôïõìå ðëÝïí óõììåôñßá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò.

Ôç ëýóç óôï ðñüâëçìÜ ìáò, ôþñá ðïõ äåí ìðïñïýìå íá êáôáöýãïõìå óôï èåþñçìá

áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, ìáò ôç äßíåé ôï ËÞììá ôùí Lax–Milgram, ôï ïðïßï êáé

äéáôõðþíïõìå áìÝóùò. Óçìåéþíïõìå üôé ôï ËÞììá ôùí Lax–Milgram áðïôåëåß ãåíß-

êåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz.

Èåþñçìá 1.2 (ËÞììá ôùí Lax–Milgram.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò Hilbert, a ìéá

öñáãìÝíç (ìå óôáèåñÜ C) êáé åëëåéðôéêÞ (ìå óôáèåñÜ α) äéãñáììéêÞ ìïñöÞ, êáé F : H →
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R Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü. Ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá u ∈ H, ôÝôïéï þóôå

∀v ∈ H a(u, v) = F (v),

êáé ìÜëéóôá éó÷ýåé ‖u‖ ≤ ‖F‖/α.

Áðüäåéîç. Óôáèåñïðïéïýìå Ýíá y ∈ H. Ôüôå, ôï Φ : H → R, Φ(x) = a(y, x), åßíáé

ðñïöáíþò Ýíá ãñáììéêü êáé öñáãìÝíï óõíáñôçóéáêü. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áíá-

ðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, õðÜñ÷åé óõíåðþò áêñéâþò Ýíá ỹ ∈ H ôÝôïéï þóôå

∀x ∈ H Φ(x) = a(y, x) = (ỹ, x).

¸óôù A : H → H, y 7→ Ay := ỹ.Ï A åßíáé ôüôå Ýíáò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò. ÐñÜãìáôé,

ãéá λ ∈ R êáé u, v ∈ H, Ý÷ïõìå

∀x ∈ H
(

A(λu+ v), x
)

= a(λu+ v, x) = λa(u, x) + a(v, x)

= λ(Au, x) + (Av, x) = (λAu+ Av, x),

óõíåðþò A(λu+ v) = λAu+ Av.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé

(1.12) ∀x ∈ H ‖x‖ ≤ 1

α
‖Ax‖.

ÐñÜãìáôé, ëüãù ôçò åëëåéðôéêüôçôáò ôçò a Ý÷ïõìå

α‖x‖2 ≤ a(x, x) = (Ax, x) ≤ ‖Ax‖ ‖x‖,

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò ç (1.12). Ìéá Üìåóç óõíÝðåéá ôçò (1.12) åßíáé ôï ãå-

ãïíüò üôé ï ôåëåóôÞò A åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá. Åðßóçò, ï A åßíáé öñáãìÝíïò, áöïý ç

ó÷Ýóç

∀x ∈ H a(y, x) = (Ay, x)

äßíåé, ãéá x := Ay,

‖Ay‖2 = a(y,Ay) ≤ C‖Ay‖ ‖y‖,

ïðüôå

∀y ∈ H ‖Ay‖ ≤ C‖y‖.
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Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ç åéêüíáA(H) ôïõH ìÝóù ôïõA åßíáé êëåéóôüò õðü÷ùñïò

ôïõ H. ÐñÜãìáôé, Ýóôù x̃n := Axn êáé x̃n → x̃. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé x̃ ∈ A(H).

Óýìöùíá ìå ôçí (1.12) èá Ý÷ïõìå ôüôå

α‖xn − xm‖ ≤ ‖x̃n − x̃m‖,

óõíåðþò ç (xn)n∈N åßíáé áêïëïõèßá Cauchy êáé, óõíáêüëïõèá, óõãêëßíïõóá. ¸óôù

xn → x. Ëüãù ôçò óõíÝ÷åéáò ôïõ A èá Ý÷ïõìå ôüôå x̃n → Ax, óõíåðþò x̃ = Ax ∈
A(H).

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ç åéêüíá ôïõ H ìÝóù ôïõ A åßíáé ïëüêëçñïò ï ÷þñïò

H, A(H) = H, äçëáäÞ üôé ï ôåëåóôÞò A åßíáé åðß, ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï. ¸óôù üôé

A(H) $ H. Ôüôå, èá õðÞñ÷å z ∈ A(H)⊥, z 6= 0. Óõíåðþò èá åß÷áìå (z, v) = 0, ãéá

êÜèå v ∈ A(H), ïðüôå

∀x ∈ H a(x, z) = (Ax, z) = 0.

Ãéá x = z ç ó÷Ýóç áõôÞ äßíåé 0 = a(z, z) ≥ α‖z‖2, Üôïðï. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ðñÜãìáôé

A(H) = H.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x ∈ H

ôÝôïéï þóôå

∀v ∈ H (x, v) = F (v).

ÁëëÜ, áöïý ï A åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðß, óõìðåñáßíïõìå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá

u ∈ H ôÝôïéï þóôå Au = x.Áíáêåöáëáéþíïíôáò, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá u ∈ H ôÝôïéï

þóôå

∀v ∈ H a(u, v) = (Au, v) = (x, v) = F (v).

Åðß ðëÝïí, Ý÷ïõìå

α‖u‖2 ≤ a(u, u) = F (u) ≤ ‖F‖ ‖u‖,
óõíåðþò

‖u‖ ≤ 1

α
‖F‖,

êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

¸÷ïíôáò óôç äéÜèåóÞ ìáò ôá áðáéôïýìåíá ìÝóá, åðéóôñÝöïõìå ôþñá óôï ìåôá-

âïëéêü ðñüâëçìá (1.11). Áöïý ï V åßíáé êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõ ÷þñïõ Hilbert H, ï
(

V, (·, ·)
)

åßíáé ÷þñïò Hilbert. Ç ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (1.11), êáèþò êáé ç åêôßìçóç

(1.13) ‖u‖ ≤ 1

α
‖F‖,
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Ýðïíôáé áìÝóùò áðü ôï Èåþñçìá 1.2.

Ðñüôáóç 1.5 (Ç ìÝèïäïò ôïõ Galerkin.) ¸óôù Vh Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V ìå ðåðåñáóìÝíç

äéÜóôáóç. Ôüôå ôï ðñüâëçìá ðñïóÝããéóçò: Æçôåßôáé uh ∈ Vh ôÝôïéï þóôå

(1.14) a(uh, χ) = F (χ) ∀χ ∈ Vh,

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç.

Áðüäåéîç. Ï
(

Vh, (·, ·)
)

åßíáé, ðñïöáíþò, ÷þñïò Hilbert, ùò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜ-

óôáóçò. Åðß ðëÝïí F |Vh
∈ V ′

h êáé ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áðü ôï ëÞììá ôùí Lax–

Milgram.

¼óïí áöïñÜ ôéò ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò ôçò uh, äåí ìðïñïýìå ðëÝïí íá áíá-

ìÝíïõìå áõôÞ íá åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôçò u áðü ôïí Vh, âë. ôçí (1.10), áöïý

ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a äåí ðáñÜãåé êÜðïéá íüñìá. ÐáñÜ ôáýôá ìðïñïýìå íá åêôéìÞ-

óïõìå ôï óöÜëìá u− uh, óôç íüñìá ôïõ V. Áõôü ðáñïõóéÜæåôáé óôï åðüìåíï áðïôÝ-

ëåóìá.

Èåþñçìá 1.3 (ËÞììá ôïõ Céa.) ¸óôù üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a åßíáé óõíå÷Þò êáé åë-

ëåéðôéêÞ óôïí
(

V, ‖ · ‖V

)

. ¸óôù Vh Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V, ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, êáé

u, uh ïé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí (1.11) êáé (1.14), áíôßóôïé÷á. Ôüôå ãéá ôï óöÜëìá u−uh

éó÷ýåé ç åêôßìçóç

(1.15) ‖u− uh‖V ≤ C

α
min
v∈Vh

‖u− v‖V ,

ìå C êáé α ôéò óôáèåñÝò óôç óõíÝ÷åéá (1.1) êáé óôçí åëëåéðôéêüôçôá (1.2) ôçò äéãñáììéêÞò

ìïñöÞò a óôïí ÷þñï V, ìå ôç íüñìá ‖ · ‖V óôç èÝóç ôçò íüñìáò ‖ · ‖.

Áðüäåéîç. Áöïý ï Vh åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V, áðü ôéò (1.11) êáé (1.14) Ýðåôáé üôé

(1.16) a(u− uh, χ) = 0 ∀χ ∈ Vh.

Óõíåðþò, ãéá χ ∈ Vh, Ý÷ïõìå, âÜóåé ôùí (1.2) êáé (1.16),

α‖u− uh‖2
V ≤ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− χ) + a(u− uh, χ− uh)

= a(u− uh, u− χ).
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá êáé ôç óõíÝ÷åéá ôçò a (äçëáäÞ ôçí (1.1) ìå ‖ · ‖V óôç èÝóç

ôçò ‖ · ‖), Ý÷ïõìå

α‖u− uh‖2
V ≤ C‖u− uh‖V ‖u− χ‖V ,

ïðüôå

(1.17) α‖u− uh‖V ≤ C‖u− χ‖V ∀χ ∈ Vh.

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé áìÝóùò ç æçôïýìåíç åêôßìçóç (1.15).

1.3 Ôá ëÞììáôá ôïõ Strang

ÌÝ÷ñé ôþñá, ôüóï óôç ìÝèïäï ôïõ Galerkin (1.14) üóï êáé óôç ìÝèïäï ôïõ Ritz (1.8),

õðïèÝóáìå üôé ï Vh åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V êáé üôé ç ðñïóÝããéóç uh ïñßæåôáé ìÝóù ôçò

äéãñáììéêÞò ìïñöÞò a êáé ôïõ ãñáììéêïý óõíáñôçóéáêïý F. ¼ôáí éêáíïðïéïýíôáé

üëåò áõôÝò ïé óõíèÞêåò, ìéëÜìå ãéá óõììïñöéêÜ (conforming) ðåðåñáóìÝíá óôïé-

÷åßá. Óôçí ðñÜîç, ðïëëÝò öïñÝò, áíáãêáæüìáóôå íá êáôáöýãïõìå óå ìç óõììïñöéêÜ

(nonconforming) ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá, ãéá äéÜöïñïõò ëüãïõò. Óôç óõíÝ÷åéá èá

áó÷ïëçèïýìå ìå äýï ðåñéðôþóåéò ìç óõììïñöéêþí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí (åäþ

óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ).

ÓõãêåêñéìÝíá, óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç èá õðïèÝóïõìå üôé ï Vh åîáêïëïõèåß íá

åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V, áëëÜ ôï ìç óõììïñöéêü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ç ðñï-

óÝããéóç uh ïñßæåôáé ìÝóù ìéáò ðñïóåããéóôéêÞò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò ah êáé åíüò ðñï-

óåããéóôéêïý ãñáììéêïý óõíáñôçóéáêïý Fh. Óôéò åöáñìïãÝò, ç ah êáé ôï Fh ïñßæïíôáé

ìüíï ãéá óôïé÷åßá ôïõ Vh (äçëáäÞ ãåíéêÜ äåí ïñßæïíôáé ãéá óôïé÷åßá ôïõ V ), ðñï-

êýðôïõí äå áðü ôçí a êáé ôï F, áíôßóôïé÷á, ðñïóåããßæïíôáò ôá ïëïêëçñþìáôá ìå

ôýðïõò áñéèìçôéêÞò ïëïêëÞñùóçò. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç èá õðïèÝóïõìå üôé ï Vh

äåí åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V, êáé üôé ç ðñïóÝããéóç uh ïñßæåôáé ìÝóù ìéáò ðñïóåããéóôé-

êÞò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò ah êáé ôïõ ãñáììéêïý óõíáñôçóéáêïý F. Óôéò åöáñìïãÝò, ï

Vh äåí åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V åßôå ãéáôß ôá óôïé÷åßá ôïõ äåí Ý÷ïõí ôçí áðáéôïýìåíç

ïìáëüôçôá, åßôå ãéáôß äåí éêáíïðïéïýí ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. ×ñçóéìïðïéïýìå

åðßóçò ìéá ðñïóåããéóôéêÞ äéãñáììéêÞ ìïñöÞ ah ãéáôß, ãåíéêÜ, ç a äåí ïñßæåôáé ãéá

óôïé÷åßá ôïõ Vh, ðÜëé ëüãù Ýëëåéøçò ôçò áðáéôïýìåíçò ïìáëüôçôáò. Áíôßèåôá, ãå-

íéêÜ, ôï F ïñßæåôáé êáé ãéá óôïé÷åßá ìå ëéãüôåñç ïìáëüôçôá· ãéáõôü, ëüãù ôïõ üôé

óôç äåýôåñç áõôÞ ðåñßðôùóç åðéêåíôñþíïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óôéò äõóêïëßåò ðïõ
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ðñïêýðôïõí áðü ôï ãåãïíüò üôé ï Vh äåí åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V, õðïèÝôïõìå üôé äåí

÷ñåéÜæåôáé íá ôï ðñïóåããßóïõìå.

Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç: ÕðïèÝôïõìå üôé ï Vh åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V,

ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, êáé üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ äéãñáììéêÞ ìïñöÞ ah : Vh×Vh →
R åßíáé ïìïéüìïñöá åëëåéðôéêÞ óôïí Vh, äçëáäÞ üôé õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ α̃,

áíåîÜñôçôç ôïõ h, ôÝôïéá þóôå

(1.18) ∀vh ∈ Vh ah(vh, vh) ≥ α̃‖vh‖2
V .

Åðß ðëÝïí, èåùñïýìå Ýíá ðñïóåããéóôéêü ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü Fh : Vh → R.

Ïñßæïõìå ôþñá ôçí ðñïóÝããéóç uh ∈ Vh ìÝóù ôçò

(1.19) ah(uh, vh) = Fh(vh) ∀vh ∈ Vh.

Êáô’ áñ÷Üò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åëëåéðôéêüôçôá (1.18) ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò ah

äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò üôé ç uh åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, äçëáäÞ üôé ôï ðñüâëçìá

(1.19) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç. Óôï áêüëïõèï Èåþñçìá, ðïõ áíáöÝñåôáé óôç âéâëéïãñá-

ößá ùò ðñþôï ëÞììá ôïõ Strang, äßíïõìå ìéá åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò u− uh.

Èåþñçìá 1.4 (Ôï ðñþôï ëÞììá ôïõ Strang.) ¸óôù üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a åßíáé óõíå-

÷Þò óôïí
(

V, ‖ · ‖V

)

. ¸óôù Vh Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V, ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, êáé u, uh ïé

ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí (1.11) êáé (1.19), áíôßóôïé÷á. Ôüôå ãéá ôï óöÜëìá u− uh éó÷ýåé

ç åêôßìçóç

(1.20)

‖u− uh‖V ≤ C̃
[

min
vh∈Vh

(

‖u− vh‖V + max
wh∈Vh

|a(vh, wh) − ah(vh, wh)|
‖wh‖V

)

+ max
wh∈Vh

|F (wh) − Fh(wh)|
‖wh‖V

]

,

ìå C̃ ìéá óôáèåñÜ, áíåîÜñôçôç ôïõ h.

Áðüäåéîç. ¸óôù vh ∈ Vh. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí (1.18),

(1.21) ah(uh − vh, uh − vh) ≥ α̃‖uh − vh‖2
V .

Åî Üëëïõ, a(u, uh − vh) = F (uh − vh) êáé ah(uh, uh − vh) = Fh(uh − vh), óõíåðþò

ah(uh − vh, uh − vh) = a(u, uh − vh) − F (uh − vh) + Fh(uh − vh) − ah(vh, uh − vh)

= a(u− vh, uh − vh) +
[

a(vh, uh − vh) − ah(vh, uh − vh)
]

+
[

Fh(uh − vh) − F (uh − vh)
]

.
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Åêôéìþíôáò ôïí ðñþôï üñï óôï äåîéü ìÝëïò âÜóåé ôçò óõíÝ÷åéáò ôçò a (äçëáäÞ ôçò

(1.1) ìå ‖ · ‖V óôç èÝóç ôçò ‖ · ‖) êáé óõíäõÜæïíôáò ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí (1.21),

ëáìâÜíïõìå

α̃‖uh − vh‖V ≤ C‖u− vh‖V +
a(vh, uh − vh) − ah(vh, uh − vh)

‖uh − vh‖V

+
Fh(uh − vh) − F (uh − vh)

‖uh − vh‖V

.

ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå

(1.22)

α̃‖uh − vh‖V ≤ C‖u− vh‖V + max
wh∈Vh

|a(vh, wh) − ah(vh, wh)|
‖wh‖V

+ max
wh∈Vh

|F (wh) − Fh(wh)|
‖wh‖V

.

ÓõíäõÜæïíôáò ôçí (1.22) ìå ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

‖u− uh‖V ≤ ‖u− vh‖V + ‖uh − vh‖V

êáé ðáßñíïíôáò ôï åëÜ÷éóôï ùò ðñïò vh ∈ Vh, ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôçí åðéèõìçôÞ

åêôßìçóç (1.20).

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç: Ôþñá ï Vh Ý÷åé ðåðåñáóìÝíç äéÜ-

óôáóç, áëëÜ äåí åßíáé êáô’ áíÜãêç õðü÷ùñïò ôïõ V. ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ìéá

íüñìá ‖ · ‖h, ç ïðïßá ïñßæåôáé óôïí ÷þñï V + Vh, äçëáäÞ ãéá óôïé÷åßá ðïõ åßíáé

Üèñïéóìá óôïé÷åßùí ôïõ V êáé ôïõ Vh, êáé óôïí V óõìðßðôåé ìå ôçí ‖ · ‖V , äçëáäÞ

‖v‖h = ‖v‖V , ãéá êÜèå v ∈ V. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ äéãñáììéêÞ

ìïñöÞ ah : Vh × Vh → R åßíáé ïìïéüìïñöá åëëåéðôéêÞ óôïí
(

Vh, ‖ · ‖h

)

, äçëáäÞ üôé

õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ α̃, áíåîÜñôçôç ôïõ h, ôÝôïéá þóôå

(1.23) ∀vh ∈ Vh ah(vh, vh) ≥ α̃‖vh‖2
h.

Åðß ðëÝïí, õðïèÝôïõìå üôé ï ðåñéïñéóìüò ôçò ah óôïí V óõìðßðôåé ìå ôçí a, êáé üôé

ç ah åßíáé óõíå÷Þò óôïí V + Vh, äçëáäÞ üôé õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C1 ôÝôïéá þóôå

(1.24) ∀v, w ∈ V + Vh |ah(v, w)| ≤ C1‖v‖h ‖w‖h.

Áêüìá õðïèÝôïõìå üôé ôï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü F ïñßæåôáé êáé ãéá óôïé÷åßá ôïõ

Vh. Ïñßæïõìå ôþñá ôçí ðñïóÝããéóç uh ∈ Vh ìÝóù ôçò

(1.25) ah(uh, vh) = F (vh) ∀vh ∈ Vh.
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Êáé áõôÞ ôç öïñÜ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åëëåéðôéêüôçôá (1.23) ôçò äéãñáììéêÞò

ìïñöÞò ah äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò üôé ç uh åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, äçëáäÞ üôé

ôï ðñüâëçìá (1.25) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç. Óôï áêüëïõèï Èåþñçìá, ðïõ áíáöÝñåôáé

óôç âéâëéïãñáößá ùò äåýôåñï ëÞììá ôïõ Strang, äßíïõìå ìéá åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò

u− uh.

Èåþñçìá 1.5 (Ôï äåýôåñï ëÞììá ôïõ Strang.) ¸óôù u, uh ïé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí

(1.11) êáé (1.25), áíôßóôïé÷á. Ôüôå ãéá ôï óöÜëìá u− uh éó÷ýåé ç åêôßìçóç

(1.26) ‖u− uh‖h ≤ C̃
[

min
vh∈Vh

‖u− vh‖h + max
wh∈Vh

|a(u,wh) − F (wh)|
‖wh‖h

]

,

ìå C̃ ìéá óôáèåñÜ, áíåîÜñôçôç ôïõ h.

Áðüäåéîç. ¸óôù vh ∈ Vh. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí (1.23), Ý÷ïõìå

(1.27) ah(uh − vh, uh − vh) ≥ α̃‖uh − vh‖2
h.

Åî Üëëïõ, ah(uh, uh − vh) = F (uh − vh), óõíåðþò

ah(uh − vh, uh − vh) = F (uh − vh) − ah(vh, uh − vh)

= ah(u− vh, uh − vh) +
[

F (uh − vh) − ah(u, uh − vh)
]

.

Åêôéìþíôáò ôïí ðñþôï üñï óôï äåîéü ìÝëïò âÜóåé ôçò (1.24) êáé óõíäõÜæïíôáò ôï

áðïôÝëåóìá ìå ôçí (1.27), ëáìâÜíïõìå

α̃‖uh − vh‖h ≤ C1‖u− vh‖h +
|F (uh − vh) − ah(u, uh − vh)|

‖uh − vh‖h

.

ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå

(1.28) α̃‖uh − vh‖h ≤ C1‖u− vh‖h + max
wh∈Vh

|F (wh) − ah(u,wh)|
‖wh‖h

.

ÓõíäõÜæïíôáò ôçí (1.28) ìå ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

‖u− uh‖V ≤ ‖u− vh‖V + ‖uh − vh‖V

êáé ðáßñíïíôáò ôï åëÜ÷éóôï ùò ðñïò vh ∈ Vh, ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôçí åðéèõìçôÞ

åêôßìçóç (1.26).
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ÁóêÞóåéò

1.1 ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ðñáãìáôéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ‖ · ‖ ç ðáñáãüìåíç

áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï íüñìá. ¸óôù v, w ∈ H. Áðïäåßîôå üôé:

i. ‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2(v, w).

ii. Áí (v, w) = 0, ôüôå ‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 (Ðõèáãüñåéï èåþñçìá).

iii. ‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2‖v‖2 + 2‖w‖2 (éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ).

1.2 Óôçí Ðñüôáóç 1.1 õðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç äéÜóôáóç ôïõ õðï÷þñïõ H̃ åßíáé ðåðåñáóìÝíç,

dim H̃ = n. ¸óôù {x1, . . . , xn} ìéá âÜóç ôïõ H̃. Áðïäåßîôå üôé ç (1.5) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá

óôç ìïñöÞ

(xi, y) = (x, xi), i = 1, . . . , n.

Ìå y = α1x1 + · · · + αnxn, ìå Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò α1, . . . , αn, áðïäåßîôå üôé áõôÝò ïé

ó÷Ýóåéò ãñÜöïíôáé ùò ãñáììéêü óýóôçìá êáíïíéêþí åîéóþóåùí

n
∑

j=1

(xi, xj)αj = (x, xi), i = 1, . . . , n.

Ï ðßíáêáò áõôïý ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò, G(x1, . . . , xn) :=
(

(xi, xj)
)

i,j=1,...,n
, ëÝãåôáé ðß-

íáêáò ôïõ Gram. Áðïäåßîôå üôé ï ðßíáêáò ôïõ Gram åßíáé óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

1.3 ¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò ðßíáêáò, êáé b ∈ Rn. Áðïäåßîôå

üôé ç óõíÜñôçóç ϕ : Rn → R, ϕ(x) := (Ax, x)/2 − (b, x), üðïõ (·, ·) åßíáé ôï Åõêëåßäåéï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí Rn, ëáìâÜíåé ôï åëÜ÷éóôü ôçò ìüíï óå Ýíá óçìåßï, óôç ëýóç ôïõ

ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b, ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåôå ôçí Ðñüôáóç 1.3.

1.4 Èåùñïýìå ôï ìåôáâïëéêü ðñüâëçìá (1.8) ìåNh := dimVh êáé {χ1, . . . , χNh
} ìéá âÜóç ôïõ

Vh. Ìå uh = α1χ1 + · · · + αNh
χNh

, ìå Üãíùóôïõò óõíôåëåóôÝò α1, . . . , αNh
, áðïäåßîôå üôé ôï

ðñüâëçìá (1.8) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá ùò ãñáììéêü óýóôçìá Nh åîéóþóåùí ìå Nh áãíþóôïõò,

Nh
∑

j=1

a(χi, χj)αj = F (χi), i = 1, . . . , Nh,

ðáñÜâáëå ìå ôçí ¶óêçóç 1.2. Ôé éäéüôçôåò Ý÷åé ï ðßíáêáò áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò;

1.5 ÈåùñÞóôå ôçí ðñïçãïýìåíç ¶óêçóç, áõôÞ ôç öïñÜ ãéá ôï ìåôáâïëéêü ðñüâëçìá (1.14)

êáé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá âÜóç ôïõ Vh, ãñÜøôå ôï ðñüâëçìá ùò ãñáììéêü óýóôçìá. Ðïéá

áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðßíáêá ôçò ðñïçãïýìåíçò ¶óêçóçò äåí Ý÷åé ï ðßíáêáò

óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç;





2. Óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá ôùí ÷þñùí

ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç

Óå áõôü ôï âïçèçôéêü êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå óõíïðôéêÜ âáóéêÜ áðïôåëÝóìá-

ôá ãéá ÷þñïõò ôïõ Sobolev. Ïé ÷þñïé áõôïß åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìïé óôá ÅöáñìïóìÝíá

ÌáèçìáôéêÜ, ãåíéêÜ, êáé óôç ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá äéáöï-

ñéêÝò åîéóþóåéò, åéäéêüôåñá, áöïý áðïôåëïýí ôï öõóéïëïãéêü ðëáßóéï ãéá ôç ìå-

ôáâïëéêÞ äéáôýðùóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí· öõóéïëïãéêÜ åìöáíßæïíôáé åðßóçò óôç

äéáêñéôïðïßçóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Galerkin, êáé ôçí éäéáßôå-

ñá óçìáíôéêÞ åéäéêÞ åêäï÷Þ ôçò, ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. Ãéá íá

äéåõêïëýíïõìå ôïí áíáãíþóôç, èá áó÷ïëçèïýìå åäþ ìå ôïõò ÷þñïõò ôïõ Sobolev

óå ìßá äéÜóôáóç· ìå ôïõò ÷þñïõò ôïõ Sobolev óå äýï äéáóôÜóåéò èá áó÷ïëçèïýìå

óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï, ç ãåíßêåõóç óå ðåñéóóüôåñåò äéáóôÜóåéò äåí ðáñïõóéÜæåé

ïõóéáóôéêÝò äõóêïëßåò.

2.1 ¸íá êßíçôñï

¸óôù a, b ∈ C1[0, 1] êáé c ∈ C[0, 1] ôñåéò óõíáñôÞóåéò ôÝôïéåò þóôå ç óõíÜñôçóç a

íá ëáìâÜíåé ìüíï èåôéêÝò ôéìÝò êáé ç óõíÜñôçóç c−1/2b′ íá ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò

ôéìÝò,

(2.1) a(x) ≥ α > 0, c(x) − 1

2
b′(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0, 1].

¸óôù åðßóçò f ∈ C[0, 1]. Èåùñïýìå ôüôå ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí: Æçôåßôáé

ìéá óõíÜñôçóç u : [0, 1] → R, äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôÝôïéá þóôå

(2.2)

{

− (au′)′ + bu′ + cu = f óôï (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

19
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ÊÜèå ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.2), ç ïðïßá Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå,

ëÝãåôáé êëáóéêÞ Þ éó÷õñÞ ëýóç ôïõ (2.2). Ôá åðßèåôá áõôÜ ôá ÷ñçóéìïðïéïýìå, ãéáôß

óôç óõíÝ÷åéá èá áíáöåñèïýìå êáé óå Üëëåò “ëýóåéò”, ôéò ëåãüìåíåò ãåíéêåõìÝíåò Þ

áóèåíåßò ëýóåéò ôïõ (2.2).

ÐñïêåéìÝíïõ íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç èåùñßá ôïõ ðñþôïõ êåöáëáßïõ, ãéá íá

áðïäåßîïõìå ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.2), èá èÝëá-

ìå íá äéáôõðþóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá óå ìåôáâïëéêÞ ìïñöÞ. Ðñïò ôïýôï, ðïëëá-

ðëáóéÜæïõìå êáô’ áñ÷Üò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åðß ìéá óõíÜñôçóç äïêéìÞò v, óõíå-

÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï [0, 1], ìå ìçäåíéêÝò ôéìÝò óôá óçìåßá 0 êáé 1, êáé ïëïêëçñþ-

íïõìå óôï äéÜóôçìá [0, 1], ïðüôå ðáßñíïõìå

−
∫ 1

0

(au′)′v dx+

∫ 1

0

bu′v dx+

∫ 1

0

cuv dx =

∫ 1

0

fv dx.

Ôþñá, ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç, Ý÷ïõìå

−
∫ 1

0

(au′)′v dx =
[

au′v
]x=1

x=0
+

∫ 1

0

au′v′ dx.

¼ìùò, ï ðñþôïò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò éóïýôáé ìå ìçäÝí, áöïý

v(0) = v(1) = 0 (ãéáõôü æçôÞóáìå Üëëùóôå íá ìçäåíßæïíôáé óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìá-

ôïò ïé óõíáñôÞóåéò äïêéìÞò), ïðüôå

−
∫ 1

0

(au′)′v dx =

∫ 1

0

au′v′ dx.

ÅðïìÝíùò, ìå V := {v ∈ C1[0, 1] : v(0) = v(1) = 0}, Ý÷ïõìå áö’ åíüò u ∈ V êáé áö’

åôÝñïõ

(2.3)

∫ 1

0

au′v′ dx+

∫ 1

0

bu′v dx+

∫ 1

0

cuv dx =

∫ 1

0

fv dx ∀v ∈ V.

Ãéá íá ãñÜøïõìå ôï ðñüâëçìá óôçí åðéèõìçôÞ ìïñöÞ, óõìâïëßæïõìå ìå (·, ·) ôï áêü-

ëïõèï åóùôåñéêü ãéíüìåíï

(v, w) :=

∫ 1

0

vw dx ∀v, w ∈ C[0, 1],

êáé ìå ‖·‖ ôçí ðáñáãüìåíç íüñìá, êáé ïñßæïõìå ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a : V ×V → R,

a(v, w) := (av′, w′) + (bv′, w) + (cv, w),
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êáé ôï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü F : V → R, F (v) := (f, v). Ìå áõôüí ôïí óõìâïëé-

óìü, ç (2.3) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ: Æçôåßôáé óõíÜñôçóç u ∈ V ôÝôïéá þóôå

(2.4) a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óçìåéþíïõìå üôé óôá ðñïâëÞìáôá (2.3) êáé (2.4) ç ëýóç áñ-

êåß íá åßíáé ìßá öïñÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ðñüêåéôáé, üðùò ëÝìå, ãéá ìéá áóèåíÞ

Þ ãåíéêåõìÝíç ëýóç, óå áíôßèåóç ìå ôï ðñüâëçìá (2.2), üðïõ áðáéôïýìå ç u íá åßíáé

äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç.

Ôþñá ôï ðñüâëçìá (2.4) åßíáé öáéíïìåíéêÜ ôçò ìïñöÞò (1.11)· ãñÜöïõìå öáéíï-

ìåíéêÜ ãéáôß áêüìá äåí Ý÷ïõìå åëÝãîåé êáôÜ ðüóïí éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ðïõ èÝ-

óáìå óôï ðñüâëçìá (1.11). Ãéá íá áðïäåßîïõìå óõíÝ÷åéá êáé åëëåéðôéêüôçôá ôçò

äéãñáììéêÞò ìïñöÞò öáßíåôáé öõóéïëïãéêü íá åöïäéÜóïõìå ôïí V ìå ôï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï (·, ·)1,

(v, w)1 := (v′, w′) + (v, w) ∀v, w ∈ V.

Óõìâïëßæïõìå ìå ‖ · ‖1 ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·)1 íüñìá. Ç

ìïíÜäá ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé óôç íüñìá ùò äåßêôçò, åðåéäÞ

êáé óôá äýï õðåéóÝñ÷åôáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò. Áò åëÝãîïõìå ôþñá ìßá ðñïò ìßá ôéò

óõíèÞêåò. Áñ÷ßæïõìå ìå ôç óõíÝ÷åéá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò: Ãéá v, w ∈ V Ý÷ïõìå

|a(v, w)| ≤ max
0≤x≤1

a(x)

∫ 1

0

|v′w′| dx+ max
0≤x≤1

|b(x)|
∫ 1

0

|v′w| dx + max
0≤x≤1

|c(x)|
∫ 1

0

|vw| dx,

ïðüôå, âÜóåé ôçò áíéóüôçôáò ôùí Cauchy–Schwarz, ìå

C := 2 max
{

max
0≤x≤1

a(x), max
0≤x≤1

|b(x)|, max
0≤x≤1

|c(x)|
}

,

Ý÷ïõìå

|a(v, w)| ≤ C

2

[

‖v′‖ ‖w′‖ + ‖v′‖ ‖w‖ + ‖v‖ ‖w‖
]

.

ÅðïìÝíùò, ðÜëé ìå âÜóç ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz, áõôÞ ôç öïñÜ üìùò

ãéá áèñïßóìáôá, Ý÷ïõìå

|a(v, w)| ≤ C

2

(

‖v′‖2 + ‖v′‖2 + ‖v‖2
)1/2(‖w′‖2 + ‖w‖2 + ‖w‖2

)1/2

êáé åýêïëá êáôáëÞãïõìå óôçí

(2.5) |a(v, w)| ≤ C‖v‖1 ‖w‖1 ∀v, w ∈ V.
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Ãéá ôçí åëëåéðôéêüôçôá, ðáñáôçñïýìå êáô’ áñ÷Üò üôé, ãéá v ∈ V,

a(v, v) = (av′, v′) + (bv′, v) + (cv, v)

= (av′, v′) +
1

2

(

b, (v2)′
)

+ (cv, v)

= (av′, v′) − 1

2
(b′, v2) + (cv, v)

= (av′, v′) +
(

(c− 1

2
b′)v, v

)

≥ (av′, v′),

åðïìÝíùò

(2.6) a(v, v) ≥ α‖v′‖2 ∀v ∈ V.

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç ôçò åëëåéðôéêüôçôáò, áðïìÝíåé íá áíôéêáôá-

óôÞóïõìå ôçí ðïóüôçôá ‖v′‖2 óôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò ìå Ýíá èåôéêü ðïë-

ëáðëÜóéï ôçò ‖v‖2
1. Ðñïò ôïýôï èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–

Friedrichs,

(2.7) ‖v‖ ≤ ‖v′‖ ∀v ∈ V,

ôçí áðüäåéîç ôçò ïðïßáò áíáâÜëëïõìå ãéá ëßãï· óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç óôáèåñÜ

1 óôï äåîéü ìÝëïò ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß ìå Üëëç, áñêåôÜ ìéêñüôåñç óôáèåñÜ,

èÝìá óôï ïðïßï èá åðáíÝëèïõìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï. ÂÜóåé ôçò (2.7), ç (2.6) äßíåé

a(v, v) ≥ α‖v‖2 ∀v ∈ V,

ïðüôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ðÜëé ôç (2.6),

a(v, v) ≥ α

2

(

‖v‖2 + ‖v′‖2
)

∀v ∈ V,

äçëáäÞ

(2.8) a(v, v) ≥ α

2
‖v‖2

1 ∀v ∈ V,

ç a åßíáé óõíåðþò üíôùò åëëåéðôéêÞ. Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç, áðïìÝ-

íåé íá áðïäåßîïõìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs (2.7). Ãéá v ∈ V Ý÷ïõìå

v(x) =

∫ x

0

v′(s) ds,



2.1. ¸íá êßíçôñï 23

óõíåðþò

|v(x)|2 ≤
(

∫ x

0

12 ds
)1/2(

∫ x

0

(

v′(s)
)2
ds
)1/2

,

äçëáäÞ

(2.9) |v(x)|2 ≤ ‖v′‖2 ∀x ∈ [0, 1] ∀v ∈ V.

Ïëïêëçñþíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç óôï äéÜóôçìá [0, 1] ïäçãïýìáóôå óôç (2.7).

Áò óçìåéùèåß áêüìç üôé áðü ôç (2.9) ðñïêýðôåé áìÝóùò ç áíéóüôçôá ôïõ Sobolev

(2.10) max
0≤x≤1

|v(x)| ≤ ‖v′‖ ∀v ∈ V.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí áðüäåéîç ôïõ üôé ôï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü F åßíáé

öñáãìÝíï. ÐñÜãìáôé, ãéá v ∈ V, Ý÷ïõìå, âÜóåé ôçò áíéóüôçôáò ôùí Cauchy–Schwarz,

|F (v)| = |(f, v)| ≤ ‖f‖ ‖v‖ ≤ ‖f‖ ‖v‖1,

óõíåðþò

(2.11) ‖F‖ ≤ ‖f‖.

ÁðïìÝíåé ôþñá íá åîåôÜóïõìå êáôÜ ðüóïí ï ÷þñïò
(

V, (·, ·)1

)

åßíáé ÷þñïò Hilbert.

Äõóôõ÷þò ç áðÜíôçóç åßíáé áñíçôéêÞ! ÐñÜãìáôé, åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ç

áêïëïõèßá (ϕn)n∈N,

(2.12) ϕn(x) :=



























x, 0 ≤ x ≤ 1

2
(1 − 1

n2
),

1

2

[

1 − 2n2(x− 1

2
)2 − 1

2n2

]

,
1

2
(1 − 1

n2
) < x <

1

2
(1 +

1

n2
),

1 − x,
1

2
(1 +

1

n2
) ≤ x ≤ 1,

(óçìåéþóôå üôé

ϕ′
n(x) =



























1, 0 ≤ x ≤ 1

2
(1 − 1

n2
),

− 2n2(x− 1

2
),

1

2
(1 − 1

n2
) < x <

1

2
(1 +

1

n2
),

− 1,
1

2
(1 +

1

n2
) ≤ x ≤ 1 ),



24 2. Óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç

åßíáé áêïëïõèßá Cauchy óôïí
(

V, ‖ · ‖1

)

êáé üôé óôç íüñìá ‖ · ‖1 óõãêëßíåé óôç óõ-

íÜñôçóç ϕ,

(2.13) ϕ(x) =











x, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

1 − x,
1

2
≤ x ≤ 1,

ç ïðïßá öõóéêÜ äåí åßíáé óôïé÷åßï ôïõ V, áöïý äåí åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï 1/2.

[Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü ìáò âÜæåé óôïí ðåéñáóìü íá ôñïðïðïéÞóïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ

÷þñïõ V, Ýôóé þóôå áõôüò íá áðïôåëåßôáé áðü óõíå÷åßò êáé êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò. Äõóôõ÷þò êáé áõôüò ï ÷þñïò äåí åßíáé ðëÞñçò.]

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß ÷þñïé ôïõ Sobolev, óõíáñôÞóåùí ïñéóìÝíùí óôï äéÜóôçìá

[0.1]. Ï áðëïýóôåñïò Ý÷åé ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·)1, ìå ìüíç äéáöïñÜ üôé áíôß

ãéá ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Riemann ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue, êáé

åßíáé ðëÞñçò.

2.2 ÐñïêáôáñêôéêÜ: Ïé ÷þñïé Lp

ÕðïèÝôïõìå üôé ïé ðåñéóóüôåñïé áíáãíþóôåò åßíáé åîïéêåéùìÝíïé ìå ôïõò ÷þñïõò

Lp. Ðåñéïñéæüìáóôå ùò åê ôïýôïõ óå ìéá óõíïðôéêÞ áíáóêüðçóç ôçò èåùñßáò ôïõò,

ðáñáëåßðïíôáò üëåò ôéò áðïäåßîåéò. Áêïëïõèïýìå ôï åîáéñåôéêü âéâëßï ôùí Adams

êáé Fournier, âë. ôç âéâëéïãñáößá, [1]. ¼ðùò áíáöÝñáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðá-

ñÜãñáöï, óôïõò ÷þñïõò ôïõ Sobolev äåí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Rie-

mann, áëëÜ ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ëïéðüí èá ïñßóïõìå

ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue êáé èá äïýìå êÜðïéåò éäéüôçôåò ôùí ÷þñùí Lp, ðïõ

ïñßæïíôáé åðßóçò ìå âÜóç ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue.

2.2.1 Ôï ìÝôñï ôïõ Lebesgue

Óå áõôü ôï åäÜöéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ìÝôñï ôïõ Lebesgue óå ìßá äéÜóôáóç, ðïõ

ìáò ðáñÝ÷åé ôç äõíáôüôçôá íá ðåñéãñÜøïõìå ìå áêñßâåéá ôé åííïïýìå ùò ìÞêïò ïñé-

óìÝíùí õðïóõíüëùí ôïõ R.

Ïñéóìüò 2.1 (σ−Üëãåâñá.) Ìéá ïéêïãÝíåéá Σ õðïóõíüëùí ôïõ R êáëåßôáé σ−Üëãåâñá,

áí Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:
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i. Ôï R áíÞêåé óôç Σ.

ii. Áí Ýíá óýíïëï A áíÞêåé óôç Σ, ôüôå êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ Ac := R\A áíÞêåé

óôç Σ.

iii. Áí (An)n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá óõíüëùí ðïõ áíÞêïõí óôç Σ, ôüôå êáé ç ÝíùóÞ

ôïõò ∪∞
n=1An áíÞêåé óôç Σ.

Ó÷üëéï: Áðü ôéò i. êáé ii. Ýðåôáé áìÝóùò üôé ôï êåíü óýíïëï áíÞêåé óôç Σ. Áðü ôéò

ii. êáé iii. Ýðåôáé áìÝóùò üôé, áí (An)n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá óõíüëùí ðïõ áíÞêïõí

óôç Σ, ôüôå êáé ç ôïìÞ ôïõò ∩∞
n=1An áíÞêåé óôç Σ,

∞
∩

n=1
An =

∞
∩

n=1

(

R \ Ac
n

)

= R\
∞
∪

n=1
Ac

n.

Åðßóçò, áí A êáé B åßíáé äýï óýíïëá ôçò Σ, ôüôå êáé ç äéáöïñÜ A \B áíÞêåé óôç Σ.

Ïñéóìüò 2.2 (ÈåôéêÜ ìÝôñá.) ¸óôù Σ ìéá σ−Üëãåâñá óôï R. Ìéá áðåéêüíéóç µ : Σ →
[0,∞] ëÝãåôáé èåôéêü ìÝôñï, áí åßíáé áñéèìÞóéìá ðñïóèåôéêÞ, äçëáäÞ ãéá êÜèå áêï-

ëïõèßá (An)n∈N óõíüëùí ôçò Σ, ðïõ åßíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò, éó÷ýåé

µ
(

∞
∪

n=1
An

)

=
∞
∑

n=1

µ(An).

Ó÷üëéï: Áðü ôïí ïñéóìü Ýðåôáé áìÝóùò üôé, áí A,B ∈ Σ êáé A ⊂ B, ôüôå µ(A) ≤
µ(B). Åðßóçò, áí An ∈ Σ, n ∈ N, êáé A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · , ôüôå µ

(

∪∞
n=1 An

)

=

limn→∞ µ(An).

Èåþñçìá 2.1 (¾ðáñîç ôïõ ìÝôñïõ ôïõ Lebesgue.) ÕðÜñ÷åé ìéá σ−Üëãåâñá Σ õðïóõíü-

ëùí ôïõ R êáé Ýíá èåôéêü ìÝôñï µ óôç Σ ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

i. ÊÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ R áíÞêåé óôç Σ.

ii. Áí A ⊂ B, B ∈ Σ êáé µ(B) = 0, ôüôå êáé ôï A áíÞêåé óôç Σ êáé µ(A) = 0.

iii. Áí A = [a, b], ôüôå ôï A áíÞêåé óôç Σ êáé µ(A) = b− a,

iv. Ôï µ åßíáé áíáëëïßùôï óå ìåôáôïðßóåéò, äçëáäÞ, áí x ∈ R êáé A ∈ Σ, ôüôå êáé

x+ A ∈ Σ, üðïõ x+ A := {x+ y : y ∈ A}, êáé µ(x+ A) = µ(A).
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Ó÷üëéï: Áðü ôï i. Ýðåôáé üôé êáé êÜèå êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ R áíÞêåé óôç Σ.

Ôá óôïé÷åßá ôçò σ−Üëãåâñáò Σ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1 ëÝãïíôáé ìåôñÞóéìá êáôÜ

Lebesgue (êáé èá áíáöÝñïíôáé óôç óõíÝ÷åéá áðëþò ùò ìåôñÞóéìá) õðïóýíïëá ôïõ

R. Ôï ìÝôñï µ êáëåßôáé ìÝôñï ôïõ Lebesgue, ôï µ(A) èá áíáöÝñåôáé ùò ìÝôñï Þ ìÞ-

êïò ôïõ A. Ôá óôïé÷åßá ôçò Σ ìå ìÝôñï ìçäÝí ëÝãïíôáé óýíïëá ìÝôñïõ ìçäÝí. ÊÜèå

áñéèìÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ R Ý÷åé ìÝôñï ìçäÝí.

Ìå ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷ïõí ìç ìåôñÞóéìá õðïóýíï-

ëá ôïõ R.

Ïñéóìüò 2.3 (Ó÷åäüí ðáíôïý.) Áí B ⊂ A ⊂ R êáé µ(B) = 0, ôüôå êÜèå óõíèÞêç ðïõ

éêáíïðïéåßôáé óôï óýíïëï A \B ëÝìå üôé éó÷ýåé ó÷åäüí ðáíôïý (ó.ð.) óôï A.

Ïñéóìüò 2.4 (ÌåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò.) ¸óôù A Ýíá ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ R.
Ìéá óõíÜñôçóç f : A → [−∞,∞] ëÝãåôáé ìåôñÞóéìç, áí ôá óýíïëá {x ∈ A : f(x) >

a} åßíáé ìåôñÞóéìá, ãéá êÜèå a ∈ R.

Èåþñçìá 2.2 (Éäéüôçôåò ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí.)

i. Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé ìåôñÞóéìç, ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç |f | åßíáé ìåôñÞóéìç.

ii. Áí f êáé g åßíáé äýï ìåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò, ôüôå êáé ïé f+g êáé fg åßíáé ìåôñÞóéìåò.

iii. Áí (fn)n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, ôüôå êáé ïé óõíáñôÞóåéò

supn∈N
fn (ìå (supn∈N

fn)(x) := supn∈N
fn(x) ), infn∈N fn, lim supn∈N

fn êáèþò êáé

lim infn∈N fn åßíáé ìåôñÞóéìåò.

iv. ÊÜèå óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, ïñéóìÝíç óå Ýíá ìåôñÞóéìï óýíïëï, åßíáé ìåôñÞóéìç.

v. ¸óôù f : R → R ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç êáé g ìéá ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå êáé ç

óýíèåóç f ◦ g åßíáé ìåôñÞóéìç.

vi. (Ôï èåþñçìá ôïõ Lusin.) Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé ìåôñÞóéìç êáé f(x) = 0 ãéá x ∈ Ac,

üðïõ A õðïóýíïëï ôïõ R ôÝôïéï þóôå µ(A) < ∞, êáé ε > 0, ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óõíå÷Þò

óõíÜñôçóç g : R → R ìå óõìðáãÞ öïñÝá, ôÝôïéá þóôå maxx∈R g(x) ≤ supx∈R
f(x)

êáé µ
(

{x ∈ R : f(x) 6= g(x)}
)

< ε.

Ïñéóìüò 2.5 (×áñáêôçñéóôéêÝò êáé áðëÝò óõíáñôÞóåéò.) ¸óôù A Ýíá õðïóýíïëï ôïõ R.

Ç óõíÜñôçóç χA : R → R,

χA(x) :=

{

1, áí x ∈ A,

0, áí x 6∈ A,
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ëÝãåôáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ A. Ìéá óõíÜñôçóç s : R → R êáëåßôáé áðëÞ,

áí ç åéêüíá ôçò åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, äçëáäÞ áí õðÜñ÷ïõí a1, . . . , an ∈ R

(áíÜ äýï äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò), ôÝôïéá þóôå s(x) ∈ {a1, . . . , an}, ãéá êÜèå x ∈ R.

Ó÷üëéï: ¸óôù s : R → R ìéá áðëÞ óõíÜñôçóç, s(x) ∈ {a1, . . . , an}. ÈÝôïõìå Ai :=

{x ∈ R : s(x) = ai}, i = 1, . . . , n. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ç s ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

s =
n
∑

i=1

aiχAi
.

Ç s åßíáé ìåôñÞóéìç, áí êáé ìüíï áí ôá óýíïëá A1, . . . , An åßíáé ìåôñÞóéìá.

Ïé áðëÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ðïëý êáëÝò ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò, üðùò èá äïý-

ìå áìÝóùò ôþñá.

Èåþñçìá 2.3 (ÐñïóÝããéóç óõíáñôÞóåùí ìå áðëÝò óõíáñôÞóåéò.) ¸óôù A Ýíá õðïóýíïëï

ôïõ R êáé f : A → R ìéá óõíÜñôçóç. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. ÕðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (sn)n∈N áðëþí óõíáñôÞóåùí, ðïõ óõãêëßíåé óçìåéáêÜ (Þ êáôÜ

óçìåßï) óôçí f, äçëáäÞ

lim
n→∞

sn(x) = f(x), ãéá êÜèå x ∈ A.

ii. Áí ç f åßíáé öñáãìÝíç, ôüôå ç áêïëïõèßá (sn)n∈N ìðïñåß íá åðéëåãåß Ýôóé þóôå ç óý-

ãêëéóç íá åßíáé ïìïéüìïñöç,

lim
n→∞

(

sup
x∈A

|f(x) − sn(x)|
)

= 0.

iii. Áí ç f åßíáé ìåôñÞóéìç, ôüôå ç áêïëïõèßá (sn)n∈N óôï i. ìðïñåß íá åðéëåãåß Ýôóé þóôå

êÜèå sn íá åßíáé ìåôñÞóéìç.

iv. Áí ç f ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, ôüôå ç áêïëïõèßá (sn)n∈N óôï i. ìðïñåß íá

åðéëåãåß Ýôóé þóôå, ãéá êÜèå x ∈ R, ç áêïëïõèßá
(

sn(x)
)

n∈N
íá åßíáé áýîïõóá.

2.2.2 Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue

Óå áõôü ôï åäÜöéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue. Áõôü ôï ïëï-

êëÞñùìá ðáßæåé ðïëý óçìáíôéêü ñüëï óôá óýã÷ñïíá ÌáèçìáôéêÜ· éäéáßôåñá ìå áõôü
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ïñßæïíôáé ïé ÷þñïé Lp. Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Riemann åîáêïëïõèåß íá ÷ñçóéìïðïéåß-

ôáé ãéá êáèáñÜ ðáéäáãùãéêïýò ëüãïõò.

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôïõ Lebesgue, óå ôñßá óôÜ-

äéá: áñ÷ßæïõìå ìå ôçí ðåñßðôùóç áðëþí óõíáñôÞóåùí, óõíå÷ßæïõìå ìå ôçí ðåñß-

ðôùóç ìç áñíçôéêþí óõíáñôÞóåùí êáé êáôáëÞãïõìå óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç. ÊÜèå

ìßá áðü áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá ìáò ïäçãÞóåé óôïí ïñéóìü

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ áêïëïõèåß.

Ïñéóìüò 2.6 (Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue.) ¸óôù A Ýíá ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ

R. Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò áðëÞò óõíÜñôçóçò s,

s =
n
∑

i=1

aiχAi
,

üðïõ Ai ⊂ A ìåôñÞóéìá óýíïëá, ïñßæåôáé ùò åîÞò

∫

A

s(x) dx :=
n
∑

i=1

aiµ(Ai).

Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò ìåôñÞóéìçò, ìç áñíçôéêÞò óõíÜñôçóçò f : A → R

ïñßæåôáé ùò åîÞò
∫

A

f(x) dx := sup

∫

A

s(x) dx,

üðïõ ôï supremum ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò üëåò ôéò ìåôñÞóéìåò, áðëÝò óõíáñôÞóåéò s,

ðïõ ìçäåíßæïíôáé óôï óõìðëÞñùìá ôïõ A, ôÝôïéåò þóôå 0 ≤ s(x) ≤ f(x), ãéá êÜèå

x ∈ A.

Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò ìåôñÞóéìçò óõíÜñôçóçò f : A → R ïñßæåôáé ùò

åîÞò
∫

A

f(x) dx :=

∫

A

f+(x) dx−
∫

A

f−(x) dx,

õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá ïëïêëçñþìáôá óôï äåîéü ìÝëïò

åßíáé ðåðåñáóìÝíï, üðïõ f+(x) := max
(

f(x), 0
)

êáé f−(x) := min
(

f(x), 0
)

.

Áí ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò óõíÜñôçóçò f óôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå

ëÝìå üôé ç f åßíáé êáôÜ Lebesgue ïëïêëçñþóéìç óôï A. Ôï óýíïëï ôùí êáôÜ Lebesgue

ïëïêëçñþóéìùí óõíáñôÞóåùí óôï A óõìâïëßæåôáé ìå L1(A).



2.2. ÐñïêáôáñêôéêÜ: Ïé ÷þñïé Lp 29

ÐáñáôÞñçóç 2.1 (ÐáñÜäåéãìá êáôÜ Lebesgue ïëïêëçñþóéìçò óõíÜñôçóçò ðïõ äåí åßíáé

êáôÜ Riemann ïëïêëçñþóéìç.) ¼ðùò åßíáé ãíùóôü, êáé ðïëý åýêïëï íá ôï äåé êáíåßò,

ç óõíÜñôçóç f,

f(x) :=

{

1, áí x ∈ [0, 1] Üññçôïò,

0, áí x ∈ [0, 1] ñçôüò,

äåí åßíáé ïëïêëçñþóéìç êáôÜ Riemann. ¼ìùò, ôï óýíïëïA1 := {x ∈ [0, 1] : x ñçôüò}
Ý÷åé ìÝôñï ìçäÝí, óõíåðþò ç f åßíáé ïëïêëçñþóéìç êáôÜ Lebesgue, ôï ïëïêëÞñùìÜ

ôçò ìÜëéóôá éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá.

Èåþñçìá 2.4 (Éäéüôçôåò ïëïêëçñþóéìùí óõíáñôÞóåùí.) ÕðïèÝôïõìå üôé üëåò ïé óõíáñ-

ôÞóåéò êáé ôá óýíïëá ðïõ åìöáíßæïíôáé óôç óõíÝ÷åéá åßíáé ìåôñÞóéìåò, êáé ìåôñÞóéìá, áíôß-

óôïé÷á.

i. Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé öñáãìÝíç óå Ýíá óýíïëï A êáé µ(A) < ∞, ôüôå ç f åßíáé

ïëïêëçñþóéìç óôï A, f ∈ L1(A).

ii. Áí µ(A) < ∞ êáé a ≤ f(x) ≤ b, ãéá êÜèå x ∈ A, ôüôå

aµ(A) ≤
∫

A

f(x) dx ≤ bµ(A).

iii. Áí f(x) ≤ g(x), ãéá êÜèå x ∈ A, êáé áí õðÜñ÷ïõí êáé ôá äýï ïëïêëçñþìáôá, ôüôå

∫

A

f(x) dx ≤
∫

A

g(x) dx.

iv. Áí f, g ∈ L1(A), ôüôå f + g ∈ L1(A) êáé

∫

A

(f + g)(x) dx =

∫

A

f(x) dx+

∫

A

g(x) dx.

v. Áí f ∈ L1(A) êáé c ∈ R, ôüôå cf ∈ L1(A) êáé

∫

A

(cf)(x) dx = c

∫

A

f(x) dx.

vi. Áí f ∈ L1(A), ôüôå |f | ∈ L1(A) êáé

∣

∣

∣

∫

A

f(x) dx
∣

∣

∣
≤
∫

A

|f(x)| dx.
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vii. Áí f ∈ L1(A) êáé B ⊂ A, ôüôå f ∈ L1(B). Áí åðß ðëÝïí f(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ A,

ôüôå
∫

B

f(x) dx ≤
∫

A

f(x) dx.

viii. Áí µ(A) = 0, ôüôå
∫

A

f(x) dx = 0.

ix. Áí f ∈ L1(A) êáé
∫

B

f(x) dx = 0,

ãéá êÜèå B ⊂ A, ôüôå f(x) = 0 ó.ð. óôï A.

ÐáñáôÞñçóç 2.2 (Éóüôçôá óôïé÷åßùí ôïõ L1(A).) Ìéá óõíÝðåéá ôïõ ix. ôïõ ÈåùñÞìá-

ôïò 2.4 êáé ôçò ðñïóèåôéêüôçôáò ôïõ ïëïêëçñþìáôïò åßíáé üôé óýíïëá ìÝôñïõ ìçäÝí

ìðïñïýí íá áãíïçèïýí óôçí ïëïêëÞñùóç. ÄçëáäÞ, áí f êáé g åßíáé äýï ìåôñÞóéìåò

óõíáñôÞóåéò óå Ýíá óýíïëï A êáé f(x) = g(x) ó.ð. óôï A, ôüôå
∫

A

f(x) dx =

∫

A

g(x) dx.

¸ôóé, äýï óôïé÷åßá ôïõ L1(A) èåùñïýìå üôé ôáõôßæïíôáé, áí åßíáé ßóá ó÷åäüí ðáíôïý.

ÅðïìÝíùò, ôá óôïé÷åßá ôïõ L1(A) åßíáé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò óõíáñôÞóåùí, äýï óõ-

íáñôÞóåéò áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç, áí åßíáé ßóåò ó÷åäüí ðáíôïý. ÐáñÜ ôáýôá ôá

óôïé÷åßá ôïõ L1(A) ôá áíáöÝñïõìå óõíÞèùò ùò óõíáñôÞóåéò. Ôïíßæïõìå ðÜíôùò üôé

äåí Ý÷åé íüçìá íá ìéëÜìå ãéá ôçí ôéìÞ óå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï óçìåßï åíüò óôïé-

÷åßïõ ôïõ L1(A).

2.2.3 Ïé ÷þñïé Lp

¸óôù Ω Ýíá ÷ùñßï óôïí R, äçëáäÞ Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ R. ¸óôù

p ≥ 1. Óõìâïëßæïõìå ìå Lp(Ω) ôçí êëÜóç ôùí ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, ðïõ ïñßæï-

íôáé óôï Ω êáé ðáßñíïõí ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, ìå ôçí éäéüôçôá ç |u|p íá åßíáé ïëïêëç-

ñþóéìç óôï Ω, äçëáäÞ
∫

Ω

|u(x)|p dx < ∞.

Óôïé÷åßá ôïõ Lp(Ω), ðïõ åßíáé ßóá ó.ð. óôï Ω, èåùñïýìå üôé ôáõôßæïíôáé. ×Üñéí

åõêïëßáò èá áíáöÝñïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ Lp(Ω) ùò óõíáñôÞóåéò êáé èá ãñÜöïõìå

u ∈ Lp(Ω), áí ç u éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò.
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Ðñüôáóç 2.1 (Ï Lp(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò.) Ï Lp(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò êáé ç

áðåéêüíéóç ‖ · ‖p : Lp(Ω) → R,

‖u‖p :=
(

∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

,

åßíáé íüñìá.

Áðüäåéîç. Ãéá c ∈ R êáé u ∈ Lp(Ω) Ý÷ïõìå

‖cu‖p = |c|
(

∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

= |c| ‖u‖p,

éäéáßôåñá ëïéðüí cu ∈ Lp(Ω).

¸óôù ôþñá u, v ∈ Lp(Ω). Èá áðïäåßîïõìå üôé u + v ∈ Lp(Ω), êáé êáô’ áõôüí ôïí

ôñüðï èá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç üôé ï Lp(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò. Áñ÷ßæïõìå

ìå ôçí ðéï åýêïëç ðåñßðôùóç, p = 1. Ôüôå Ý÷ïõìå

‖u+ v‖1 =

∫

Ω

|u(x) + v(x)| dx ≤
∫

Ω

(

|u(x)| + |v(x)|
)

dx = ‖u‖1 + ‖v‖1,

éäéáßôåñá ëïéðüí u+ v ∈ Lp(Ω). Ãéá p > 1 éó÷ýåé åðßóçò ç åêôßìçóç

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p,

ç ïðïßá ëÝãåôáé áíéóüôçôá ôïõ Minkowski, âë. ôçí ¶óêçóç 2.4. Ç áðüäåéîç ôçò

áíéóüôçôáò ôïõ Minkowski âáóßæåôáé óôçí áíéóüôçôá ôïõ Hölder, óýìöùíá ìå ôçí

ïðïßá éó÷ýåé ôï åîÞò: áí q := p/(p − 1) åßíáé ï ëåãüìåíïò óõæõãÞò åêèÝôçò ôïõ p,

äçëáäÞ ôï q åßíáé ôÝôïéï þóôå
1

p
+

1

q
= 1,

u ∈ Lp(Ω) êáé v ∈ Lq(Ω), ôüôå uv ∈ L1(Ω) êáé ‖uv‖1 ≤ ‖u‖p ‖v‖q, âë. ôçí ¶óêç-

óç 2.3.

ÔÝëïò, éó÷ýåé ‖u‖p ≥ 0, êáé ãéá ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç u, u = 0, Ý÷ïõìå ðñïöá-

íþò ‖u‖p = 0. Åðß ðëÝïí, ãéá u ∈ Lp(Ω), áí ‖u‖p = 0, ôüôå
∫

Ω
|u(x)|p dx = 0, óõíåðþò,

óýìöùíá ìå ôï ix. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.4, |u(x)|p = 0 ó.ð. óôï Ω, äçëáäÞ u(x) = 0 ó.ð.

óôï Ω, ïðüôå u = 0.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò, áðïäåßîáìå üôé ï Lp(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò êáé ç ‖ · ‖p

åßíáé íüñìá óôïí Lp(Ω).

Ìå ôç âïÞèåéá äýï èåìåëéùäþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò èåùñßáò ôçò ïëïêëÞñùóçò

êáôÜ Lebesgue, ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ìïíüôïíçò óýãêëéóçò êáé ôïõ ëÞììáôïò ôïõ Fa-

tou, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé



32 2. Óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç

Èåþñçìá 2.5 (Ðëçñüôçôá ôùí Lp(Ω).) Ïé ÷þñïé Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, åßíáé ðëÞñåéò.

Ðüñéóìá 2.1 (Ï L2(Ω) åßíáé ÷þñïò Hilbert.) Ï ÷þñïò L2(Ω) åßíáé ÷þñïò Hilbert ìå ôï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï

(u, v) :=

∫

Ω

uv dx.

Ó÷üëéï. (Ï ÷þñïò L∞(Ω).) ËÝìå üôé ìéá ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç u óôï Ω åßíáé ïõóéá-

óôéêÜ öñáãìÝíç óôï Ω, áí õðÜñ÷åé óôáèåñÜ K ôÝôïéá þóôå

|u(x)| ≤ K ó.ð. óôï Ω.

Ôï infimum ôùí óôáèåñþíK, ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé áõôÞ ç ó÷Ýóç, ëÝãåôáé ïõóéáóôéêü

supremum ôçò |u| óôï Ω êáé óõìâïëßæåôáé ìå

ess supx∈Ω |u(x)|.

Ï ÷þñïò ôùí ïõóéáóôéêÜ öñáãìÝíùí óõíáñôÞóåùí óôï Ω óõìâïëßæåôáé ìå L∞(Ω).

Ï L∞(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò êáé ç ‖ · ‖∞,

‖u‖∞ := ess supx∈Ω |u(x)|,

åßíáé íüñìá óôïí L∞(Ω). ÌÜëéóôá ï
(

L∞(Ω), ‖ · ‖∞

)

åßíáé ðëÞñçò ÷þñïò.

Åýêïëá ðåßèåôáé êáíåßò, üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìéá óõíÜñôçóç u åßíáé óõíå÷Þò

óôï Ω, ôï ïõóéáóôéêü supremum ôçò ôáõôßæåôáé ìå ôï supremum ôçò.

Ãéá p 6= 2 ïé ÷þñïé Lp(Ω) åßíáé, üðùò áíáöÝñáìå Þäç, ðëÞñåéò, äçëáäÞ ÷þñïé

Banach, áëëÜ ç íüñìá ôïõò äåí ðáñÜãåôáé áðü åóùôåñéêü ãéíüìåíï, äçëáäÞ áõôïß

ïé ÷þñïé äåí åßíáé ÷þñïé Hilbert.

Ïñéóìüò 2.7 (Ðõêíüôçôá êáé äéá÷ùñéóéìüôçôá.) ¸óôù
(

X, ‖ · ‖
)

Ýíáò ÷þñïò ìå íüñìá.

ËÝìå üôé Ýíá õðïóýíïëï S ôïõ X åßíáé ðõêíü óôïí X, áí êÜèå x ∈ X åßíáé üñéï ìéáò

áêïëïõèßáò óôïé÷åßùí ôïõ X, Þ ìå Üëëá ëüãéá áí êÜèå x ìðïñåß íá ðñïóåããéóèåß

üóï êáëÜ èÝëïõìå ìå óôïé÷åßá ôïõ S,

∀ε > 0 ∃y ∈ S ‖x− y‖ < ε.

ËÝìå üôé ï ÷þñïò X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, áí Ý÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï, ðõêíü õðïóýíïëï.
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¸óôù Ω Ýíá ÷ùñßï êáé u ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óôï Ω. ÖïñÝáò ôçò u êáëåßôáé

ç êëåéóôÞ èÞêç ôïõ óõíüëïõ {x ∈ Ω : u(x) 6= 0}. Ôï óýíïëï ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞ-

óåùí óôï Ω ìå öïñÝá Ýíá öñáãìÝíï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï Ω (ðñïóï÷Þ: óôï

Ω, ü÷é óôï Ω̄) óõìâïëßæåôáé ìå C0(Ω). Ï äåßêôçò 0 óå áõôüí ôïí óõìâïëéóìü õðï-

äçëþíåé üôé ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò ìçäåíßæïíôáé óå ðåñéï÷Ýò êïíôÜ óôï óýíïñï ôïõ

Ω.

Ðñüôáóç 2.2 (Ðõêíüôçôá ôïõ C0(Ω) óôïõò Lp(Ω).) Ãéá 1 ≤ p < ∞, ï ÷þñïò C0(Ω) åßíáé

ðõêíüò óôïí Lp(Ω).

Ó÷üëéï. (Ìç ðõêíüôçôá ôïõ C0(Ω) óôïí L∞(Ω).) ¸óôù Ω := (0, 1) êáé u : (0, 1) →
R, u(x) := 1. Ðñïöáíþò u ∈ L∞(Ω). Âåâáéùèåßôå üôé ãéá êÜèå ϕ ∈ C0(Ω) éó÷ýåé

‖u − ϕ‖∞ ≥ 1, ãéá íá ðåéóèåßôå üôé ôï áíôßóôïé÷ï ôçò Ðñüôáóçò 2.2 ãéá p = ∞ äåí

éó÷ýåé.

Ðñüôáóç 2.3 (Äéá÷ùñéóéìüôçôá ôùí Lp(Ω).) Ãéá 1 ≤ p < ∞, ï ÷þñïò Lp(Ω) åßíáé äéá÷ù-

ñßóéìïò.

Ó÷üëéï. (Ìç äéá÷ùñéóéìüôçôá ôïõ L∞(Ω).) Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ï ÷þñïò L∞(Ω)

äåí åßíáé äéá÷ùñßóéìïò.

ÁíáöÝñïõìå áêüìá ôïí ÷þñï L1
loc(Ω), ï ïðïßïò áðïôåëåßôáé áðü ôéò ôïðéêÜ (local-

ly) ïëïêëçñþóéìåò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ, áí Ω1 åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Ω

ôÝôïéï þóôå ôï Ω̄1 íá åßíáé öñáãìÝíï êáé íá ðåñéÝ÷åôáé óôï Ω, ôüôå ïé ðåñéïñéóìïß

ôùí óôïé÷åßùí ôïõ L1
loc(Ω) óôï Ω1 ðåñéÝ÷ïíôáé óôïí L1(Ω1). Ï L1

loc(Ω) åßíáé ãíÞóéïò

õðü÷ùñïò ôïõ L1(Ω). Öåñ’ åéðåßí, ç óõíÜñôçóç u : (0, 1) → R, u(x) := 1/x, áíÞêåé

óôïí L1
loc(0, 1), áöïý, ãéá êÜèå 0 < a < b < 1, ôï ïëïêëÞñùìá

∫ b

a

|u(x)| dx

åßíáé ðåðåñáóìÝíï, áëëÜ äåí áíÞêåé óôïí L1(0, 1), áöïý äåí åßíáé ïëïêëçñþóéìç

óôï äéÜóôçìá (0, 1). Óçìåéþóôå üôé óôïí L1
loc(Ω) äåí ïñßæïõìå êÜðïéá íüñìá.

Ï öïñÝáò supp u ìéáò óõíÜñôçóçò u ∈ L1(Ω) ïñßæåôáé ùò åîÞò: Åßíáé ôï óýíïëï

ôùí óçìåßùí x ∈ Ω̄ ìå ôçí éäéüôçôá üôé ãéá êÜèå δ > 0 õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç

ϕ ∈ C0(x− δ, x+ δ), ôÝôïéá þóôå

∫ x+δ

x−δ

u(y)ϕ(y) dy 6= 0.
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Åýêïëá ðåßèåôáé êáíåßò üôé ï ðáñþí ïñéóìüò ãåíéêåýåé åêåßíïí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç

äþóåé ãéá ôïí öïñÝá óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí.

ÅîïìáëõíôÝò. Èåùñïýìå ðñþôá ôç óõíÜñôçóç ω : R → R,

(2.14) ω(x) :=

{

k · e·e− 1

1−x2 , |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,

ìå ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ k ôÝôïéá þóôå ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ω óôï R íá éóïýôáé ìå

ôç ìïíÜäá. Ðñïöáíþò, suppω = [−1, 1]. Ãéá x ∈ (−1, 1) ç ω åßíáé Üðåéñåò öïñÝò

óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé, ãéá j ∈ N0,

ω(j)(x) = k e
Pj(x)

(1 − x2)j+1
e
− 1

1−x2 ,

ìå êáôÜëëçëá ðïëõþíõìá Pj. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé sje−s → 0, s →
∞, äéáðéóôþíïõìå üôé ω(j)(x) → 0, ôüóï ãéá x → 1− üóï êáé ãéá x → 1+, êáé

ïäçãïýìåèá óôï óõìðÝñáóìá üôé ç ω åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç.

Óçìåéþíïõìå áêüìá üôé

ω(0) = k êáé 0 ≤ ω(x) ≤ k, ãéá êÜèå x ∈ R.

Ãéá ε > 0, èåùñïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç

ϕε : R → R, ϕε(x) :=
1

ε
ω(
x

ε
).

ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ϕε ∈ C∞(R), suppϕε = [−ε, ε], ϕε(0) = k/ε, 0 ≤ ϕε(x) ≤
k/ε, ãéá êÜèå x ∈ R, êáé ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ϕε óôï R éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá.

Ïé óõíáñôÞóåéò ϕε, üðùò êáé êÜèå Üëëç óõíÜñôçóç ìå ôéò ôñåéò èåìåëéþäåéò

éäéüôçôåò á) íá åßíáé ìç áñíçôéêÝò êáé íá Ý÷ïõí óõìðáãÞ öïñÝá, â) íá åßíáé Üðåéñåò

öïñÝò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò êáé ã) íá Ý÷ïõí ïëïêëÞñùìá ßóï ìå ôç ìïíÜäá,

êáëïýíôáé åîïìáëõíôÝò. Áí ãéá ìéá óõíÜñôçóç u : R → R õðÜñ÷åé ôï ïëïêëÞñùìá
∫

R

u(y)ϕε(x− y) dy,

ãéá êÜèå x ∈ R, üðùò óõìâáßíåé ãéá u ∈ L1
loc(R), ôüôå ç óõíÝëéîç ϕε ? u,

(ϕε ? u)(x) :=

∫

R

u(y)ϕε(x− y) dy,

ëÝãåôáé åîïìÜëõíóç Þ ïìáëïðïßçóç ôçò u.
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Óçìåéþíïõìå üôé ç óõíÝëéîç u?v ïñßæåôáé ãåíéêÜ ãéá äýï óõíáñôÞóåéò u, v : R →
R,

(u ? v)(x) :=

∫

R

u(x− y)v(y) dy,

êáé üôé u ? v = v ? u. Ïé ìáèçìáôéêïß áñÝóêïíôáé íá áíáöÝñïíôáé óôç óõíÝëéîç ùò

ôïí ôÝëåéï ãÜìï, áöïý ôï ‘ðáéäß’ u ? v êëçñïíïìåß ‘ïðïéáäÞðïôå’ êáëÞ éäéüôçôá Ý÷åé

Ýíáò åê ôùí ãïíÝùí u êáé v.

Ç åîïìÜëõíóç äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá ãßíåôáé ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ϕε, áëëÜ ìðï-

ñåß íá ãßíåôáé ìå ïðïéïíäÞðïôå Üëëïí åîïìáëõíôÞ. Åìåßò åäþ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå

ôïõò åîïìáëõíôÝò ϕε.

Óôç óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò ôçò åîïìÜëõíóçò.

Èåþñçìá 2.6 (Éäéüôçôåò åîïìáëýíóåùí.) ¸óôù Ω ⊂ R êáé u : Ω → R ìéá óõíÜñôçóç.

Åðåêôåßíïõìå ôç u óå üëï ôï R ìå u(x) := 0, ãéá êÜèå x 6∈ Ω. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. Áí u ∈ L1
loc(R), ôüôå ϕε ? u ∈ C∞(R).

ii. Áí u ∈ L1
loc(R) êáé ï öïñÝáò ôçò u åßíáé êëåéóôüò êáé öñáãìÝíïò êáé ðåñéÝ÷åôáé óôï

Ω, ôüôå ϕε ?u ∈ C∞(Ω) êáé, ãéá ε ìéêñüôåñï áðü ôçí áðüóôáóç ìåôáîý ôïõ öïñÝá ôçò

u êáé ôïõ óõíüñïõ ôïõ Ω, ï öïñÝáò ôçò óõíÝëéîçò Ý÷åé ôéò ßäéåò éäéüôçôåò.

iii. Áí u ∈ Lp(Ω) êáé 1 ≤ p < ∞, ôüôå ϕε ? u ∈ Lp(Ω). Åðß ðëÝïí

‖ϕε ? u‖p ≤ ‖u‖p êáé lim
ε→0+

‖ϕε ? u− u‖p = 0.

iv. Áí u ∈ C(Ω), ôüôå limε→0+(ϕε ? u)(x) = u(x) ïìïéüìïñöá óå êÜèå êëåéóôü êáé

öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Ω.

v. Áí u ∈ C(Ω̄), ôüôå limε→0+(ϕε ? u)(x) = u(x) ïìïéüìïñöá óôï Ω.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá áðüññïéá ôùí ii. êáé iii. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.6 åßíáé ôï áêüëïõ-

èï Ðüñéóìá, ðáñÜâáëå ìå ôçí Ðñüôáóç 2.2, ãéá ôïí ÷þñï C∞
0 (Ω), ðïõ áðïôåëåßôáé

áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ C0(Ω) ðïõ åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìá.

Ðüñéóìá 2.2 (Ðõêíüôçôá ôïõ C∞
0 (Ω) óôïõò Lp(Ω).) Ãéá 1 ≤ p < ∞, ï ÷þñïò C∞

0 (Ω)

åßíáé ðõêíüò óôïí Lp(Ω).
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2.3 ×þñïé ôïõ Sobolev

¸÷ïíôáò ðëÝïí åîïéêåéùèåß ìå ôïõò ÷þñïõò Lp, ðñï÷ùñïýìå óôï ðáñüí åäÜöéï óôï

êýñéï áíôéêåßìåíï áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ, ôçí åéóáãùãÞ ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå

ìßá äéÜóôáóç. Ïõóéáóôéêü ñüëï óôïõò ÷þñïõò ôïõ Sobolev ðáßæïõí ïé ëåãüìåíåò

ãåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé. Óôï åäÜöéï ðïõ áêïëïõèåß èá áó÷ïëçèïýìå ëïéðüí ìå ãå-

íéêåõìÝíåò ðáñáãþãïõò êáé ìåôÜ èá åßìáóôå óå èÝóç íá ìéëÞóïõìå ãéá ÷þñïõò ôïõ

Sobolev.

2.3.1 ÃåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé

Ïé ÷þñïé ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç ìðïñïýí íá ïñéóèïýí óå ïðïéïäÞðïôå áíïé-

êôü õðïóýíïëï ôïõ R. Óôéò åöáñìïãÝò, üìùò, ôá ðñïâëÞìáôá åìöáíßæïíôáé óå äéá-

óôÞìáôá I, I = (a, b) Þ I = (−∞, b) Þ I = (a,∞) Þ I = R, ìå a, b ∈ R. ÊáôÜ óõíÝðåéá

èá ðåñéïñéóôïýìå åäþ óôçí ðåñßðôùóç ôÝôïéùí ÷ùñßùí, êáé ìüíï óå êÜðïéá ðáñá-

äåßãìáôá èá ðáñåêêëßíïõìå áðü áõôüí ôïí êáíüíá.

Óõìâïëßæïõìå ìå C∞
0 (I) ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí, ðïõ ïñßæïíôáé óôï I, åßíáé

Üðåéñåò öïñÝò ðáñáãùãßóéìåò êáé Ý÷ïõí óõìðáãÞ öïñÝá ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï I. Ï

C∞
0 (I) ëÝãåôáé ÷þñïò äïêéìÞò, Þ ÷þñïò åëÝã÷ïõ, êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ ëÝãïíôáé óõíáñ-

ôÞóåéò äïêéìÞò. Óõ÷íÜ ï ÷þñïò C∞
0 (I) óõìâïëßæåôáé ìå D(I). Áðü ôï ii. ôïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò 2.6 Ýðåôáé éäéáßôåñá üôé ï ÷þñïò C∞
0 (I) ðåñéÝ÷åé êáé ìç ôåôñéììÝíá óôïé÷åßá.

Ãéá áõôü ôï ãåãïíüò ìðïñåß íá ðåéóèåß êáíåßò êáé ùò åîÞò: Ãéá x? ∈ R, èåùñïýìå

ôç óõíÜñôçóç ψε : R → R, ψε(x) := ω
(

(x − x?)/ε
)

. Ç ψε Ý÷åé êáôÜ ôá ëïéðÜ ôéò

éäéüôçôåò ôïõ åîïìáëõíôÞ ϕε, áëëÜ ï öïñÝáò ôçò åßíáé ôï äéÜóôçìá [x? − ε, x? + ε].

ÔÝëïò, ãéá x? ∈ I êáé áñêåôÜ ìéêñü ε, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ï ðåñéïñéóìüò ôçò

óõíÜñôçóçò ψε óôï I áíÞêåé óôïí ÷þñï C∞
0 (I).

¸óôù u ∈ C1(I). Ôüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ ôçí ðáñÜãùãï

ôçò u óå êÜèå óçìåßï ôïõ I. Áõôü äåí ìðïñåß íá ãßíåé ìå óõíáñôÞóåéò, öåñ’ åéðåßí,

u ∈ L1
loc(I), áöïý ïýôå êáí ãéá ôéò ôéìÝò ôïõò óå êÜèå óçìåßï x ∈ I äåí ìðïñïýìå

íá ìéëÞóïõìå. Ãéá íá ïäçãçèïýìå óå ìéá ãåíßêåõóç ôçò Ýííïéáò ôçò ðáñáãþãïõ,

áò äïýìå êáô’ áñ÷Üò ìéá Üëëç éäéüôçôá ôçò u′, ðÜíôá ãéá u ∈ C1(I), óôçí ïðïßá

õðåéóÝñ÷ïíôáé ìüíï ïëïêëçñþìáôá, êáé ü÷é ôéìÝò óå óçìåßá.

¸óôù ëïéðüí u ∈ C1(I). Ìå ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç, áìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé

(2.15)

∫

I

u′ϕdx = −
∫

I

uϕ′ dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).
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Åßíáé åýêïëï íá ðåéóèåß êáíåßò üôé ç ó÷Ýóç (2.15) ÷áñáêôçñßæåé ôç u′. ÐñÜãìáôé,

Ýóôù v ∈ C(I) ôÝôïéá þóôå

(2.16)

∫

I

vϕ dx = −
∫

I

uϕ′ dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Áðü ôéò (2.15) êáé (2.16) Ýðåôáé üôé

(2.17)

∫

I

(u′ − v)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

ÈÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå üôé u′ = v. ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé ãéá êÜðïéï x? ∈ I

éó÷ýåé u′(x?) 6= v(x?), êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò üôé u′(x?) >

v(x?), êáé èá ïäçãçèïýìå óå Üôïðï. Êáô’ áñ÷Üò, áöïý ïé u′ êáé v åßíáé óõíå÷åßò,

õðÜñ÷åé δ > 0 ôÝôïéï þóôå u′(x) > v(x), ãéá êÜèå x ∈ (x? − δ, x? + δ). ÅðéëÝãïíôáò

ôç óõíÜñôçóç äïêéìÞò ϕ Ýôóé þóôå íá ðáßñíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò êáé íá Ý÷åé

öïñÝá ôï äéÜóôçìá [x? − δ, x? + δ], êáé áõôÞ ç åðéëïãÞ åßíáé åöéêôÞ, üðùò Ý÷ïõìå

Þäç äåé, äéáðéóôþíïõìå üôé

∫

I

(u′ − v)ϕdx =

∫ x?+δ

x?−δ

(u′ − v)ϕdx > 0,

Üôïðï, áöïý áíôßêåéôáé óôç (2.17). Óõíåðþò, ç (2.15) ÷áñáêôçñßæåé üíôùò ôç u′.

Ç (2.15) áðïôåëåß ôï êßíçôñï ãéá ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 2.8 (ÃåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé.) ¸óôù u, v ∈ L1
loc(I). ËÝìå üôé ç v åßíáé ãåíé-

êåõìÝíç (Þ áóèåíÞò) (ðñþôç) ðáñÜãùãïò ôçò u, áí

(2.18)

∫

I

uϕ′ dx = −
∫

I

vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Ó÷üëéï. (Ìïíáäéêüôçôá ãåíéêåõìÝíùí ðáñáãþãùí.) ÖõóéêÜ, åßíáé äõíáôüí åßôå íá

õðÜñ÷åé åßôå íá ìçí õðÜñ÷åé ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ìéáò óõíÜñôçóçò ôïõ L1
loc(I).

ÐÜíôùò áðïäåéêíýåôáé ìïíáäéêüôçôá ôçò áóèåíïýò ðáñáãþãïõ. ÐñÜãìáôé, áí v, ṽ ∈
L1

loc(I) áóèåíåßò ðáñÜãùãïé ìéáò óõíÜñôçóçò ôïõ L1
loc(I), ôüôå

(2.19)

∫

I

(v − ṽ)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

ÈÝôïõìå w := v − ṽ êáé áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç w ìçäåíßæåôáé óå êÜèå õðï-

äéÜóôçìá I1 = (a1, b1) ôïõ I. Èåùñïýìå ðñïò ôïýôï Ýíá äéÜóôçìá I2 = (a2, b2) ìå
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a2, b2 ∈ I, a2 < a1 êáé b2 > b1. ÈÝôïõìå ŵ := w · χI2 , üðïõ χI2 ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ

óõíÜñôçóç ôïõ I2. ¸óôù ε1 := min(a1 − a2, b2 − b1). Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá

ε < ε1 êáé x ∈ I1 éó÷ýåé

(ϕε ? ŵ)(x) =

∫

R

ŵ(y)ϕε(x− y) dy =

∫ x+ε

x−ε

w(y)ϕε(x− y) dy

=

∫

I

w(y)ϕε(x− y) dy.

¼ìùò, ãéá ôá x êáé ε ðïõ áíáöÝñèçêáí, éó÷ýåé ϕε(x − ·) ∈ C∞
0 (I), ïðüôå, óýìöùíá

ìå ôç (2.19), (ϕε ? w)(x) = 0, äçëáäÞ

(2.20) (ϕε ? ŵ)(x) = 0 ∀x ∈ I1.

ÅðïìÝíùò,
∫

I1

|w| dx =

∫

I1

|ϕε ? ŵ − ŵ| dx ≤
∫

I2

|ϕε ? ŵ − ŵ| dx.

ÁëëÜ, ŵ ∈ L1(I2), ïðüôå, óýìöùíá ìå ôï iii. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.6, ôï äåîéü ìÝëïò

áõôÞò ôçò áíéóüôçôáò ôåßíåé óôï ìçäÝí êáèþò ôï ε ôåßíåé óôï ìçäÝí. Óõíåðþò, ç w

ìçäåíßæåôáé óôï I1. Óçìåéþíïõìå üôé, áí êáíåßò õðïèÝóåé üôé ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò

áíÞêåé óå êÜðïéïí ÷þñï Lp(I), ìå 1 < p < ∞, ôüôå ç áðüäåéîç ìðïñåß íá áðëïðïéç-

èåß ðïëý, âë. ôçí ¶óêçóç 2.10.

Ðüñéóìá 2.3 (ÌåôáâïëéêÞ ó÷Ýóç ðïõ éó÷ýåé ìüíï ãéá ôç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç.) ¸óôù v ∈
L1

loc(I) ìéá óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå
∫

I

vϕ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Ôüôå v = 0.

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï ïñßæåôáé êáé ç ðáñÜãùãïò v ∈ L1
loc(I), ïðïéáóäÞðïôå ôÜîçò

j ∈ N, ìéáò óõíÜñôçóçò u ∈ L1
loc(I) ùò ôï ìïíáäéêü óôïé÷åßï, áí õðÜñ÷åé, ôÝôïéï

þóôå

(2.21)

∫

I

uϕ(j) dx = (−1)j

∫

I

vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Óçìåéþíïõìå üôé ç áóèåíÞò äåýôåñç ðáñÜãùãïò, öåñ’ åéðåßí, äåí ïñßæåôáé ùò ç ðñþ-

ôç ðáñÜãùãïò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ, áëëÜ êáô’ åõèåßáí. Áõôü åßíáé éäéáßôåñá óç-

ìáíôéêü óôéò ðåñéóóüôåñåò äéáóôÜóåéò, üðïõ åßíáé ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí äõíáôüí íá

õðÜñ÷åé ç uxy ÷ùñßò íá õðÜñ÷åé êáììßá áðü ôéò ux êáé uy.
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Ôïíßæïõìå åðßóçò üôé óôïí ïñéóìü (2.21) ïé óõíáñôÞóåéò äïêéìÞò èá ìðïñïýóáí

åî ßóïõ êáëÜ íá ëçöèïýí ùò óõíáñôÞóåéò j öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò ìå óõ-

ìðáãÞ öïñÝá, äçëáäÞ ùò óôïé÷åßá ôïõ ÷þñïõ Cj
0(I). Óôç (2.18) ï áíôßóôïé÷ïò ÷þñïò

äïêéìÞò èá Þôáí öõóéêÜ ï C1
0(I). Âë. ôçí ¶óêçóç 2.11.

Ðáñáäåßãìáôá 2.1 Äßíïõìå ôþñá ôñßá ðáñáäåßãìáôá áóèåíþí ðáñáãþãùí.

1. ¸óôù I := (0, 2) êáé u : I → R,

u(x) :=

{

x, áí 0 < x ≤ 1,

1, áí 1 < x < 2.

Ôüôå ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò u′ ôçò u åßíáé

u′(x) =

{

1, áí 0 < x ≤ 1,

0, áí 1 < x < 2.

ÐñÜãìáôé, ãéá ϕ ∈ C∞
0 (I), Ý÷ïõìå

∫ 2

0
uϕ′ dx =

∫ 1

0
xϕ′(x) dx+

∫ 2

1
ϕ′(x) dx

=
[

xϕ(x)
]x=1

x=0
−
∫ 1

0
ϕ(x) dx+ ϕ(2) − ϕ(1)

= ϕ(1) −
∫ 1

0
ϕ(x) dx− ϕ(1)

= −
∫ 1

0
ϕ(x) dx = −

∫ 2

0
u′ϕ(x) dx.

Óçìåéþóôå üôé áí ôñïðïðïéÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç u, áëëÜæïíôáò ôéò ôéìÝò ôçò óå ðåðåñá-

óìÝíïõ ðëÞèïõò óçìåßá (Þ áêüìá êáé óå áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óçìåßùí), áõôÞ äåí áëëÜæåé

ùò óôïé÷åßï ôïõ L1
loc, óõíåðþò åîáêïëïõèåß íá Ý÷åé áóèåíÞ ðáñÜãùãï, êáé ìÜëéóôá ôçí ßäéá

üðùò êáé ðñéí ôçí ôñïðïðïßçóç.

Óçìåéþóôå áêüìç üôé ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ìéáò óõíå÷ïýò, êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷þò ðáñá-

ãùãßóéìçò óõíÜñôçóçò óå Ýíá äéÜóôçìá I óõìðßðôåé ìå ôçí êëáóéêÞ ðáñÜãùãï, åêåß üðïõ

ç êëáóéêÞ ðáñÜãùãïò ïñßæåôáé (ôá åíáðïìåßíáíôá óçìåßá Ý÷ïõí ìÝôñï ìçäÝí êáé äåí ìáò

åíï÷ëïýí).

2. ¸óôù I := (0, 2) êáé u : I → R,

u(x) :=

{

x, áí 0 < x ≤ 1,

2, áí 1 < x < 2.
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ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç äåí Ý÷åé áóèåíÞ ðáñÜãùãï óôïí L1
loc(0, 2). Ãéá íá ôï äïýìå áõôü, õðïèÝ-

ôïõìå üôé ìéá óõíÜñôçóç v ∈ L1
loc(0, 2) åßíáé áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ôçò u, äçëáäÞ üôé

(2.22)

∫ 2

0
uϕ′ dx = −

∫ 2

0
vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞

0 (0, 2),

êáé èá ïäçãçèïýìå óå Üôïðï. Áðü ôç (2.22) ðñïêýðôåé, ìå ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç,

−
∫ 2

0
vϕ dx =

∫ 2

0
uϕ′ dx =

∫ 1

0
xϕ′(x) dx+ 2

∫ 2

1
ϕ′(x) dx = −

∫ 1

0
ϕ(x) dx− ϕ(1),

äçëáäÞ

(2.23)

∫ 1

0
vϕ dx =

∫ 1

0
ϕ(x) dx+ ϕ(1), ∀ϕ ∈ C∞

0 (0, 2).

Ìå ôç óõíÜñôçóç ω ôçò (2.14), èåùñïýìå ôþñá ôéò óõíáñôÞóåéò ωm,

ωm(x) :=
1

k
ω
(

m(x− 1)
)

, m ≥ 2.

ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ωm(1) = 1, 0 ≤ ωm(x) ≤ 1, ãéá êÜèå x ∈ (0, 2), êáé suppωm =

[1 − 1
m , 1 + 1

m ]. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôç (2.23), Ý÷ïõìå, ãéá ϕ := ωm,

ωm(1) =

∫ 2

0
vωm dx−

∫ 1

0
ωm dx

Þ

1 =

∫ 2

0
vωm dx−

∫ 1

0
ωm dx.

ÁëëÜ,

lim
m→∞

∫ 2

0
vωm dx = 0 êáé lim

m→∞

∫ 1

0
ωm dx = 0,

ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç äßíåé 1 = 0, Üôïðï.

Óçìåéþóôå üôé ðáñüìïéá êáôÜóôáóç Ý÷ïõìå üôáí ç óõíÜñôçóç ïñßæåôáé óå Ýíá äéÜóôçìá

êáé äåí åßíáé ó÷åäüí ðáíôïý ßóç ìå ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç. ÐñïóÝîôå üôé áõôü åßíáé åíôå-

ëþò äéáöïñåôéêü áðü ôï íá åßíáé ç óõíÜñôçóç ó÷åäüí ðáíôïý óõíå÷Þò. Óå ðåñéóóüôåñåò

äéáóôÜóåéò õðÜñ÷ïõí óõíáñôÞóåéò ðïõ äåí åßíáé ó÷åäüí ðáíôïý ßóåò ìå ìéá óõíå÷Þ óõíÜñ-

ôçóç, óå Ýíá ïñèïãþíéï, öåñ’ åéðåßí, êáé ðáñÜ ôáýôá Ý÷ïõí áóèåíåßò ðáñáãþãïõò ðñþôçò

ôÜîåùò.

3. ¸óôù I := (0, 2) \ {1} êáé u : I → R,

u(x) :=

{

x, áí 0 < x < 1,

2, áí 1 < x < 2.

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï I, éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷åé

áóèåíåßò ðáñáãþãïõò êÜèå ôÜîçò. Óçìåéþóôå üôé, áíôßèåôá ìå üôé óõíÝâáéíå óôï ðñïçãïý-

ìåíï ðáñÜäåéãìá, åäþ üëåò ïé óõíáñôÞóåéò äïêéìÞò ìçäåíßæïíôáé óôï óçìåßï 1.
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2.3.2 ×þñïé ôïõ Sobolev

¸óôù I Ýíá äéÜóôçìá, üðùò óôçí áñ÷Þ ôçò åíüôçôáò 2.3.1. ¸óôù p ∈ [1,∞] êáé

k ∈ N.

Ïñéóìüò 2.9 (×þñïé ôïõ Sobolev.) Ï ÷þñïò ôïõ Sobolev W k,p := W k,p(I) áðïôåëåßôáé

áðü ôéò óõíáñôÞóåéò u ∈ Lp(I) ðïõ Ý÷ïõí áóèåíåßò ðáñáãþãïõò u′, u′′, . . . , u(k), ôÜîçò

Ýùò êáé k, êáé üëåò áõôÝò ïé ðáñÜãùãïé áíÞêïõí óôïí Lp(I). Óôïí W k,p ïñßæïõìå ôç

íüñìá ‖ · ‖k,p,

‖u‖k,p :=
(

k
∑

j=0

‖u(j)‖p
Lp

)1/p

, áí p < ∞,

êáé, ãéá p = ∞,

‖u‖k,∞ :=
k
∑

j=0

‖u(j)‖L∞.

¼ôé ç ‖ · ‖k,p åßíáé üíôùò íüñìá óôïí W k,p áðïäåéêíýåôáé åýêïëá, ìå ôçí áíé-

óüôçôá ôïõ Minkowski óôïí Rk+1, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ãåãïíüò üôé ç ‖ · ‖Lp

(üðùò ãñÜöïõìå ôþñá áíôß ôçò ‖ · ‖p ãéá óáöÞíåéá) åßíáé íüñìá óôïí Lp(I), âë. ôçí

¶óêçóç 2.9.

Ãéá p = 2 ãñÜöïõìå óõíÞèùò Hk áíôß ãéá W k,2. Ï ëüãïò åßíáé üôé, üðùò èá äïýìå

óôç óõíÝ÷åéá, áõôïß ïé ÷þñïé åßíáé ÷þñïé Hilbert. Ôï áíôßóôïé÷ï åóùôåñéêü ãéíüìå-

íï (·, ·)k äßíåôáé ùò åîÞò

(u, v)k :=
k
∑

j=0

(u(j), v(j)), ∀u, v ∈ Hk,

üðïõ (·, ·) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí L2(I),

(u, v) :=

∫

I

uv dx.

Åðßóçò, èá óõìâïëßæïõìå ãéá áðëüôçôá ìå ‖ · ‖k, áíôß ãéá ‖ · ‖k,2, ôç íüñìá ôïõ Hk,

óôç óõíÝ÷åéá· êßíäõíïò íá ðñïêëçèåß óýã÷õóç ìå ôç íüñìá ôïõ Lp äåí èá õðÜñîåé,

áöïý ôá óõìöñáæüìåíá äåí èá áöÞíïõí ôÝôïéá ðåñéèþñéá. Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé

éóôïñéêÜ ïñßóôçêáí ïé ÷þñïé W k,p êáé Hk,p ìå äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áðåäåß÷èç

üìùò åê ôùí õóôÝñùí üôé áõôïß ïé ïñéóìïß ïäçãïýóáí óôïõò ßäéïõò ÷þñïõò.
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Èåþñçìá 2.7 (Ðëçñüôçôá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev.) Ïé ÷þñïé ôïõ SobolevW k,p := W k,p(I),

k ∈ N êáé p ∈ [1,∞], åßíáé ðëÞñåéò.

Áðüäåéîç. ¸óôù (um)m∈N ⊂ W k,p := W k,p(I) ìéá áêïëïõèßá Cauchy, äçëáäÞ áêï-

ëïõèßá Cauchy ùò ðñïò ôç íüñìá ‖ · ‖k,p. Ôüôå, ãéá êÜèå j ∈ {0, . . . , k}, ç áêïëïõèßá
(

u
(j)
m

)

m∈N
åßíáé, ðñïöáíþò áêïëïõèßá Cauchy óôïí Lp(I). Ëüãù ôçò ðëçñüôçôáò ôïõ

Lp(I) õðÜñ÷ïõí åðïìÝíùò óõíáñôÞóåéò vj ∈ Lp(I) ôÝôïéåò þóôå

u(j)
m → vj , m → ∞, óôïí Lp(I).

Éäéáßôåñá, ëïéðüí,

um → v0 =: u, m → ∞, óôïí Lp(I).

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé u ∈ W k,p êáé üôé

um → u, m → ∞, óôïí W k,p(I),

êáé êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï èá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò.

¸óôù ëïéðüí ϕ ∈ C∞
0 (I) ìéá óõíÜñôçóç äïêéìÞò. Ôüôå, ãéá j ∈ {1, . . . , k},
∫

I

umϕ
(j) dx = (−1)j

∫

I

u(j)
m ϕdx.

ÁöÞíïíôáò åäþ ôï m íá ôåßíåé óôï Üðåéñï, ôï áñéóôåñü êáé ôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò

ôçò ó÷Ýóçò ôåßíïõí, áíôßóôïé÷á, óôá
∫

I

uϕ(j) dx êáé (−1)j

∫

I

vjϕdx,

âë. êáé ôçí ¶óêçóç 2.5, Ý÷ïõìå äçëáäÞ üôé
∫

I

uϕ(j) dx = (−1)j

∫

I

vjϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò u(j) ôçò u, ãéá j ∈ {1, . . . , k}, êáé ìÜëéóôá

u(j) = vj, j = 1, . . . , k. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôï ãåãïíüò üôé vj ∈ Lp(I), äéáðéóôþ-

íïõìå áìÝóùò üôé u(j) ∈ Lp(I), j = 0, . . . , k, ïðüôå, öõóéêÜ, u ∈ W k,p. Åðß ðëÝïí, ãéá

1 ≤ p < ∞,

‖u− um‖p
k,p =

k
∑

j=0

‖u(j) − u(j)
m ‖p

Lp =
k
∑

j=0

‖vj − u(j)
m ‖p

Lp → 0, m → ∞,
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êáé, ðáñüìïéá, ãéá p = ∞,

‖u− um‖k,∞ =
k
∑

j=0

‖u(j) − u(j)
m ‖L∞ =

k
∑

j=0

‖vj − u(j)
m ‖L∞ → 0, m → ∞,

äçëáäÞ um → u, m → ∞, óôïí W k,p(I), êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

Åýêïëá ðåßèåôáé êáíåßò ãéá ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò áóèåíþí ðáñáãþãùí· ç áðü-

äåéîç áõôþí ôùí éäéïôÞôùí áöÞíåôáé ùò ¶óêçóç.

Ðñüôáóç 2.4 (Óôïé÷åéþäåéò éäéüôçôåò áóèåíþí ðáñáãþãùí.) ¸óôù u, v ∈ W k,p(I) êáé

j ∈ {0, . . . , k}. Ôüôå éó÷ýïõí

i. u(j) ∈ W k−j,p(I) êáé
(

u(j)
)(i)

=
(

u(i)
)(j)

= u(j+i), ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , k − j}.
ii. Ãéá λ, µ ∈ R, éó÷ýåé λu + µv ∈ W k,p(I) êáé (λu + µv)(j) = λu(j) + µv(j), ãéá

j ∈ {0, . . . , k}.
iii. Áí J åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï (õðïäéÜóôçìá) ôïõ I, ôüôå ï ðåñéïñéóìüò ôçò u óôï

J áíÞêåé óôïí W k,p(J).

iv. Áí ζ : I → R åßíáé ìéá óõíÜñôçóç, k öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óôï I, êáé ôÝôïéá þóôå ïé

ðáñÜãùãïé ζ(j), j = 0, . . . , k, íá åßíáé öñáãìÝíåò, ôüôå ζu ∈ W k,p(I) êáé ïé áóèåíåßò

ðáñÜãùãïé ôçò ζu äßíïíôáé áðü ôïí ôýðï ôïõ Leibniz,

(ζu)(j) =

j
∑

i=0

(

j

i

)

ζ(i) u(j−i), j = 1, . . . , k.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá êáô’ áñ÷Üò óå äýï ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá íá ðñïå-

ôïéìÜóïõìå ôï Ýäáöïò ãéá íá áðïäåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá Ýíá âáóéêü èåþñçìá.

ËÞììá 2.1 (ÌçäåíéêÞ áóèåíÞò ðáñÜãùãïò óõíåðÜãåôáé óôáèåñÞ óõíÜñôçóç.) ¸óôù I =

(a, b) Ýíá äéÜóôçìá êáé ìéá óõíÜñôçóç u ∈ L1
loc(I) ôÝôïéá þóôå

∫

I

uϕ′ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Ôüôå õðÜñ÷åé óôáèåñÜ C ôÝôïéá þóôå u(x) = C ó.ð. óôï I.

Áðüäåéîç. ¸óôù ψ ∈ C∞
0 (I) ìéá óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå

∫

I
ψ(x) dx = 1. ÈÝôïõìå

C :=

∫

I

u(x)ψ(x) dx
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êáé èá áðïäåßîïõìå üôé u(x) = C ó.ð. óôï I. Ãéá w ∈ C∞
0 (I), ïñßæïõìå ôéò óõíáñôÞ-

óåéò h êáé ϕ,

h := w −
∫

I

w(s) ds · ψ, ϕ(x) :=

∫ x

a

h(s) ds.

Ðñïöáíþò, h ∈ C∞
0 (I) êáé, ãéá êáôÜëëçëá a1, b1 ∈ (a, b), supp h ⊂ [a1, b1] ⊂ I.

ÁìÝóùò äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé

ϕ(x) = 0 ãéá x ∈ (a, a1) ∪ (b1, b).

Éäéáßôåñá, ϕ ∈ C∞
0 (I). Åðßóçò, ϕ′(x) = w(x)−

∫

I
w(s) ds ·ψ(x). Ãéá áõôÞ ôçí åðéëïãÞ

ôçò óõíÜñôçóçò äïêéìÞò, ç õðüèåóÞ ìáò äßíåé

0 =

∫

I

uϕ′ dx =

∫

I

u(x)w(x) dx−
∫

I

w(s) ds ·
∫

I

u(x)ψ(x) dx

=

∫

I

u(x)w(x) dx−
∫

I

Cw(s) ds =

∫

I

[u(x) − C]w(x) dx,

óõíåðþò
∫

I

(u− C)w dx = 0 ∀w ∈ C∞
0 (I).

Áðü ôï Ðüñéóìá 2.3 Ýðåôáé üôé u(x) = C ó.ð. óôï I.

Ãéá a < b óõìâïëßæïõìå ìå
∫ a

b
u dx, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ïëïêëçñþìá-

ôïò ôïõ Riemann, ôï −
∫ b

a
u dx.

ËÞììá 2.2 (ÁóèåíÞò ðáñÜãùãïò ïëïêëçñþìáôïò.) ¸óôù I = (a, b) Ýíá äéÜóôçìá, v ∈
L1

loc(I) êáé y0 ∈ I. Ôüôå, üðùò åßíáé ãíùóôü áðü ôç Èåùñßá ÌÝôñïõ, ç óõíÜñôçóç u : I →
R,

u(x) :=

∫ x

y0

v(s) ds,

åßíáé óõíå÷Þò óôï I. Åðß ðëÝïí,
∫

I

uϕ′ dx = −
∫

I

vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I),

äçëáäÞ ç v åßíáé áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ôçò u.

Áðüäåéîç. ¸óôù ϕ ∈ C∞
0 (I). Ôüôå

0 =

∫

I

uϕ′ dx =

∫

I

(

∫ x

y0

v(s) ds
)

ϕ′(x) dx

= −
∫ y0

a

(

∫ y0

x

v(s) ds
)

ϕ′(x) dx+

∫ b

y0

(

∫ x

y0

v(s) ds
)

ϕ′(x) dx.
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Ôþñá, ï ðñþôïò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

−
∫ y0

a

(

∫ y0

x

v(s) ds
)

ϕ′(x) dx = −
∫ y0

a

(

∫ y0

x

v(s)ϕ′(x) ds
)

dx.

Óýìöùíá ìå Ýíá âáóéêü áðïôÝëåóìá ôçò Èåùñßáò ÌÝôñïõ, ôï èåþñçìá ôïõ Fubini,

ôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ôï äéðëü ïëïêëÞñùìá óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìå êïñõöÝò ôá

óçìåßá (a, a), (a, y0) êáé (y0, y0). Ôï ßäéï èåþñçìá ìáò åðéôñÝðåé íá áëëÜîïõìå ôç

óåéñÜ ïëïêëÞñùóçò, ïðüôå Ý÷ïõìå

−
∫ y0

a

(

∫ y0

x

v(s) ds
)

ϕ′(x) dx = −
∫ y0

a

(

∫ s

a

v(s)ϕ′(x) dx
)

ds

= −
∫ y0

a

v(s)
(

∫ s

a

ϕ′(x) dx
)

ds = −
∫ y0

a

v(s)ϕ(s) ds.

Ðáñüìïéá, ãéá ôïí äåýôåñï üñï Ý÷ïõìå

∫ b

y0

(

∫ x

y0

v(s) ds
)

ϕ′(x) dx = −
∫ b

y0

v(s)ϕ(s) ds.

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá Ýðåôáé áìÝóùò ôï æçôïýìåíï.

Ó÷üëéï. (Ôï ïëïêëÞñùìá óõíÜñôçóçò ôïõ Lp áíÞêåé óôïí W 1,p.) ¸óôù v ∈ L1(I). Áí

ç óõíÜñôçóç u ðïõ ðñïêýðôåé ìå ïëïêëÞñùóç ôçò v, üðùò óôï ËÞììá 2.2, áíÞêåé

óôïí Lp(I) (êáé áõôü óõìâáßíåé ðÜíôá, áí ôï I åßíáé öñáãìÝíï), ôüôå, óýìöùíá ìå ôï

ËÞììá 2.2, áíÞêåé êáé óôïí W 1,p, u ∈ W 1,p.

ÌåôÜ ôá äýï âïçèçôéêÜ ËÞììáôá åñ÷üìáóôå ôþñá óå Ýíá âáóéêü áðïôÝëåóìá.

Óýìöùíá ìå áõôü, óôçí êëÜóç êÜèå óõíÜñôçóçò ôïõ W 1,p(I), üðïõ I Ýíá äéÜóôçìá,

õðÜñ÷åé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, Ýíáò óõíå÷Þò åêðñüóùðïò ôçò u. Ìå Üëëá ëüãéá

ç u åßíáé ó÷åäüí ðáíôïý ßóç ìå ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç (éäéüôçôá ðïëý éó÷õñüôåñç

áðü ôï íá åßíáé ç u ó÷åäüí ðáíôïý óõíå÷Þò). Áõôü, ìåôáîý Üëëùí, ìáò ðáñÝ÷åé ôç

äõíáôüôçôá íá ìéëÜìå ãéá ôçí ôéìÞ ôçò u óå Ýíá óçìåßï (êÜôé ìç åöéêôü ãéá óôïé÷åßá

ôïõ Lp(I)) êáé ìå áõôü åííïïýìå ôçí ôéìÞ ôïõ óõíå÷ïýò åêðñïóþðïõ ôçò u.

Èåþñçìá 2.8 (ÓõíÝ÷åéá óôïé÷åßùí ôïõ W 1,p.) ¸óôù I = (a, b) Ýíá äéÜóôçìá êáé ìéá óõ-

íÜñôçóç u ∈ W 1,p(I). Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò óõíå÷Þò áíôéðñüóùðïò óôçí êëÜóç ôçò u, äçëáäÞ

ìéá óõíÜñôçóç ũ, óõíå÷Þò óôï Ī , ôÝôïéá þóôå ũ = u ó.ð. óôï I. ÌÜëéóôá éó÷ýåé

ũ(x) − ũ(y) =

∫ x

y

u′(s) ds ∀x, y ∈ Ī .
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Áðüäåéîç. ¸óôù y0 ∈ I. Ðñïöáíþò éó÷ýåé u′ ∈ Lp(I), ïðüôå, éäéáßôåñá u ∈ L1
loc(I).

Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ū : I → R ùò

ū(x) :=

∫ x

y0

u′(s) ds.

Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 2.2 Ý÷ïõìå ū ∈ C(I) êáé
∫

I

ūϕ′ dx = −
∫

I

u′ϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôïí ïñéóìü ôçò u′ äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé
∫

I

(ū− u)ϕ′ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 2.1, õðÜñ÷åé óôáèåñÜ C ôÝôïéá þóôå ū − u = C

ó.ð. óôï I. Ïñßæïõìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç ũ : I → R, ũ(x) := ū(x) − C. Áðü ôá

ðñïçãïýìåíá Ýðåôáé áìÝóùò üôé ũ ∈ C(I) êáé ũ = u ó.ð. óôï I. Åðß ðëÝïí, ãéá

x, y ∈ I,

ũ(x) − ũ(y) = ū(x) − ū(y) =

∫ x

y0

u′(s) ds−
∫ y

y0

u′(s) ds =

∫ x

y

u′(s) ds.

Ó÷üëéï. (Ïìáëüôçôá óõíüñïõ óõíüëùí.) Áí ôï óýíïëï I äåí åßíáé äéÜóôçìá, ôï

óõìðÝñáóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.9 äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ óùóôü. Öåñ’ åéðåßí, ãéá

I := (0, 2) \ {1}, ç óõíÜñôçóç u : I → R,

u(x) :=

{

x, ãéá 0 < x < 1,

2, ãéá 1 < x < 2,

âë. êáé ôï ôñßôï áðü ôá Ðáñáäåßãìáôá 2.1, åßíáé Üðåéñåò öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óôï

I, óõíåðþò åßíáé êáé óôïé÷åßï ôùí W k,p(I), ãéá êÜèå k ∈ N êáé p ∈ [1,∞], áëëÜ,

ðñïöáíþò, äåí õðÜñ÷åé áíôéðñüóùðïò óôçí êëÜóç ôïõ u ðïõ íá åßíáé óõíå÷Þò óôï

Ī = [0, 2]. ÔÝôïéá óýíïëá äåí Ý÷ïõí éäéáßôåñç óçìáóßá óôéò åöáñìïãÝò· óêïðüò ìáò

åßíáé áðëþò íá ðñïúäåÜóïõìå ôïí áíáãíþóôç üôé áðáéôïýíôáé êÜðïéåò óõíèÞêåò.

ÁõôÜ ôá èÝìáôá åßíáé ðïëý óçìáíôéêÜ óôéò ðïëëÝò äéáóôÜóåéò, üðïõ èá áðáéôçèïýí

óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ôùí óõíüñùí ôùí ÷ùñßùí. Ç “ìç ïìáëüôçôá” óôï ðáñÜäåéãìÜ

ìáò ó÷åôßæåôáé ìå ôï ãåãïíüò üôé ìÝñïò ôïõ I âñßóêåôáé êáé áðü ôéò äýï ðëåõñÝò ôïõ

óçìåßïõ 1, äçëáäÞ ôüóï áñéóôåñÜ ôïõ üóï êáé äåîéÜ ôïõ.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óå Ýíá èåþñçìá åðÝêôáóçò óõíáñôÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óå

Ýíáí ÷þñï Sobolev óå Ýíá äéÜóôçìá êáôÜ ôñüðïí þóôå ç åðÝêôáóç íá áíÞêåé óôïí
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÷þñï Sobolev ìå ôïõò ßäéïõò äåßêôåò óôïí R. Áõôü èá åßíáé ÷ñÞóéìï óôç óõíÝ÷åéá,

ãéáôß óõíáñôÞóåéò óå äéáóôÞìáôá èá êëçñïíïìïýí ðáñüìïéåò éäéüôçôåò óôïé÷åßùí

áíôßóôïé÷ùí ÷þñùí Sobolev óå üëç ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá.

Èåþñçìá 2.9 (ÔåëåóôÞò åðÝêôáóçò.) ¸óôù I = (a, b) Ýíá äéÜóôçìá êáé p ∈ [1,∞]. Ôüôå

õðÜñ÷åé Ýíáò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò åðÝêôáóçò E : W 1,p(I) → W 1,p(R) ôÝôïéïò þóôå, ãéá

êÜèå u ∈ W 1,p(I),

i. (Eu)(x) = u(x) ó.ð. óôï I, äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç Eu åßíáé üíôùò åðÝêôáóç ôçò u.

ii. ‖Eu‖Lp(R) ≤ C‖u‖Lp(I), ìå óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôçò u, äçëáäÞ ï ôåëåóôÞò E åßíáé

öñáãìÝíïò ùò ðñïò áõôÝò ôéò íüñìåò.

iii. ‖Eu‖W 1,p(R) ≤ C‖u‖W 1,p(I), ìå óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôçò u, äçëáäÞ ï ôåëåóôÞò E :

W 1,p(I) → W 1,p(R) åßíáé öñáãìÝíïò.

Áðüäåéîç. Èá äþóïõìå ôçí áðüäåéîç ãéá 1 ≤ p < ∞, ç ðåñßðôùóç p = ∞ áíôéìåôùðß-

æåôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï. Èá äéáêñßíïõìå äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò ãéá ôï äéÜóôçìá I,

áñ÷ßæïíôáò ìå ôï I = (0,∞). Èá äïýìå üôé ìå Üñôéá áíÜêëáóç óôï óçìåßï 0, äçëáäÞ

ìå ôïí ïñéóìü

(Eu)(x) := u?(x) :=

{

u(x), ãéá x ≥ 0,

u(−x), ãéá x < 0,

ïäçãïýìáóôå óå ôåëåóôÞ åðÝêôáóçò ìå ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò. Êáô’ áñ÷Üò, ç i.

åßíáé ðñïöáíÞò. Óçìåéþóôå åäþ üôé ç ôéìÞ u(0) ïñßæåôáé, óýìöùíá ìå ôï Èåþñç-

ìá 2.8. Åðß ðëÝïí, Ý÷ïõìå

‖u?‖p
Lp(R) =

∫ 0

−∞

|u(−x)|p dx+

∫ ∞

0

|u(x)|p dx = 2

∫ ∞

0

|u(x)|p dx = 2‖u‖p
Lp(I),

êáé äéáðéóôþíïõìå üôé éó÷ýåé ç ii. ìå C = 21/p. Ïñßæïõìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç v :

R → R,

v(x) :=

{

u′(x), ãéá x > 0,

− u′(−x), ãéá x < 0,

óôï ìçäÝí äåí äßíïõìå ôéìÞ, ïýôùò Þ Üëëùò ìáò åíäéáöÝñåé ç v ùò óôïé÷åßï ôïõ

Lp(R). Ðñïöáíþò, v ∈ Lp(R). Åðß ðëÝïí, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.8,

u?(x) − u(0) =

∫ x

0

u′(s) ds =

∫ x

0

v(s) ds, ãéá x > 0,
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êáé

u?(x) − u(0) =

∫ −x

0

u′(s) ds =

∫ x

0

[−u′(−s)] ds =

∫ x

0

v(s) ds, ãéá x < 0.

Óõíåðþò,

u?(x) − u(0) =

∫ x

0

v(s) ds, ãéá x ∈ R.

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá êáé ôï ËÞììá 2.2 Ýðåôáé üôé u? ∈ W 1,p(R) êáé (u?)′ = v. Åðï-

ìÝíùò,

‖u?‖p
W 1,p(R) = ‖u?‖p

Lp(R) + ‖v‖p
Lp(R) = 2

(

‖u?‖p
Lp(I) + ‖v‖p

Lp(I)

)

,

äçëáäÞ

(2.24) ‖u?‖W 1,p(R) = 21/p‖u‖W 1,p(I).

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, óôçí ðåñßðôùóç I = (0,∞) ï ôåëåóôÞò åðÝêôáóçò E

Ý÷åé üëåò ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò· ìÜëéóôá, óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, C = 21/p óôéò

ii. êáé iii. Ç áíùôÝñù áðüäåéîç ãåíéêåýåôáé åýêïëá ãéá íá êáëýøåé ðåñéðôþóåéò ôçò

ìïñöÞò I = (a,∞) Þ I = (−∞, a) ìå a ∈ R. Öåñ’ åéðåßí, ãéá u ∈ W 1,p(0,∞) ïñßæïõìå

ôçí åðÝêôáóç Eu ìå Üñôéá áíÜêëáóç ùò ðñïò ôï óçìåßï a,

(Eu)(x) :=

{

u(x), ãéá x ≥ a,

u(2a− x) = u
(

a+ (a− x)
)

, ãéá x < 0,

êáé ðñï÷ùñïýìå üðùò ðñïçãïõìÝíùò.

Èá áó÷ïëçèïýìå ôþñá ìå ôçí ðåñßðôùóç åíüò öñáãìÝíïõ äéáóôÞìáôïò. Ðñþôá

èá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðåñßðôùóç I = (0, 1) êáé áñãüôåñá èá äïýìå üôé ïé Üëëåò ðå-

ñéðôþóåéò áíÜãïíôáé óå áõôÞí ìå ìéá áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò. Èåùñïýìå ëïéðüí ìéá

óõíÜñôçóç η ∈ C1(R) ôÝôïéá þóôå 0 ≤ η(x) ≤ 1, ãéá êÜèå x ∈ R, êáé

η(x) =











1, áí x <
1

4
,

0, áí x >
3

4
.

ÃñÜöïõìå ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç u, ïñéóìÝíç óôï äéÜóôçìá (0, 1), óôç ìïñöÞ u =

ηu + (1 − η)u. Ç ηu ìçäåíßæåôáé óôï óçìåßï 1 êáé ìðïñåß åýêïëá íá åðåêôáèåß ùò

ïìáëÞ óõíÜñôçóç óôï [0,∞), ùò ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç. Áíôßóôïé÷á, ç (1 − η)u ìç-

äåíßæåôáé óôï óçìåßï 0 êáé ìðïñåß åýêïëá íá åðåêôáèåß ùò ïìáëÞ óõíÜñôçóç óôï
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(−∞, 0], ùò ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç. ËåðôïìÝñåéåò äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá, åäþ èåëÞ-

óáìå áðëþò íá ðáñïõóéÜóïõìå ôï êßíçôñï ãéá ôçí åéóáãùãÞ ôçò η.

Ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç f : (0, 1) → R óõìâïëßæïõìå ôçí åðÝêôáóÞ ôçò ìå

ìçäÝí óôï [1,∞) ìå f̃ , f̃ : (0,∞) → R,

f̃(x) =

{

f(x), ãéá x ∈ (0, 1),

0, ãéá x ≥ 1.

Ôþñá, ãéá u ∈ W 1,p(I), éó÷õñéæüìáóôå üôé áö’ åíüò ηũ ∈ W 1,p(0,∞) êáé áö’ åôÝñïõ

üôé (ηũ) = η′ũ + ηũ′, üðïõ ũ′ ç åðÝêôáóç ìå ìçäÝí óôï [1,∞) ôçò u′. ÐñÜãìáôé,

ηũ ∈ Lp(0,∞), áöïý

‖ηũ‖p
Lp(0,∞) =

∫ ∞

0

ηp|ũ|p dx ≤
∫ 3

4

0

|u|p dx ≤ ‖u‖p
Lp(0,1),

äçëáäÞ

(2.25) ‖ηũ‖Lp(0,∞) ≤ ‖u‖Lp(0,1).

Åðß ðëÝïí, ãéá ϕ ∈ C1
0(0,∞) (âë. ôçí ¶óêçóç 2.11) Ý÷ïõìå ðñïöáíþò ηϕ ∈ C1

0(0, 1)

êáé
∫ ∞

0

ηũϕ′ dx =

∫ 1

0

ηuϕ′ dx =

∫ 1

0

u
(

(ηϕ)′ − η′ϕ
)

dx

=

∫ 1

0

u(ηϕ)′ dx−
∫ 1

0

uη′ϕdx

= −
∫ 1

0

u′(ηϕ) dx−
∫ 1

0

uη′ϕdx = −
∫ 1

0

(u′η + uη′)ϕdx

= −
∫ ∞

0

gϕ dx

ìå

g(x) :=

{

u′(x)η(x) + u(x)η′(x) ãéá x ∈ (0, 1),

0 ãéá x ≥ 1,

äçëáäÞ g = η′ũ+ ηũ′. Ôþñá, g ∈ Lp(0,∞), áöïý

‖g‖Lp(0,∞) = ‖u′η + uη′‖Lp(0,∞) = ‖u′η + uη′‖Lp(0,1)

≤ ‖u′η‖Lp(0,1) + ‖uη′‖Lp(0,1)

≤ ‖u′‖Lp(0,1) + max
0≤x≤1

|η′(x)| ‖u‖Lp(0,1)

≤ max
0≤x≤1

|η′(x)|
(

‖u‖Lp(0,1) + ‖u′‖Lp(0,1)

)

.
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Ç áíéóüôçôá ôïõ Hölder óôïí R2 äßíåé

‖u‖Lp(0,1) + ‖u′‖Lp(0,1) ≤ 2
p−1

p

(

‖u‖p
Lp(0,1) + ‖u′‖p

Lp(0,1)

)1/p
= 2

p−1

p ‖u‖W 1,p(0,1),

âë. ôçí ¶óêçóç 2.3, ïðüôå óõíïëéêÜ Ý÷ïõìå

(2.26) ‖g‖Lp(0,∞) ≤ C1‖u‖W 1,p(0,1)

ìå

C1 := max
0≤x≤1

|η′(x)| 2
p−1

p ‖u‖W 1,p(0,1).

[Óçìåéþóôå üôé, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý,

Ý÷ïõìå max0≤x≤1 |η′(x)| ≥ 2. Åýêïëá ðÜíôùò ìðïñåß êáíåßò íá êáôáóêåõÜóåé óõíáñ-

ôÞóåéò η ìå ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò ôÝôïéåò þóôå áõôü ôï ìÝãéóôï íá åßíáé ïðïéïó-

äÞðïôå áñéèìüò ìåãáëýôåñïò ôïõ 2, öåñ’ åéðåßí 2.5.] ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé ç áóèåíÞò

ðáñÜãùãïò (ηũ)′ êáé (ηũ)′ = g ∈ Lp(0,∞). Óõíåðþò, ηũ ∈ W 1,p(0,∞). Óýìöùíá ìå ôç

(2.26) Ý÷ïõìå

(2.27) ‖(ηũ)′‖Lp(0,∞) ≤ C1‖u‖W 1,p(0,1).

Ïé (2.25) êáé (2.27) äßíïõí

(2.28) ‖ηũ‖W 1,p(0,∞) ≤ C2‖u‖W 1,p(0,1)

ìå

C2 := (1 + Cp
1 )1/p.

ÃñÜöïõìå ôþñá ôç u óôç ìïñöÞ

u = ηu+ (1 − η)u.

Ç ηu åðåêôåßíåôáé óôï (0,∞) ùò ηũ. Åðåêôåßíïõìå ôþñá ôçí ηũ óôï R ìå Üñôéá áíÜ-

êëáóç ùò ðñïò ôï 0 êáé ïäçãïýìáóôå óå ìéá óõíÜñôçóç v1 ∈ W 1,p(R). Óýìöùíá ìå

ôéò (2.24) êáé (2.28) èá Ý÷ïõìå

(2.29) ‖v1‖W 1,p(R) ≤ C2 21/p ‖u‖W 1,p(0,1).

Åíôåëþò áíÜëïãá åðåêôåßíåôáé ç óõíÜñôçóç (1 − η)u (óçìåéþóôå üôé áõôÞ ìçäåíß-

æåôáé óôï äéÜóôçìá [0, 1/4]) óôï (−∞, 1) ùò (1 − η)û ìå

û(x) :=

{

u(x) ãéá x ∈ (0, 1),

0 ãéá − ∞ < x ≤ 0.
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ÐÜëé Ý÷ïõìå (1−η)û ∈ W 1,p(−∞, 1). Åðåêôåßíïõìå ôþñá ôçí (1−η)û óôï R ìå Üñôéá

áíÜêëáóç ùò ðñïò ôï 1 êáé ïäçãïýìáóôå óå ìéá óõíÜñôçóç v2 ∈ W 1,p(R). ¼ðùò óôç

(2.29) èá Ý÷ïõìå

(2.30) ‖v2‖W 1,p(R) ≤ C2 21/p ‖u‖W 1,p(0,1).

Ïñßæïõìå ôþñá ôïí ôåëåóôÞ åðÝêôáóçò E, ùò Eu := v1 + v2. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå

üôé ï E Ý÷åé ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò.

ÔÝëïò, óôçí ðåñßðôùóç åíüò öñáãìÝíïõ äéáóôÞìáôïò I = (a, b) ç áðüäåéîç ãßíå-

ôáé åíôåëþò áíÜëïãá, áõôÞ ôç öïñÜ ìå ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç ηa,b,

ηa,b(x) := η
(x− a

x− b

)

.

Äßíïõìå ôþñá Ýíá áðïôÝëåóìá ðõêíüôçôáò ôùí óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò óôïí ÷þñï

W 1,p(R), 1 ≤ p < ∞, ôï ïðïßï èá ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôç óõíÝ÷åéá.

Èåþñçìá 2.10 (Ðõêíüôçôá óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò óôïí W 1,p(R), 1 ≤ p < ∞.) ¸óôù

u ∈ W 1,p(R), p ∈ [1,∞). Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (un)n∈N ⊂ C∞
0 (R) óõíáñôÞóåùí

äïêéìÞò ðïõ óõãêëßíåé óôç u óôïí ÷þñï W 1,p(R).

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ìéá óõíÜñôçóç áðïêïðÞò ζ ∈ C∞
0 (R) ôÝôïéá þóôå 0 ≤ ζ(x) ≤ 1,

ãéá êÜèå x ∈ R, êáé

ζ(x) =

{

1, áí |x| ≤ 1,

0, áí |x| ≥ 2.

ÓõíáñôÞóåéò áðïêïðÞò õðÜñ÷ïõí üíôùò, âë. ôçí ¶óêçóç 2.14. Ìå ôç âïÞèåéá ôçò

ζ, ïñßæïõìå êáé ôéò óõíáñôÞóåéò áðïêïðÞò ζn ∈ C∞
0 (R), ζn(x) := ζ(x/n), n ∈ N.

Ðñïöáíþò éó÷ýåé 0 ≤ ζn(x) ≤ 1, ãéá êÜèå x ∈ R, êáé

ζn(x) = 1 ãéá |x| ≤ n êáé ζn(x) = 0 ãéá |x| ≥ 2n.

Åðß ðëÝïí, ìå C := maxx∈R |ζ ′(x)|, Ý÷ïõìå

(2.31) max
x∈R

|ζ ′
n(x)| =

C

n
.

ÊáôáóêåõÜæïõìå ôþñá ôéò óõíáñôÞóåéò un óå äýï óôÜäéá: ðñþôá åîïìáëýíïõìå ôç u

ìå óõíÝëéîç ìå åîïìáëõíôÝò ωn, ωn(x) := nω(nx), âë. ôç (2.14), äçëáäÞ ðñþôá ó÷ç-

ìáôßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ωn ? u, êáé åí óõíå÷åßá áðïêüðôïõìå ðïëëáðëáóéÜæïíôáò

ìå óõíáñôÞóåéò áðïêïðÞò ζn. ÈÝôïõìå äçëáäÞ

un := ζn(ωn ? u).
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Áöïý ωn ? u ∈ C∞(R) êáé ζn ∈ C∞
0 (R), éó÷ýåé ðñÜãìáôé üôé un ∈ C∞

0 (R). Ôþñá

Ý÷ïõìå

u− un = (u− ζnu) + ζn(u− ωn ? u).

ÅðïìÝíùò

‖u− un‖Lp(R) ≤ ‖u− ζnu‖Lp(R) + ‖ζn(u− ωn ? u)‖Lp(R),

ïðüôå, ðñïöáíþò,

(2.32) ‖u− un‖Lp(R) ≤ ‖u− ζnu‖Lp(R) + ‖u− ωn ? u‖Lp(R).

Ëüãù ôïõ üôé |(ζnu)(x)| ≤ |u(x)| êáé (ζnu)(x) → u(x), n → ∞, ó.ð. óôï R, óýìöù-

íá ìå Ýíá èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò Èåùñßáò ÌÝôñïõ, ôï èåþñçìá êõñéáñ÷çìÝíçò

óýãêëéóçò ôïõ Lebesgue, Ý÷ïõìå

‖u− ζnu‖Lp(R) → 0, n → ∞.

×ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôï iii. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.6, áðü ôá ðñïçãïýìåíá óõìðåñáß-

íïõìå üôé

(2.33) ‖u− un‖Lp(R) → 0, n → ∞.

Åðß ðëÝïí, åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé (ωn ? u)
′ = ωn ? u

′, âë. êáé ôç ó÷åôéêÞ

õðüäåéîç óôçí ¶óêçóç 2.11, ïðüôå

u′ − u′
n = (u′ − ζnu

′) + ζn(u′ − ωn ? u
′) + ζ ′

n(ωn ? u).

Ïé äýï ðñþôïé üñïé óôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò ìðïñïýí íá åêôéìçèïýí ìå

ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï üðùò Ýãéíå êáé ðñïçãïõìÝíùò ìå u óôç èÝóç ôçò u′. ¼óïí

áöïñÜ ôïí ôñßôï üñï, óýìöùíá ìå ôç (2.31) êáé ôï iii. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.6, Ý÷ïõìå

‖ζ ′
n(ωn ? u)‖Lp(R) ≤ C

n
‖ωn ? u‖Lp(R) ≤ C

n
‖u‖Lp(R) → 0, n → ∞.

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

(2.34) ‖u′ − u′
n‖Lp(R) → 0, n → ∞.

Áðü ôéò (2.33) êáé (2.34) Ýðåôáé áìÝóùò ôï æçôïýìåíï.
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Ðüñéóìá 2.4 (Ðõêíüôçôá ïìáëþí óõíáñôÞóåùí óôïí W 1,p(I), 1 ≤ p < ∞.) ¸óôù I Ýíá

äéÜóôçìá êáé u ∈ W 1,p(I), p ∈ [1,∞). Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (un)n∈N ⊂ C∞
0 (R)

óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò ôÝôïéá þóôå ç áêïëïõèßá (vn)n∈N ⊂ C∞(I) ôùí ðåñéïñéóìþí ôùí

un óôï I íá óõãêëßíåé óôç u óôïí ÷þñï W 1,p(I).

Áðüäåéîç. Åðåêôåßíïõìå ôç u óôï R êáé ó÷çìáôßæïõìå ôç óõíÜñôçóç Eu ∈ W 1,p(R)

óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.9. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.9 õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá

(un)n∈N ⊂ C∞
0 (R) ðïõ óõãêëßíåé óôçí Eu óôïí ÷þñï W 1,p(R). Óõìâïëßæïõìå ìå vn

ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôùí un óôï I. Ôüôå, ðñïöáíþò, èá Ý÷ïõìå, óýìöùíá ìå ôï iii. ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 2.7,

‖u− vn‖W 1,p(I) ≤ ‖Eu− un‖W 1,p(R) → 0, n → ∞.

Ó÷üëéï. (Ðõêíüôçôá ôïõ C∞(Ī) óôïí W 1,p(I), 1 ≤ p < ∞, ãéá öñáãìÝíï I.) ¸óôù üôé ôï

äéÜóôçìá I åßíáé öñáãìÝíï. Óýìöùíá ìå ôï Ðüñéóìá 2.4, áí u ∈ W 1,p(I), p ∈ [1,∞),

ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (vn)n∈N ⊂ C∞
0 (Ī), ïé ðåñéïñéóìïß ôùí (un)n∈N ⊂ C∞

0 (R)

óôï Ī , ðïõ óõãêëßíåé óôç v óôïí ÷þñï W 1,p(I). Ôïíßæïõìå üôé ï ÷þñïò C∞
0 (I) åßíáé

ðõêíüò óôïí W 1,p(I), p ∈ [1,∞), ìüíï óôçí ðåñßðôùóç I = R.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôï èåþñçìá åìöýôåõóçò ôïõ Sobolev. Ç áðüäåéîç áðëïõ-

óôåýåôáé óçìáíôéêÜ óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ÷þñïõ H1. Ãéá ôï ëüãï áõôüí, áëëÜ êáé

åðåéäÞ áõôüò ï ÷þñïò ìáò åíäéáöÝñåé êõñßùò, ðåñéïñéæüìáóôå óå áõôÞ ôçí ðåñßðôù-

óç.

Èåþñçìá 2.11 (Èåþñçìá åìöýôåõóçò ôïõ Sobolev.) ¸óôù I Ýíá äéÜóôçìá. Ôüôå êÜèå

óôïé÷åßï ôïõ H1(I) áíÞêåé óôïí L∞(I) êáé ìÜëéóôá éó÷ýåé

(2.35) ‖u‖L∞(I) ≤ C‖u‖H1(I)

ìå ìéá óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôïõ u. (ÌÜëéóôá ç C åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï, åíäå÷ïìÝíùò

Üðåéñï, ìÞêïò ôïõ I.)

Áðüäåéîç. Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí ðåñßðôùóç I = R. ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé v ∈ C∞
0 (R).

Ôüôå, ãéá êÜèå x ∈ R,

|v(x)|2 =

∫ x

−∞

(v2)′ ds = 2

∫ x

−∞

vv′ ds

≤ 2‖v‖L2(R) ‖v′‖L2(R)

≤ ‖v‖2
L2(R) + ‖v′‖2

L2(R) = ‖v‖2
H1(R),
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óõíåðþò

(2.36) ‖u‖L∞(R) ≤ ‖u‖H1(R) ∀u ∈ C∞
0 (R).

¸óôù ôþñá u ∈ H1(R). Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.10, õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (un)n∈N

⊂ C∞
0 (R) ðïõ óõãêëßíåé óôç u óôïí ÷þñï H1(R). Éäéáßôåñá, ç (un)n∈N åßíáé áêïëïõ-

èßá Cauchy óôïí H1(R). Áðü ôç (2.36) ðñïêýðôåé ôüôå áìÝóùò, üôé ç (un)n∈N åßíáé

áêïëïõèßá Cauchy óôïí L∞(R). Ëüãù ôçò ðëçñüôçôáò ôïõ L∞(R), ç (un)n∈N èá óõ-

ãêëßíåé óå Ýíá óôïé÷åßï ũ ∈ L∞(R) óôïí L∞(R). ÈÝëïõìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå

üôé ũ(x) = u(x) ó.ð. óôï R. Ðñïöáíþò, ç (un)n∈N óõãêëßíåé óôç u êáé óôïí L2(R),

áöïý óõãêëßíåé óôç u óôïí H1(R). Åßíáé ôüôå ãíùóôü áðü ôç Èåùñßá ÌÝôñïõ, üôé

õðÜñ÷åé ìéá óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá ôçò (un)n∈N, ôçí ïðïßá ÷ùñßò ðåñéïñéóìü

ôçò ãåíéêüôçôáò êáé ãéá áðëïðïßçóç ôïõ óõìâïëéóìïý èåùñïýìå ùò ôçí áñ÷éêÞ ìáò

áêïëïõèßá, ôÝôïéá þóôå un(x) → u(x), n → ∞, ó.ð. óôï R. Óõíåðþò, üíôùò éó÷ýåé

ũ(x) = u(x) ó.ð. óôï R. ÁöÞíïíôáò óôçí áíéóüôçôá

‖un‖L∞(R) ≤ ‖un‖H1(R),

ðïõ éó÷ýåé óýìöùíá ìå ôç (2.36), ôï n íá ôåßíåé óôï Üðåéñï, ïäçãïýìáóôå óôï óõ-

ìðÝñáóìá

(2.37) ‖u‖L∞(R) ≤ ‖u‖H1(R), ∀u ∈ H1(R),

êáé Ýôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ãéá ôçí ðåñßðôùóç I = R. Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôù-

óç, åðåêôåßíïõìå êáô’ áñ÷Üò ôç u ∈ H1(I) óå ìéá óõíÜñôçóç Eu ∈ H1(R), óýìöùíá

ìå ôï Èåþñçìá 2.9. Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìåEu ∈ L∞(R), ïðüôå âÝâáéá

u ∈ L∞(I). Åðßóçò, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.9, ðñïöáíþò Ý÷ïõìå

‖u‖L∞(I) ≤ ‖Eu‖L∞(R).

Åðß ðëÝïí, óýìöùíá ìå ôç (2.37), ‖Eu‖L∞(R) ≤ ‖Eu‖H1(R). ÔÝëïò, óýìöùíá ìå ôï

iii. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.7, ‖Eu‖H1(R) ≤ C‖u‖H1(I). ÓõíäõÜæïíôáò ôéò ôñåéò ôåëåõôáßåò

áíéóüôçôåò ïäçãïýìáóôå óôçí åðéèõìçôÞ åêôßìçóç (2.35).

ÐáñáôÞñçóç 2.3 (ÓõìðåñéöïñÜ óôïé÷åßùí ôïõ H1(R) ãéá ìåãÜëá x.) Áðü ôï Èåþñç-

ìá 2.10 êáé ôç (2.31) Ýðåôáé üôé, ãéá u ∈ H1(R), éó÷ýåé

lim
|x|→∞

u(x) = 0.
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ÐñÜãìáôé, áí (un)n∈N ⊂ C∞
0 (R) åßíáé ìéá áêïëïõèßá ðïõ óõãêëßíåé óôç u óôïí ÷þñï

H1(R), ôüôå, óýìöùíá ìå ôç (2.35), èá éó÷ýåé limn→∞ ‖u− un‖L∞(R) = 0. ¸óôù ôþñá

ε > 0. Ôüôå õðÜñ÷åé N ∈ N ôÝôïéï þóôå ‖u − u‖L∞(R) < ε. Ãéá |x| áñêåôÜ ìåãÜëï

éó÷ýåé uN (x) = 0, óõíåðþò |u(x)| < ε.

ÐáñáôÞñçóç 2.4 (ÓõìðáãÞò åìöýôåõóç ôïõ H1(I) óôïí C(Ī), ãéá öñáãìÝíï äéÜóôçìá.)

Ôï Èåþñçìá 2.11 äéáôõðþíåôáé óõíÞèùò ùò åîÞò: Ï H1(I) åìöõôåýåôáé óôïí L∞(I),

H1(I) ⊂ L∞(I), êáé áõôÞ ç åìöýôåõóç åßíáé óõíå÷Þò. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï äéÜ-

óôçìá I åßíáé öñáãìÝíï, Ý÷ïõìå ìÜëéóôá H1(I) ⊂ C1(Ī), âë. ôï Èåþñçìá 2.8. Åðß

ðëÝïí, óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ðåñßðôùóç, ç åìöýôåõóç åßíáé óõìðáãÞò, äçëáäÞ êÜèå

öñáãìÝíç áêïëïõèßá óôïí H1(I) Ý÷åé óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá óôïí C1(Ī). ÐñÜã-

ìáôé, ãéá u ∈ H1(I) êáé x, y ∈ I, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.8,

|u(x) − u(y)| = |
∫ x

y

u′(s) ds| ≤ ‖u′‖L2(I) |x− y|1/2 ≤ ‖u′‖H1(I) |x− y|1/2,

êáé ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôï èåþñçìá ôùí Arzela–Ascoli.

Ôá äýï áðïôåëÝóìáôá ðïõ áêïëïõèïýí âáóßæïíôáé óôï Èåþñçìá 2.11 êáé óôçí

Ðñüôáóç 2.4. Êáé ôá äýï áõôÜ áðïôåëÝóìáôá èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôï ôñßôï êåöÜ-

ëáéï.

Ðñüôáóç 2.5 (Ôï ãéíüìåíï óôïé÷åßùí ôïõ H1(I) áíÞêåé óôïí ßäéï ÷þñï.) ¸óôù I Ýíá äéÜ-

óôçìá êáé u, v ∈ H1(I). Ôüôå uv ∈ H1(I) êáé (uv)′ = u′v + uv′. Åðß ðëÝïí, ìðïñïýìå íá

ïëïêëçñþóïõìå êáôÜ ìÝñç,

∫ x

y

u′v ds = u(x)v(x) − u(y)v(y) −
∫ x

y

uv′ ds,

ãéá êÜèå x, y ∈ Ī .

Áðüäåéîç. Áöïý u ∈ H1(I), óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.11, èá Ý÷ïõìå êáé u ∈ L∞(I).

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôçí éäéüôçôá ìå ôï ãåãïíüò üôé v ∈ L2(I), óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò

üôé uv ∈ L2(I). Óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.4 õðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò (ûn)n∈N, (v̂n)n∈N ⊂
C∞

0 (R) ôÝôïéåò þóôå ïé ðåñéïñéóìïß ôïõò un êáé vn, áíôßóôïé÷á, óôï I, íá óõãêëßíïõí

óôéò u êáé v, áíôßóôïé÷á, óôïí H1(I). Ôüôå, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.11, ïé áêï-

ëïõèßåò (un)n∈N êáé (vn)n∈N èá óõãêëßíïõí óôéò u êáé v, áíôßóôïé÷á, êáé óôïí L∞(I).



56 2. Óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç

Ôþñá Ý÷ïõìå

‖uv − unvn‖L2(I) ≤ ‖uv − unv‖L2(I) + ‖unv − unvn‖L2(I)

≤ ‖v‖L∞(I) ‖u− un‖L2(I) + ‖un‖L∞(I) ‖v − vn‖L2(I) → 0, n → ∞,

äçëáäÞ ç áêïëïõèßá (unvn)n∈N óõãêëßíåé óôç uv óôïí L2(I).

Åðß ðëÝïí,

‖u′v − u′
nvn‖L2(I) ≤ ‖u′v − u′vn‖L2(I) + ‖u′vn − u′

nvn‖L2(I)

≤ ‖u′‖L2(I) ‖v − vn‖L∞(I) + ‖vn‖L∞(I) ‖u′ − u′
n‖L2(I) → 0, n → ∞,

äçëáäÞ u′
nvn → u′v, n → ∞, óôïí L2(I). Áíôßóôïé÷á, unv

′
n → uv′, n → ∞, óôïí

L2(I). Áíáêåöáëáéþíïíôáò ôá ðñïçãïýìåíá, Ý÷ïõìå

unvn → uv, n → ∞, óôïí L2(I)

êáé

(unvn)′ → u′v + uv′, n → ∞, óôïí L2(I).

¼ðùò óôçí áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óôï Èåþñçìá 2.7 (ìÜ-

ëéóôá óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç áðëïõóôåýåôáé, áðëþò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç óõíÝ-

÷åéá ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ), åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç uv Ý÷åé áóèåíÞ ðáñÜ-

ãùãï ôçí u′v + uv′, ç ïðïßá áíÞêåé óôïí L2(I), óõíåðþò uv ∈ H1(I), êáé

unvn → uv, n → ∞, óôïí H1(I).

ÔÝëïò, ïëïêëçñþíïíôáò ôç ó÷Ýóç (uv)′ = u′v + uv′ ëáìâÜíïõìå

(uv)(x) − (uv)(y) =

∫ x

y

u′v ds+

∫ x

y

uv′ ds,

äçëáäÞ ìðïñïýìå üíôùò íá ïëïêëçñþóïõìå êáôÜ ìÝñç.

Ó÷üëéï. (Ãéíüìåíï óôïé÷åßùí ôïõ L2(I).) Åßíáé ãíùóôü üôé áðïôÝëåóìá áíôßóôïé÷ï

ôçò Ðñüôáóçò 2.5 äåí éó÷ýåé óôïõò ÷þñïõò Lp. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ç óõíÜñôçóç

u : (0, 1) → R, u(x) := x−1/4, áíÞêåé óôïí L2(0, 1), áöïý ôï áíôßóôñïöï ôçò ôåôñáãù-

íéêÞò ñßæáò åßíáé ïëïêëçñþóéìï óôï (0, 1), áëëÜ ç u2 äåí áíÞêåé óôïí L2(0, 1), áöïý

ôï áíôßóôñïöï ôçò ôáõôüôçôáò äåí åßíáé ïëïêëçñþóéìï óôï (0, 1).
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Ðñüôáóç 2.6 (Óýíèåóç óõíÜñôçóçò ôïõ H1(I) êáé ïìáëÞò óõíÜñôçóçò.) ¸óôù I Ýíá äéÜ-

óôçìá, u ∈ H1(I) êáé G : R → R ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå êáé ç

óýíèåóç G ◦ u áíÞêåé óôïí H1(I) êáé (G ◦ u)′ = (G′ ◦ u) · u′.

Áðüäåéîç. Áöïý u ∈ H1(I), óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.11, èá Ý÷ïõìå êáé u ∈ L∞(I).

ÈÝôïõìå M := ‖u‖L∞(I). Åî Üëëïõ, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ

äéáöïñéêïý ëïãéóìïý, G(s) − G(0) = G′(ϑ)s, äçëáäÞ G(s) = G′(ϑ)s, ãéá êÜðïéï ϑ

ìåôáîý 0 êáé s. Óõíåðþò, ãéá δ > 0, õðÜñ÷åé óôáèåñÜ C = C(G,M, δ) ôÝôïéá þóôå

(2.38) ∀s ∈ [−M − δ,M + δ] |G′(s)| ≤ C êáé |G(s)| ≤ C|s|.

ÅðïìÝíùò, èá Ý÷ïõìå |G
(

u(x)
)

| ≤ C|u(x)| ó.ð. óôï I. Áðü áõôÞ ôçí åêôßìçóç Ýðåôáé

áìÝóùò üôé G ◦ u ∈ L2(I), áöïý u ∈ L2(I). Åðßóçò, |G′
(

u(x)
)

| ≤ C ó.ð. óôï I,

ïðüôå |G′
(

u(x)
)

| |u′(x)| ≤ C|u′(x)| ó.ð. óôï I, êáé óõíåðþò G′(u) · u′ ∈ L2(I), áöïý

u′ ∈ L2(I). ÁðïìÝíåé íá áðïäåßîïõìå üôé
∫

I

G(u)ϕ′ dx = −
∫

I

G′(u) · u′ϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Óýìöùíá ìå ôï Ðüñéóìá 2.4 õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (ûn)n∈N ⊂ C∞
0 (R) ôÝôïéá þóôå

ç áêïëïõèßá ôùí ðåñéïñéóìþí un ôùí ûn óôï I íá óõãêëßíåé óôç u óôïí H1(I). Åðß

ðëÝïí, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.11, ç áêïëïõèßá (un)n∈N èá óõãêëßíåé óôç u êáé

óôïí L∞(I).×ñçóéìïðïéþíôáò ôç óõíÝ÷åéá ôçòG óõìðåñáßíïõìå üôéG(un) → G(u),

n → ∞, óôïí L∞(I). Ôþñá, ‖un‖L∞(I) → ‖u‖L∞(I), n → ∞, óõíåðþò, ãéá áñêå-

ôÜ ìåãÜëï n, ‖un‖L∞(I) ≤ M + δ. ÅðïìÝíùò, ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï n, ç (2.38) äß-

íåé |G
(

un(x)
)

| ≤ C|un(x)| ó.ð. óôï I. Áðü áõôÞ ôçí åêôßìçóç Ýðåôáé áìÝóùò üôé

G ◦ un ∈ L2(I) êáé ‖G(un)‖L2(I) ≤ C‖un‖L2(I). Óýìöùíá ìå ôá áíùôÝñù, Ýíá èåìåëéþ-

äåò áðïôÝëåóìá ôçò Èåùñßáò ÌÝôñïõ, ôï èåþñçìá êõñéáñ÷çìÝíçò óýãêëéóçò ôïõ

Lebesgue, ìáò åðéôñÝðåé íá óõìðåñÜíïõìå üôé G(un) → G(u), n → ∞, óôïí L2(I).

ÅðïìÝíùò,

(2.39) ∀ϕ ∈ C∞
0 (I)

∫

I

G(un)ϕ′ dx →
∫

I

G(u)ϕ′ dx, n → ∞.

Ôþñá,

‖G′(u)u′ −G′(un)u′
n‖L2(I) ≤ ‖G′(u)u′ −G′(un)u′‖L2(I) + ‖G′(un)u′ −G′(un)u′

n‖L2(I)

≤ ‖u′‖L2(I) ‖G′(u) −G′(un)‖L∞(I) + ‖G′(un)‖L∞(I) ‖u′ − u′
n‖L2(I).

¼óïí áöïñÜ ôïõò üñïõò óôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò åêôßìçóçò óçìåéþíïõìå üôé:
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• ‖u′ − u′
n‖L2(I) → 0, n → ∞, áöïý un → u, n → ∞, óôïí H1(I).

• Ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï n, ‖un‖L∞(I) ≤ M + δ/2, óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôç (2.38),

‖G′(un)‖L∞(I) ≤ C.

• Áöïý un → u, n → ∞, óôïí L∞(I), ç óõíÝ÷åéá ôçò G′ äßíåé G′(un) → G′(u), n →
∞, óôïí L∞(I).

ÅðïìÝíùò ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá üôé G′(un)u′
n → G′(u)u′, n → ∞, óôïí

L2(I), ïðüôå èá Ý÷ïõìå êáé

(2.40) ∀ϕ ∈ C∞
0 (I)

∫

I

G′(un)u′
nϕdx →

∫

I

G′(u)u′ϕdx, n → ∞.

¼ìùò, áöïý ϕ ∈ C∞
0 (I) êáé un ∈ C∞

0 (R), èá Ý÷ïõìå
∫

I

G(un)ϕ′ dx = −
∫

I

G′(un)u′
nϕdx, n ∈ N, ∀ϕ ∈ C∞

0 (I).

ÂÜóåé ôùí (2.39) êáé (2.40), áöÞíïíôáò åäþ ôï n íá ôåßíåé óôï Üðåéñï, äéáðéóôþíïõìå

üôé
∫

I

G(u)ϕ′ dx = −
∫

I

G′(u)u′ϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Ïé ÷þñïé ôïõ Sobolev H
k
. ¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç äåé, ïé ÷þñïé Sobolev Hk åßíáé ÷þñïé

Hilbert. ÌÜëéóôá, ãéá k ≥ 1, éó÷ýåé

Hk(I) = {u ∈ Hk−1 : u′ ∈ Hk−1},

ìå u′, öõóéêÜ, ôçí áóèåíÞ ðñþôç ðáñÜãùãï ôçò u. ¸óôù ôþñá I Ýíá öñáãìÝíï äéÜ-

óôçìá. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé êÜèå óõíÜñôçóç u ∈ Ck−1(Ī), ìå êëáóéêÞ ðáñÜ-

ãùãï u(k) ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ óôï Ī , Ý÷åé áóèåíÞ ðáñÜãùãï ôÜîçò k, ç ïðïßá óõìðß-

ðôåé (ó.ð.) ìå ôçí u(k), êáé ç u áíÞêåé óôïí Hk(I).

Ìéá ðñïöáíÞò ôñïðïðïßçóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.8 ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé,

ãéá u ∈ Hk(I), õðÜñ÷åé ũ ∈ Ck−1(Ī) ôÝôïéá þóôå ũ = u ó.ð. óôï I êáé

ũ(i)(x) − ũ(i)(y) =

∫ x

y

u(i+1)(s) ds, ∀x, y ∈ I,

ãéá i ∈ {0, . . . , k − 1}. Åðßóçò, ãéá u ∈ Hk(I), õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (ûn)n∈N ⊂
C∞

0 (R) ôÝôïéá þóôå ïé ðåñéïñéóìïß un óôï I ôùí ûn íá óõãêëßíïõí óôç u óôïí Hk(I).

Åðß ðëÝïí, Hk(I) ⊂ Ck−1(I) êáé

k−1
∑

i=0

‖u(i)‖L∞(I) ≤ C‖u‖Hk(I) ∀u ∈ Hk(I).
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Áêüìá, ãéá u, v ∈ Hk(I) éó÷ýåé uv ∈ Hk(I) êáé

(uv)(k) =
k
∑

i=0

(

k

i

)

u(i)v(k−i),

äçëáäÞ ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ôïõ ãéíïìÝíïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï ôïõ Leibniz. Ôá

áðïôåëÝóìáôá ðïõ áíáöÝñèçêáí áíùôÝñù ðñïêýðôïõí åýêïëá ìå ôå÷íéêÝò ðáñü-

ìïéåò ìå áõôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá ôçí áðüäåéîç áíôßóôïé÷ùí áðïôåëåóìÜ-

ôùí óôïí H1(I).

ÔÝëïò, áíáöÝñïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç Ýíá áðïôÝëåóìá ðáñåìâïëÞò. Ãéá i ∈ {1, . . . ,

k − 1} êáé ε > 0, õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ Cε, ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôï ε êáé áðü ôï,

åíäå÷ïìÝíùò Üðåéñï, ìÞêïò ôïõ äéáóôÞìáôïò I, ôÝôïéá þóôå

(2.41) ‖u(i)‖L2(I) ≤ Cε‖u‖L2(I) + ε‖u(k)‖L2(I) ∀u ∈ Hk(I).

Áðü ôç (2.41) Ýðåôáé áìÝóùò üôé õðÜñ÷ïõí èåôéêÝò óôáèåñÝò c1 êáé c2, ôÝôïéåò þóôå

(2.42) c1‖u‖k ≤ Cε‖u‖L2(I) + ε‖u(k)‖L2(I) ≤ c2‖u‖k ∀u ∈ Hk(I),

äçëáäÞ üôé ç ðïóüôçôá ‖u‖L2(I) +‖u(k)‖L2(I) ïñßæåé óôïí Hk(I) ìéá íüñìá éóïäýíáìç

ìå ôç íüñìá ‖ · ‖k.

Ï ÷þñïò H1
0 . Ï ÷þñïò H1

0 åßíáé ðëÞñçò õðü÷ùñïò ôïõ H1 êáé èá ðáßîåé ðïëý óçìá-

íôéêü ñüëï óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.

Ïñéóìüò 2.10 (Ï ÷þñïò H1
0 .) ¸óôù I Ýíá äéÜóôçìá. Ï ÷þñïò H1

0 := H1
0 (I) áðïôåëåß-

ôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ H1(I) ðïõ åßíáé üñéá óôç íüñìá ‖ · ‖1 áêïëïõèéþí óõíáñôÞ-

óåùí äïêéìÞò, äçëáäÞ óôïé÷åßùí ôïõ C∞
0 (I).

ÅöïäéÜæïõìå ôïí H1
0 ìå ôç íüñìá ‖ · ‖1 ôïõ H1. Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé áìÝ-

óùò üôé ï
(

H1
0 , ‖ · ‖1

)

åßíáé ðëÞñçò. Åðß ðëÝïí, áöïý ç íüñìá ‖ · ‖1 ðáñÜãåôáé áðü

åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ï H1
0 åßíáé ÷þñïò Hilbert.

ÐáñáôÞñçóç 2.5 (Ó÷Ýóç ìåôáîý H1 êáé H1
0 .)

i. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.10, óôçí ðåñßðôùóç I = R, ï ÷þñïò äïêéìÞò C∞
0 (R)

åßíáé ðõêíüò óôïí H1(R). ÅðïìÝíùò, H1
0 (R) = H1(R).
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ii. Ãéá I 6= R, ï H1
0 (I) åßíáé ãíÞóéïò õðü÷ùñïò ôïõ H1(I). Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï

I åßíáé öñáãìÝíï, öåñ’ åéðåßí, ç óõíÜñôçóç u ∈ C∞(Ī), u(x) := c1ex + c2e−x, ìå

óôáèåñÝò c1 êáé c2, ü÷é êáé ôéò äýï ìçäÝí, áíÞêåé óôïí H1(I), êáé ëüãù ôïõ üôé

u′′ = u Ý÷ïõìå

(u, ϕ)1 =

∫

I

uϕdx+

∫

I

u′ϕ′ dx =

∫

I

(u− u′′)ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (I).

Óõíåðþò èá éó÷ýåé êáé

(u, v)1 = 0, ∀v ∈ H1
0 (I).

Éäéáßôåñá, ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôçò u áðü ôïí H1
0 óôç íüñìá ‖ · ‖1 åßíáé ç

ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç, äçëáäÞ u 6∈ H1
0 .

iii. ÊÜèå u ∈ H1(I) ìå öïñÝá êëåéóôü êáé öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ I åßíáé åðß-

óçò óôïé÷åßï ôïõ H1
0 (I). Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ìÜëéóôá Ýíá ðïëý éó÷õñüôåñï

áðïôÝëåóìá.

ÔÝëïò, áíáöÝñïõìå, ÷ùñßò áðüäåéîç, Ýíáí ðïëý ÷ñÞóéìï ÷áñáêôçñéóìü ôïõ H1
0 .

Èåþñçìá 2.12 (×áñáêôçñéóìüò ôïõ H1
0 .) ¸óôù I Ýíá äéÜóôçìá. Ìéá óõíÜñôçóç u ∈

H1(I) áíÞêåé óôïí H1
0 (I), áí êáé ìüíï áí ç u ìçäåíßæåôáé óôá Üêñá ôïõ I.

Ó÷üëéï. (Ñüëïò ôïõ H1
0 óôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí.) Ãéá u ∈ H1(I) Ý÷åé íüçìá íá

ëÝìå üôé ç u ìçäåíßæåôáé óôï óýíïñï ôïõ I, âë. ôï Èåþñçìá 2.8. Ï ÷áñáêôçñéóìüò

ðïõ äßíåôáé óôï Èåþñçìá 2.12 êáèéóôÜ ôïí ÷þñï H1
0 (I) ðïëý ÷ñÞóéìï ãéá ôï ðñü-

âëçìá äýï óçìåßùí (2.2), áöïý ôá óôïé÷åßá ôïõ éêáíïðïéïýí áõôüìáôá ôéò ïìïãåíåßò

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Óôï èÝìá èá åðáíÝëèïõìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.

Óôçí áñ÷Þ áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ, âë. ôç (2.7), åßäáìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–

Friedrichs ãéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò ðïõ ìçäåíßæïíôáé óå Ýíá óçìåßï

åíüò öñáãìÝíïõ äéáóôÞìáôïò. Áðü ôï Èåþñçìá 2.12 Ýðåôáé üôé ç åí ëüãù áíéóüôçôá

éó÷ýåé êáé óôïí H1
0 (I), ãéá öñáãìÝíï äéÜóôçìá I.

Ðüñéóìá 2.5 (Áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs.) ¸óôù I = (a, b) Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôç-

ìá. Ôüôå

(2.43) ‖u‖1 ≤
[

1 + (b− a)2]1/2‖u′‖L2(I) ∀u ∈ H1
0 (I),

äçëáäÞ ç | · |1, |u|1 := ‖u′‖L2(I), ðïõ åßíáé çìéíüñìá óôïí H1(I), åßíáé íüñìá óôïí H1
0 (I),

éóïäýíáìç ìå ôç íüñìá ‖ · ‖1.
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Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.12 éó÷ýåé u(a) = 0. ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï

Èåþñçìá 2.8,

|u(x)| = |
∫ x

a

u′(s) ds| ≤
∫ b

a

|u′(s)| ds ≤ (b− a)1/2‖u′‖L2(I),

ïðüôå

(2.44) ‖u‖2
L2(I) ≤ (b− a)2‖u′‖2

L2(I).

¶ñá Ý÷ïõìå

‖u‖2
1 = ‖u‖2

L2(I) + ‖u′‖2
L2(I) ≤

(

1 + (b− a)2
)

‖u′‖2
L2(I)

êáé ç æçôïýìåíç áíéóüôçôá ðñïêýðôåé áìÝóùò.

Ãéá k ≥ 2, ïé ÷þñïé Hk
0 (I) áðïôåëïýíôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ Hk(I) ðïõ åßíáé

üñéá áêïëïõèéþí óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò. Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé

Hk
0 (I) = {u ∈ Hk(I) : u = u′ = · · · = u(k−1) = 0 óôï ∂I}.

Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ÷þñï H2(I) ∩ H1
0 (I). Óçìåéþ-

íïõìå üôé ïé ôéìÝò ôùí ðñþôùí ðáñáãþãùí ôùí óôïé÷åßùí áõôïý ôïõ ÷þñïõ äåí ðñï-

êáèïñßæïíôáé, êáô’ áíôéäéáóôïëÞ ðñïò ôéò áíôßóôïé÷åò óôïé÷åßùí ôïõ H2
0 (I) ðïõ ìç-

äåíßæïíôáé.

ÁóêÞóåéò

2.1 Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs

(2.7), áðïäåßîôå üôé äåí õðÜñ÷åé óôáèåñÜ c ôÝôïéá þóôå

‖v′‖ ≤ c‖v‖ ∀v ∈ V,

äçëáäÞ üôé ç íüñìá ‖v′‖ åßíáé ãíçóßùò éó÷õñüôåñç ôçò íüñìáò ‖v‖.
[Õðüäåéîç: ÈåùñÞóôå ôçí áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí (ϕn)n∈N ⊂ V, ϕn(x) := xn(1 − x), êáé

âåâáéùèåßôå üôé

‖ϕn‖2 =
1

(n+ 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
, ‖ϕ′

n‖2 =
n

(2n− 1)(2n+ 1)
,

ïðüôå
‖ϕ′

n‖2

‖ϕn‖2
=
n(n+ 1)(2n+ 3)

(2n− 1)
→ ∞, n → ∞. ]
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2.2 (Ç áíéóüôçôá ôïõ Young.) ¸óôù 1 < p, q < ∞ ôÝôïéá þóôå 1/p + 1/q = 1 êáé a, b èåôéêïß

áñéèìïß. Áðïäåßîôå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Young

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Åðß ðëÝïí, ãéá ε > 0, áðïäåßîôå êáé ôçí áêüëïõèç ðáñáëëáãÞ ôçò áíéóüôçôáò ôïõ Young

ab ≤ εap + C(ε)bq ìå C(ε) :=
1

q
(εp)−q/p

[Õðüäåéîç: Ç óõíÜñôçóç ϕ : R → R, ϕ(x) := ex, åßíáé ùò ãíùóôüí êõñôÞ, äçëáäÞ, ãéá

x, y ∈ R êáé λ ∈ [0, 1], éó÷ýåé ϕ(λx + (1 − λ)y) ≤ λϕ(x) + (1 − λ)ϕ(y). Éäéáßôåñá, ãéá

λ := 1/p, x := log ap êáé y := log bq, Ý÷ïõìå

e
1

p
log ap+ 1

q
log bq

≤ 1

p
elog ap

+
1

q
elog bq

.

ÃñÜøôå óå êáôÜëëçëç ìïñöÞ ôá äýï ìÝëç áõôÞò ôçò áíéóüôçôáò.]

2.3 (Ç áíéóüôçôá ôïõ Hölder.) ¸óôù 1 ≤ p, q ≤ ∞ ôÝôïéá þóôå 1/p+1/q = 1. Áí u ∈ Lp(Ω) êáé

v ∈ Lq(Ω), áðïäåßîôå üôé uv ∈ L1(Ω) êáé üôé éó÷ýåé ç áíéóüôçôá ôïõ Hölder ãéá ïëïêëçñþ-

ìáôá
∫

Ω
|uv| dx ≤ ‖u‖Lp ‖v‖Lq .

[Õðüäåéîç: Ãéá 1 < p, q < ∞ Ý÷ïõìå, óýìöùíá ìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Young,

∫

Ω
|uv| dx ≤ 1

p

∫

Ω
|u|p dx+

1

q

∫

Ω
|u|q dx.

Áí ‖u‖Lp = ‖v‖Lq = 1, ç áíùôÝñù ó÷Ýóç ïäçãåß áìÝóùò óôï æçôïýìåíï. Âåâáéùèåßôå üôé ç

õðüèåóç ‖u‖Lp = ‖v‖Lq = 1 äåí ðåñéïñßæåé ôç ãåíéêüôçôá.]

Ãéá x ∈ Rn èÝôïõìå

‖x‖p :=
(

n
∑

i=1

|xi|p
)1/p

, ãéá p < ∞, ‖x‖∞ := max
1≤i≤n

|xi|.

Áðïäåßîôå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Hölder ãéá áèñïßóìáôá

n
∑

i=1

|xiyi| ≤ ‖x‖p ‖y‖q.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ôåëåõôáßá áíéóüôçôá ãéá íá ðåéóèåßôå, ãéá 1 < p < ∞, üôé

(

n
∑

i=1

|xi|
)p

≤ np−1
n
∑

i=1

|xi|p.



ÁóêÞóåéò 63

2.4 (Ç áíéóüôçôá ôïõ Minkowski.) ¸óôù 1 ≤ p ≤ ∞ êáé u, v ∈ Lp(Ω). Áðïäåßîôå ôçí áíéóüôçôá

ôïõ Minkowski ãéá ïëïêëçñþìáôá

‖u+ v‖Lp ≤ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp .

[Õðüäåéîç: Ãéá p = 1 êáèþò êáé ãéá p = ∞ ç áíéóüôçôá åßíáé ôåôñéììÝíç. Ãéá 1 < p < ∞
Ý÷ïõìå, êáô’ áñ÷Üò,

‖u+ v‖p
Lp =

∫

Ω
|u+ v| |u+ v|p−1 dx ≤

∫

Ω
|u| |u+ v|p−1 dx+

∫

Ω
|v| |u+ v|p−1 dx.

Åðß ðëÝïí, ìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Hölder, ìå q ôÝôïéï þóôå 1/p+ 1/q = 1, Ý÷ïõìå, ðáñáäåßã-

ìáôïò ÷Üñéí,
∫

Ω
|u| |u+ v|p−1 dx ≤

(

∫

Ω
|u|p dx

)1/p(
∫

Ω
|u+ v|(p−1)q dx

)1/q

= ‖u‖Lp

(

∫

Ω
|u+ v|p dx

)
p−1

p
= ‖u‖Lp ‖u+ v‖p−1

Lp .

ÅðïìÝíùò,

‖u+ v‖p
Lp ≤ ‖u+ v‖p−1

Lp

(

‖u‖Lp + ‖v‖Lp

)

. ]

Åðßóçò, ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôçò ðñïçãïýìåíçò ¶óêçóçò, áðïäåßîôå ôçí áíéóüôçôá

ôïõ Minkowski ãéá áèñïßóìáôá

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p, x, y ∈ Rn.

2.5 ¸óôù A ⊂ R Ýíá ìåôñÞóéìï óýíïëï êáé 1 ≤ p ≤ ∞. ¸óôù q ï óõæõãÞò åêèÝôçò ôïõ p,

äçëáäÞ ôÝôïéïò þóôå 1/p+ 1/q = 1.

i. Áí u ∈ Lp(A), êáé (vn)n∈N ìéá óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá ôïõ Lq(A), vn → v, n → ∞,

áðïäåßîôå üôé
∫

A
uvn dx →

∫

A
uv dx, n → ∞.

ii. Áí (un)n∈N ìéá óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá ôïõ Lp(A), un → u, n → ∞, êáé (vn)n∈N ìéá

óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá ôïõ Lq(A), vn → v, n → ∞, áðïäåßîôå üôé
∫

A
unvn dx →

∫

A
uv dx, n → ∞.

2.6 ¸óôù A ⊂ R Ýíá ìåôñÞóéìï óýíïëï êáé 1 < p < ∞. ¸óôù q ï óõæõãÞò åêèÝôçò ôïõ p,

äçëáäÞ ôÝôïéïò þóôå 1/p+ 1/q = 1. ¸óôù u ∈ Lp(A). Áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç v,

v(x) :=

{

|u(x)|p−2u(x), áí u(x) 6= 0,

0, áí u(x) = 0,
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áíÞêåé óôïí Lq(A).

2.7 ¸óôù I = (a, b) Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá êáé 1 ≤ p̃ ≤ p < ∞. Áí u ∈ Lp(I), áðïäåßîôå üôé

u ∈ Lp̃(I) êáé

‖u‖p̃ ≤ (b− a)
1

p̃
− 1

p ‖u‖p.

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Hölder.]

2.8 ¸óôù I = (a, b) Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá êáé u ∈ L∞(I). Âåâáéùèåßôå üôé u ∈ Lp(I), ãéá

êÜèå p ∈ [1,∞), êáé áðïäåßîôå üôé

lim
p→∞

‖u‖p = ‖u‖∞.

[Õðüäåéîç: Êáô’ áñ÷Üò, ðñïöáíþò, éó÷ýåé ‖u‖p ≤ (b− a)1/p‖u‖∞, ïðüôå

lim sup
p→∞

‖u‖p ≤ ‖u‖∞.

Åðßóçò, ãéá êÜèå ε > 0, õðÜñ÷åé A ⊂ I ìå µ(A) > 0 ôÝôïéï þóôå

|u(x)| ≥ ‖u‖∞ − ε ∀x ∈ A.

ÅðïìÝíùò

‖u‖p
p ≥

∫

A
|u(x)|p dx ≥ µ(A)

(

‖u‖∞ − ε
)p
,

ïðüôå

lim inf
p→∞

‖u‖p ≥ ‖u‖∞. ]

2.9 Ôï ìüíï åíäéáöÝñïí óçìåßï óôçí áðüäåéîç üôé ç ‖ · ‖k,p åßíáé üíôùò íüñìá óôïí W k,p :=

W k,p(I), âë. ôïí Ïñéóìü 2.9, åßíáé ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá. Áðïäåßîôå üôé, ãéá u, v ∈ W k,p,

éó÷ýåé

‖u+ v‖k,p ≤ ‖u‖k,p + ‖v‖k,p.

[Õðüäåéîç: Ãéá p = 1 êáé p = ∞ ç áðüäåéîç åßíáé ôåôñéììÝíç. Ãéá 1 < p < ∞, Ý÷ïõìå, êáô’

áñ÷Üò, ðñïöáíþò,

‖u+ v‖k,p =
(

k
∑

j=0

‖u(j) + v(j)‖p
Lp

)1/p
≤
(

k
∑

j=0

(

‖u(j)‖Lp + ‖v(j)‖Lp

)p
)1/p

.

Ìå x, y ∈ Rk+1, xi := ‖u(i+1)‖Lp êáé yi := ‖v(i+1)‖Lp , åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ôçò áíùôÝ-

ñù áíéóüôçôáò ‖x+y‖p ìå ‖x‖p+‖y‖p, äçëáäÞ ìå ôç âïÞèåéá ôçò áíéóüôçôáò ôïõ Minkowski

óôïí Rk+1, ðáßñíïõìå

‖u+ v‖k,p ≤
(

k
∑

j=0

‖u(j)‖p
Lp

)1/p
+
(

k
∑

j=0

‖v(j)‖p
Lp

)1/p
,
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ðïõ åßíáé ç æçôïýìåíç áíéóüôçôá.]

2.10 ¸óôù 1 < p < ∞ êáé v ∈ Lp(I) ôÝôïéï þóôå

∫

I
vϕ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞

0 (I).

Áðïäåßîôå üôé v = 0.

[Õðüäåéîç: ¸óôù w ∈ Lq(I), üðïõ q ï óõæõãÞò åêèÝôçò ôïõ p. Ëüãù ôçò ðõêíüôçôáò ôïõ

C∞
0 (I) óôïí Lq(I), õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (ϕn)n∈N ⊂ C∞

0 (I), ôÝôïéá þóôå ϕn → w, n → ∞,

óôïí Lq(I). ÅðïìÝíùò éó÷ýåé

∫

I
vw dx = 0 ∀w ∈ Lq(I),

âë. ôçí ¶óêçóç 2.5. ÅðéëÝãïíôáò åäþ ôï w ùò

w(x) :=

{

|v(x)|p−2v(x), áí v(x) 6= 0,

0, áí v(x) = 0,

âë. ôçí ¶óêçóç 2.6, Ý÷ïõìå áö’ åíüò w ∈ Lq(I) êáé áö’ åôÝñïõ

∫

I
|v|p dx = 0,

ïðüôå ‖v‖p = 0, äçëáäÞ v = 0. Óçìåéþóôå üôé ãéá p = 2 ç áðüäåéîç áðëïõóôåýåôáé.]

2.11 ¸óôù Ýíá äéÜóôçìá êáé u, v ∈ L1
loc äýï óõíáñôÞóåéò ôÝôïéåò þóôå

(?)

∫

I
uϕ′ dx = −

∫

I
vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞

0 (I),

äçëáäÞ ç v åßíáé ç áóèåíÞò ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò u. Áðïäåßîôå üôé éó÷ýåé êáé

∫

I
uϕ′ dx = −

∫

I
vϕ dx ∀ϕ ∈ C1

0(I),

äçëáäÞ üôé óôïí ïñéóìü ôçò áóèåíïýò ðáñáãþãïõ ï ÷þñïò äïêéìÞò C∞
0 (I) ìðïñåß íá áíôé-

êáôáóôáèåß áðü ôïí C1
0(I), êáé, öõóéêÜ, áêñéâþò áíôßóôïé÷á óôç ó÷Ýóç (2.21) áðü ôïí ÷þñï

Cj
0(I).

[Õðüäåéîç: ¸óôù ϕ ∈ C1
0(I). Ôüôå, ãéá áñêåôÜ ìéêñü ε, ϕε ? ϕ ∈ C∞

0 (I). Óõíåðþò, óýìöùíá

ìå ôçí (?),
∫

I
u(ϕε ? ϕ

′) dx = −
∫

I
v(ϕε ? ϕ) dx.

Âåâáéùèåßôå êáô’ áñ÷Üò üôé (ϕε ? ϕ)′ = ϕε ? ϕ
′. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï ãåãïíüò üôé õðÜñ÷åé Ýíá

êëåéóôü êáé öñáãìÝíï õðïäéÜóôçìá J ôïõ I, ôÝôïéï þóôå, ãéá ε áñêåôÜ ìéêñü, suppϕε?ϕ ⊂ J,
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êáé ôï üôé u ∈ L1(J), ϕε ? ϕ → ϕ êáé ϕε ? ϕ
′ → ϕ′ óôïí L∞(J) (áöïý, óýìöùíá ìå ôï v. ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 2.6, ç óýãêëéóç åßíáé ïìïéüìïñöç), êáèþò êáé ôï i. ôçò ¶óêçóçò 2.5 ìå p = 1

êáé q = ∞, ãéá íá ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

∫

I
uϕ′ dx = −

∫

I
vϕ dx. ]

2.12 Áðïäåßîôå ôçí Ðñüôáóç 2.4.

2.13 ¸óôù I := (0, 2) \ {1} êáé u : I → R,

u(x) :=

{

1, áí 0 < x < 1,

2, áí 1 < x < 2.

Áðïäåßîôå üôé
∫

I
uϕ′ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞

0 (I).

¸ñ÷åôáé áõôü ôï áðïôÝëåóìá óå áíôßöáóç ðñïò ôï ËÞììá 2.1;

2.14 ¸óôù χ ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [−3/2, 3/2], êáé ω2 ï åîïìáëõ-

íôÞò ω2(x) := 2ω(2x), âë. ôç (2.14). Áðïäåßîôå üôé ç óõíÝëéîÞ ôïõò ζ, ζ := ω2 ? χ, åßíáé

óõíÜñôçóç áðïêïðÞò, äçëáäÞ ζ ∈ C∞
0 (R), 0 ≤ ζ(x) ≤ 1, ãéá êÜèå x ∈ R, ζ(x) = 1, áí

|x| ≤ 1, êáé ζ(x) = 0, áí |x| ≥ 2.

2.15 ¸óôù I = (a, b) Ýíá äéÜóôçìá êáé u ∈ H2(I) ∩H1
0 (I). Áðïäåßîôå üôé

‖u′‖L2(I) ≤ ‖u‖1/2
L2(I)

‖u′′‖1/2
L2(I)

.

[Õðüäåéîç:
∫ b

a
(u′)2 dx = −

∫ b

a
uu′′ dx. ]

2.16 ¸óôù I Ýíá äéÜóôçìá. Ôñïðïðïéþíôáò êáôÜëëçëá ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.11

âåëôéþóôå ôç (2.35) óôç ìïñöÞ: ãéá êÜèå δ > 0, õðÜñ÷åé óôáèåñÜ Cδ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå

v ∈ H1(I) íá éó÷ýåé

‖v‖L∞(I) ≤ Cδ‖v‖L2(I) + δ‖v′‖L2(I).

2.17 ¸óôù I = (a, b) Ýíá äéÜóôçìá êáé u ∈ H2(I). Áðïäåßîôå üôé, ãéá êÜèå ε > 0, õðÜñ÷åé

Cε, áíåîÜñôçôï ôçò u, ôÝôïéï þóôå

‖u′‖L2(I) ≤ Cε‖u‖L2(I) + ε‖u′′‖L2(I),

âë. ôç (2.41).
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[Õðüäåéîç:

∫ b

a
(u′)2 dx = u(b)u′(b) − u(a)u′(a) −

∫ b

a
uu′′ dx

≤ 2‖u‖L∞(I) ‖u′‖L∞(I) −
∫ b

a
uu′′ dx.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí åêôßìçóç ôçò ¶óêçóçò 2.16.]
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Ç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôùí ðåñéóóüôåñùí ðñïâëçìÜôùí ôçò ÖõóéêÞò, ôçò

Ìç÷áíéêÞò êáé Üëëùí åöáñìïóìÝíùí åðéóôçìþí ïäçãåß óå MåñéêÝò ÄéáöïñéêÝò

Åîéóþóåéò. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò óõìðëçñþíïíôáé ìå êáôÜëëçëåò óõíïñéáêÝò Þ áñ-

÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Ýôóé þóôå íá ðåñéãñÜöïõí êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï

ôç ëýóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ìïíôåëïðïéïýí. ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìüíï óå óðÜ-

íéåò êáé ðïëý áðëÝò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýí íá ëõèïýí áíáëõôéêÜ, íá ðÜñïõìå äçëáäÞ

ôç ëýóç ôïõò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. ÁíáãêáóôéêÜ ëïéðüí ðñïóöåýãïõìå óôçí ðñï-

óåããéóôéêÞ åðßëõóÞ ôïõò ìå ìÝóá ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò. Ëüãù ôçò ìåãÜëçò

óçìáóßáò ðïõ Ý÷ïõí áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ãéá ôéò åöáñìïãÝò áëëÜ êáé ôùí ðïëëþí

éäéïìïñöéþí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé, ç ðëåéïíüôçôá ôùí åñåõíçôþí óôçí ÁñéèìçôéêÞ

ÁíÜëõóç áó÷ïëåßôáé ìå ôÝôïéá èÝìáôá.

Ïé ìåãáëýôåñåò áðü ôéò ðïëëÝò êáôçãïñßåò ìåèüäùí ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò

ðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí åßíáé ôñåéò: Ïé ìÝèïäïé

ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí, ïé ìÝèïäïé ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êáé ïé ìÝ-

èïäïé ôùí ðåðåñáóìÝíùí ÷ùñßùí. Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí áíáðôý-

÷èçêå ðÜñá ðïëý óôéò äåêáåôßåò ôïõ 1950 êáé ôïõ 1960, ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝ-

íùí óôïé÷åßùí êõñßùò ìåôÜ ôï 1970· ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí ÷ùñßùí åßíáé ðéï

ðñüóöáôç êáé ðñïÝêõøå áðü ìéá ðñïóðÜèåéá åêóõã÷ñïíéóìïý êáé ãåíßêåõóçò ôçò

ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí, êõñßùò óå ìç ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò.

Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí åöáñìüæåôáé óå ðåñéóóüôåñá ðñïâëÞìáôá,

ç áíÜëõóÞ ôçò åßíáé ðéï óõóôçìáôïðïéçìÝíç êáé ãßíåôáé óå ðïëýðëïêïõò ÷þñïõò.

Ç áíÜëõóç ôùí ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãßíåôáé ìå óôïé÷åéþäç ìÝóá.

Ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ üëï êáé ðåñéóóüôåñïé åñåõíçôÝò êáé ÷ñÞóôåò óôñÝ-

öïíôáé ðñïò ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êáé öõóéïëïãéêÜ ïé ìÝèïäïé

ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí Ý÷ïõí ÷Üóåé êÜôé áðü ôçí ðáëéÜ ôïõò áßãëç. ÐáñÜ

ôáýôá õðÜñ÷ïõí ðïëëïß ðïõ ðéóôåýïõí üôé ïé ìÝèïäïé ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí
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êáé ôùí ðåðåñáóìÝíùí ÷ùñßùí åßíáé áðïôåëåóìáôéêüôåñåò ãéá êÜðïéåò êáôçãïñßåò

ðñïâëçìÜôùí, üðùò åßíáé ôá õðåñâïëéêÜ ðñïâëÞìáôá. ÕðÜñ÷ïõí ðÜíôùò ðïëëÝò

ïìïéüôçôåò ìåôáîý ôùí ôñéþí áõôþí êáôçãïñéþí ìåèüäùí êáé Ýôóé üôáí ãíùñßæåé

êáíåßò êáé ôéò ôñåéò êáôáíïåß êáëýôåñá ôï èÝìá. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áó÷ïëç-

èïýìå ìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá Ýíá áðëü ðñüâëçìá, ôï ðñüâëçìá

äýï óçìåßùí, ìå óôü÷ï íá åîïéêåéùèåß ï áíáãíþóôçò ìå ôéò âáóéêÝò ôå÷íéêÝò êáé

Ýííïéåò.

Óôçí ðñþôç åíüôçôá èá ðáñïõóéÜóïõìå óõíïðôéêÜ ìåñéêÝò éäéüôçôåò ôçò ëýóçò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò äýï óçìåßùí óå ôÝôïéá ìïñöÞ þóôå íá ïäçãçèïýìå åýêïëá óôéò

åíüôçôåò ðïõ áêïëïõèïýí óå ïñéóìÝíá äéáêñéôÜ áíÜëïãÜ ôïõò. Óôç äåýôåñç åíü-

ôçôá èá ãíùñßóïõìå ôç ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êáé èá åêôéìÞóïõìå ôï

óöÜëìá ôçò, èá ãíùñßóïõìå ìÜëéóôá ôüóï åê ôùí ðñïôÝñùí üóï êáé åê ôùí õóôÝ-

ñùí åêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò.

3.1 Ç èåùñßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ãéá ìéá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (Ó.Ä.Å.)

äåýôåñçò ôÜîçò: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u, u ∈ C2[0, 1], ôÝôïéá þóôå

(3.1)

{

− (au′)′ + bu′ + cu = f óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0,

üðïõ a êáé b óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá [0, 1], a, b ∈ C1[0, 1],

êáé c, f óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá [0, 1], c, f ∈ C[0, 1]. Óå üëï ôï êåöÜëáéï

èá õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç a ëáìâÜíåé ìüíï èåôéêÝò ôéìÝò, a(x) ≥ α > 0. Óõ÷íÜ

èá õðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ç óõíÜñôçóç c− b′/2 ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò,

(3.2) a(x) ≥ α > 0, c(x) − 1

2
b′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1].

Åßíáé ãíùóôü üôé õðü ôéò áíùôÝñù óõíèÞêåò ôï ðñüâëçìá (3.1) Ý÷åé áêñéâþò ìßá êëá-

óéêÞ ëýóç, äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç ðïõ åßíáé äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï

äéÜóôçìá [0, 1], ìçäåíßæåôáé óôá Üêñá 0 êáé 1, êáé éêáíïðïéåß ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

óå êÜèå óçìåßï ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1].

ÐáñáôÞñçóç 3.1 (Êßíçôñï ãéá ôç óõíèÞêç ìåôáîý b êáé c.) ×ùñßò êÜðïéïí ðåñéïñéóìü

óôï ðñüóçìï ôùí ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò c − b′/2, ôï ðñüâëçìá (3.1) åßíáé äõíáôüí
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íá Ý÷åé ðïëëÝò ëýóåéò, öåñ’ åéðåßí ôï ðñüâëçìá

{

− u′′ − π2u = 0 óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0,

Ý÷åé ôéò ëýóåéò u(x) = α sin(πx) ìå α ∈ R. Áêüìç, üôáí ç óõíÜñôçóç c− b′/2 ëáìâÜ-

íåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò, ìðïñåß íá ìçí õðÜñ÷åé ëýóç, üðùò, åðß ðáñáäåßãìáôé, óôçí

ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

{

− u′′ − π2u = π2 óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0.

Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå ùò åîÞò: Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÄéáöïñéêÞò Åîßóùóçò åßíáé

u(x) = α sin(πx)+β cos(πx)−1, ìå α, β ∈ R.Áí êáé áõôü ôï ãåãïíüò åßíáé ãíùóôü áðü

ôç Èåùñßá ôùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, åðåéäÞ åäþ äåí ðñïûðïôßèåíôáé ãíþóåéò

Ó.Ä.Å. èá ôï áðïäåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá ìå óôïé÷åéþäç ìÝóá. Áí ôï äå÷èïýìå ðñïò

óôéãìÞí, ôüôå äéáðéóôþíïõìå ðïëý åýêïëá üôé ãéá êáììßá åðéëïãÞ ôùí α êáé β äåí

ðëçñïýíôáé óõã÷ñüíùò êáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, äçëáäÞ ôï ðñüâëçìÜ ìáò

äåí åðéäÝ÷åôáé ëýóç. ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò Ä.Å. ¸óôù w ìéá

Üëëç ëýóç. Ôüôå ãéá ôçí v := u− w Ý÷ïõìå

(3.3) −v′′ − π2v = 0

êáé ìå êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí α êáé β ìðïñïýìå íá åðéôý÷ïõìå

v(0) = v′(0) = 0.

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (3.3) ìå v′ ôç ãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ

[(v′)2]′ + π2(v2)′ = 0

êáé óõìðåñáßíïõìå üôé

(v′)2 + π2v2 = C, C óôáèåñÜ.

Óýìöùíá ìå ôçí v(0) = v′(0) = 0 ôïC åßíáé ìçäÝí, êáé óõíåðþò v = 0.Áõôü óçìáßíåé

üôé êáé ç w ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

w(x) = α̃ sin(πx) + β̃ cos(πx) − 1

ìå α̃, β̃ ∈ R.
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Èá äïýìå ôþñá ìåñéêÝò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1). Ïñé-

óìÝíåò áðü áõôÝò èá ìáò ïäçãÞóïõí óôçí áðüäåéîç äéáêñéôþí áíáëüãùí ãéá ôçí

ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç.

Óõìâïëßæïõìå, ùò óõíÞèùò, ìå (·, ·) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôïõ L2(0, 1) êáé ìå

‖ · ‖ ôçí ðáñáãüìåíç áðü áõôü íüñìá, äçëáäÞ

(v, w) :=

∫ 1

0

v(x)w(x) dx, ‖v‖ := (v, v)1/2, v, w ∈ L2(0, 1).

ËáìâÜíïíôáò ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò åîßóùóçò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (3.1) ìå ìéá óõíÜñôçóç v ∈ H1
0 := H1

0 (0, 1), Ý÷ïõìå

−
(

(au′)′, v
)

+ (bu′, v) + (cu, v) = (f, v),

êáé, óõíåðþò, ìå ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç,

(3.4) (au′, v′) + (bu′, v) + (cu, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 .

Ç (3.4) áðïôåëåß ôï êßíçôñï ãéá ôçí áóèåíÞ Þ ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (3.1): Æçôåßôáé u ∈ H1
0 ôÝôïéá þóôå

(3.5) (au′, v′) + (bu′, v) + (cu, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 .

Óýìöùíá ìå ôçí (3.4), êÜèå êëáóéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1) éêáíïðïéåß êáé ôçí

(3.5), áðïôåëåß äçëáäÞ êáé áóèåíÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ç áóèåíÞò äéáôýðùóç (3.5) ìáò ïäçãåß óôçí åéóáãùãÞ ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò

a : H1
0 ×H1

0 → R, a(v, w) := (av′, w′) + (bv′, w) + (cv, w). Ôï ðñüâëçìá (3.5) äéáôõðþ-

íåôáé ôþñá ùò

(3.6) a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 .

Éäéüôçôåò ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò: Êáô’ áñ÷Üò èá áðïäåßîïõìå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñ-

öÞ a åßíáé óõíå÷Þò óôïí
(

H1
0 , ‖ · ‖1

)

, ÷ùñßò ìÜëéóôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí õðü-

èåóç ãéá ôï ðñüóçìï ôùí ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò c− b′/2. Ãéá v, w ∈ H1
0 , Ý÷ïõìå

|a(v, w)| ≤ max
0≤x≤1

a(x) ‖v′‖ ‖w′‖ + max
0≤x≤1

|b(x)| ‖v′‖ ‖w‖ + max
0≤x≤1

|c(x)| ‖v‖ ‖w‖,

ïðüôå, ìå

C := 2 max{ max
0≤x≤1

a(x), max
0≤x≤1

|b(x)|, max
0≤x≤1

|c(x)|},
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Ý÷ïõìå,

|a(v, w)| ≤ C

2

(

‖v′‖ ‖w′‖ + ‖v′‖ ‖w‖ + ‖v‖ ‖w‖
)

.

Åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz ãéá áèñïßóìáôá,

ðáßñíïõìå

|a(v, w)| ≤ C

2

(

‖v′‖2 + ‖v′‖2 + ‖v‖2
)1/2(‖w′‖2| + ‖w‖2 + ‖w‖2

)1/2

êáé åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

(3.7) |a(v, w)| ≤ C‖v‖1 ‖w‖1 ∀v, w ∈ H1
0 .

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá åëëåéðôéêüôçôá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò a óôïí
(

H1
0 , ‖·‖1

)

.

Åäþ èá ðáßîåé êáèïñéóôéêü ñüëï ç óõíèÞêç (3.2). Ãéá v ∈ H1
0 , Ý÷ïõìå a(v, v) =

(av′, v′) +
(

b, (v2)′
)

/2 + (cv, v), ïðüôå ïëïêëçñþíïíôáò óôïí äåýôåñï üñï êáôÜ ìÝñç,

ëáìâÜíïõìå

a(v, v) = (av′, v′) +
(

(c− 1

2
b′)v, v

)

.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí (3.2), ðáßñíïõìå

(3.8) a(v, v) ≥ α‖v′‖2 ∀v ∈ H1
0 .

êáé óå óõíäõáóìü ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs (2.43) êáôáëÞãïõìå

óôçí åëëåéðôéêüôçôá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò,

(3.9) a(v, v) ≥ α

2
‖v‖2

1 ∀v ∈ H1
0 .

Ïñßæïõìå åðß ðëÝïí óôïí H1
0 ôï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü F, F (v) := (f, v). Ç

áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz äßíåé áìÝóùò |F (v)| ≤ ‖f‖ ‖v‖, ïðüôå, éäéáßôåñá,

|F (v)| ≤ ‖f‖ ‖v‖1.Ôï F åßíáé óõíåðþò öñáãìÝíï êáé ‖F‖ ≤ ‖f‖. Óýìöùíá ìå ôï ëÞì-

ìá ôùí Lax–Milgram, ôï ðñüâëçìá (3.6) Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç. Áðïäåßîáìå ëïéðüí

ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò áóèåíïýò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò äýï óçìåßùí (3.1).

Óçìåéþíïõìå áêüìá üôé ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò áóèåíïýò ëýóçò ìðïñïýí

íá áðïäåé÷èïýí êáé õðü áóèåíÝóôåñåò óõíèÞêåò óôá äåäïìÝíá, ðáñáäåßãìáôïò ÷Ü-

ñéí áñêåß íá Ý÷ïõìå f ∈ L2(0, 1). Óôç óõíÝ÷åé èá áðïäåßîïõìå üôé ç áóèåíÞò ëýóç

ìáò Ý÷åé ðåñéóóüôåñç ïìáëüôçôá, óõãêåêñéìÝíá üôé áíÞêåé óôïí H2(0, 1).
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ÅëëåéðôéêÞ ïìáëüôçôá: ÈÝôïíôáò v := u óôçí (3.6) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (3.8),

ðáßñíïõìå α‖u′‖2 ≤ (f, u), ïðüôå α‖u′‖2 ≤ ‖f‖ ‖u‖. Åêôéìþíôáò ôç ‖u‖ ìå ôçí ‖u′‖
óôï äåîéü ìÝëïò ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs ðáßñíïõìå

(3.10) α‖u′‖ ≤ ‖f‖.

ÐÜëé ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs, áðü ôçí (3.10) ëáìâÜíïõìå

(3.11) α‖u‖ ≤ ‖f‖.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé u ∈ H2. Êáô’ áñ÷Üò, ç (3.5) äßíåé

∫ 1

0

au′ϕ′ dx = −
∫ 1

0

(f − bu′ − cu)ϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (0, 1).

ËáìâÜíïíôáò åäþ õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé f − bu′ − cu ∈ L2(0, 1), óõìðåñáßíïõìå üôé

ç au′ Ý÷åé áóèåíÞ ðáñÜãùãï óôïí L2(0, 1), ïðüôå, áöïý ðñïöáíþò êáé ç ßäéá áíÞêåé

óôïí L2(0, 1), èá áíÞêåé êáé óôïí H1 êáé ìÜëéóôá

(au′)′ = f − bu′ − cu.

Ôþñá u′ = (au′)/a, êáé áöïý ç a åßíáé ïìáëÞ êáé èåôéêÞ, èá Ý÷ïõìå u′ ∈ H1. Åðï-

ìÝíùò, üíôùò éó÷ýåé u ∈ H2. ÓõíïëéêÜ äçëáäÞ Ý÷ïõìå u ∈ H2 ∩ H1
0 . Åðß ðëÝïí,

(au′)′ = au′′ + a′u, óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá,

au′′ = f − bu′ − cu− a′u′,

ïðüôå

α‖u′′‖ ≤ ‖f‖ + max
0≤x≤1

|a′(x) + b(x)| ‖u′‖ + max
0≤x≤1

|c(x)| ‖u‖.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôéò (3.10) êáé (3.11), ëáìâÜíïõìå

α‖u′′‖ ≤ c1‖f‖,

ìå ìéá óôáèåñÜ c1 áíåîÜñôçôç ôçò f. ÔÝëïò, óõíäõÜæïíôáò ôï ôåëåõôáßï áðïôÝëåóìá

ìå ôéò (3.10) êáé (3.11), ïäçãïýìáóôå óôçí åðéèõìçôÞ åêôßìçóç åëëåéðôéêÞò ïìáëü-

ôçôáò (óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò)

(3.12) ‖u‖2 ≤ c2‖f‖,
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ìå ìéá óôáèåñÜ c2 áíåîÜñôçôç ôçò f.

Ôï óõæõãÝò ðñüâëçìá: Ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(3.13)

{

− (au′)′ − bu′ + (c− b′)u = f óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0,

ëÝãåôáé óõæõãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1). Åßíáé ãíùóôü üôé ç ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá

ôçò ëýóçò ôïõ (3.1) åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ëýóçò ôïõ

óõæõãïýò ðñïâëÞìáôïò (3.13). Åðßóçò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé

−
∫ 1

0

(bv′ + b′v)w dx =

∫ 1

0

bvw′ dx ∀v, w ∈ H1
0 ,

äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç áóèåíÞò äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.13) åßíáé:

(3.14) a(v, u) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 .

Ôïíßæïõìå ôç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí (3.6) êáé (3.14): Ç èÝóç ôçò ëýóçò åßíáé äéáöï-

ñåôéêÞ óôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ. Áí õðïèÝóïõìå üôé éêáíïðïéåßôáé ç óõíèÞêç (3.2),

åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï ðñüâëçìá (3.14) Ý÷åé áêñéâþò ìßá áóèåíÞ ëýóç, êáé

üôé éó÷ýåé ç åêôßìçóç åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò

(3.15) ‖u‖2 ≤ c̃2‖f‖,

ìå ìéá óôáèåñÜ c̃2 áíåîÜñôçôç ôçò f. Óôçí ðåñßðôùóç b = 0, ôï ðñüâëçìá (3.1) óõ-

ìðßðôåé ìå ôï óõæõãÝò ôïõ, ãéáõôü êáé ëÝãåôáé áõôïóõæõãÝò. Óçìåéþóôå üôé óôçí ðå-

ñßðôùóç b = 0 ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a åßíáé óõììåôñéêÞ.

ÐáñáôÞñçóç 3.2 (Ç áóèåíÞò ëýóç åßíáé êáé êëáóéêÞ ëýóç, ãéá ïìáëÜ äåäïìÝíá.) Õðï-

èÝôïõìå ôþñá üôé ôá äåäïìÝíá åßíáé ïìáëÜ, éäéáßôåñá üôé ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï

[0, 1]. Áöïý u ∈ H2, èá Ý÷ïõìå u′ ∈ C[0, 1]. ÅðïìÝíùò u ∈ C1[0, 1]. Áðü ôç ó÷Ýóç

au′′ = f − bu′ − cu − a′u′ äéáðéóôþíïõìå ôüôå, áöïý ôï äåîéü ìÝëïò åßíáé óõíå÷Þò

óõíÜñôçóç, üôé u ∈ C2[0, 1]. Ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç éó÷ýåé åðïìÝíùò óå êÜèå óçìåßï,

ãåãïíüò ðïõ óçìáßíåé üôé ç u éêáíïðïéåß ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ç u éêáíïðïéåß

êáôÜ ôåôñéììÝíï ôñüðï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, Üñá åßíáé êëáóéêÞ ëýóç. Ìéá

äéáäéêáóßá óáí áõôÞ ðïõ áêïëïõèÞèçêå åäþ áíáöÝñåôáé ùò áðüäåéîç ïìáëüôçôáò ôçò

ëýóçò.



76 3. Tï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

ÐáñáôÞñçóç 3.3 (¶ëëåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.)

(i) ¼ôáí ðñïêáèïñßæïõìå ôéò ôéìÝò ôçò ëýóçò ìéáò Ä.Å. óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò,

ôüôå áõôÝò ïé óõíèÞêåò ëÝãïíôáé óõíèÞêåò Dirichlet. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (3.1) Ý÷ïõìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet, ãéáôß ïé ðñïêáèïñéóìÝíåò

ôéìÝò åßíáé ìçäÝí. Èåùñïýìå ôþñá ãåíéêüôåñá ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

ìå ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet

(3.16)















− (au′)′ + bu′ + cu = f óôï [0, 1],

u(0) = γ,

u(1) = δ,

ìå γ, δ ∈ R. Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé åýêïëá óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (3.1).

ÐñÜãìáôé, êáô’ áñ÷Üò ç óõíÜñôçóç w,w(x) := γ(1 − x) + δx, éêáíïðïéåß ôéò óõíï-

ñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.16), w(0) = γ êáé w(1) = δ. Ãéá ôç óõíÜñôçóç

v, v := u− w, Ý÷ïõìå ôþñá ðñïöáíþò v(0) = v(1) = 0, êáé åðß ðëÝïí

−(av′)′ + bv′ + cv = −(au′)′ + bu′ + cu+ (aw′)′ − bw′ − cw = f + (γ − δ)(a′ + b) − cw.

Óõíåðþò, ìå g := f + (γ − δ)(a′ + b) − cw, ç v ëýíåé ôï ðñüâëçìá

(3.17)

{

− (av′)′ + bv′ + cv = g óôï [0, 1],

v(0) = v(1) = 0,

ðïõ åßíáé ôçò ßäéáò ìïñöÞò ìå ôï (3.1). Åðßóçò åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé áí ç

v ëýíåé ôï ðñüâëçìá (3.17), ôüôå ç u := v + w ëýíåé ôï ðñüâëçìá (3.16). Ìðïñïý-

ìå ëïéðüí ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðåñßðôùóç

ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí.

(ii) Ôñïðïðïéïýìå ôþñá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðñüâëçìá (3.1) êáé èåùñïýìå

ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann

(3.18)

{

− (au′)′ + cu = f óôï [0, 1],

u′(0) = u′(1) = 0,

üðïõ a ∈ C1[0, 1], c, f ∈ C[0, 1], êáé ç c ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, c(x) ≥ 0, ãéá

êÜèå x ∈ [0, 1].

Ç óõíèÞêç c 6= 0 åßíáé áíáãêáßá óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ãéá íá Ý÷ïõìå ìï-

íáäéêüôçôá ôçò ëýóçò, áöïý ãéá c = 0 ôüóï óôçí åîßóùóç üóï êáé óôéò óõíïñéáêÝò
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óõíèÞêåò åìöáíßæïíôáé ìüíï ðáñÜãùãïé ôçò u, ïé ïðïßåò öõóéêÜ äåí áëëÜæïõí áí

óôç u ðñïóèÝóïõìå êÜðïéá óôáèåñÞ óõíÜñôçóç, ôï ðñüâëçìá, öåñ’ åéðåßí,

{

u′′ = 0 óôï [0, 1],

u′(0) = u′(1) = 0,

Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ôçò ìïñöÞò u(x) = C, C óôáèåñÜ.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôù-

óç, âë. ôçí ¶óêçóç 3.5.

Ãåíéêüôåñá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôï ðñüâëçìá

(3.19)















− (au′)′ + cu = f óôï [0, 1],

− u′(0) + σ1u(0) = 0,

u′(1) + σ2u(1) = 0,

ìå c(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1], êáé σ1, σ2 ≥ 0. Óôçí ðåñßðôùóç c = 0 õðïèÝôïõìå åðß

ðëÝïí üôé σ1 + σ2 > 0, ïýôùò þóôå, ðÝñáí ôùí ðáñáãþãùí ôçò, íá åìöáíßæåôáé êáé ç

u óå êÜðïéï óçìåßï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå áêñéâþò

ìßá ëýóç, ãéá ôç ìïíáäéêüôçôá âë. ôçí ¶óêçóç 3.6.

(iii) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet ëÝãïíôáé êáé ïõóéáóôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñþôïõ åßäïõò, ïé óõíèÞêåò Neumann ëÝãïíôáé öõóéêÝò óõíï-

ñéáêÝò óõíèÞêåò Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò äåõôÝñïõ åßäïõò, êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.19) ëÝãïíôáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Robin Þ ìåéêôÝò (Þ ôñßôïõ åßäïõò)

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

ÖõóéêÜ äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá Ý÷ïõìå êáé óôá äýï Üêñá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ôçò ßäéáò ìïñöÞò, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ëüãïõ ÷Üñéí ðñïâëÞìáôá äýï óçìåßùí üðùò

ôï áêüëïõèï
{

− (au′)′ + cu = f óôï [0, 1],

u(0) = u′(1) = 0,

ìå a, c êáé f üðùò óôï ðñüâëçìá (3.1).

(iv) Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò a, b, c êáé f ìðïñïýí íá åðåêôáèïýí ðåñéï-

äéêÜ óôï R ùò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò ïé ðñþôåò äýï êáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïé

Üëëåò, ìå ðåñßïäï Ýíá, üôé éó÷ýåé äçëáäÞ c(1) = c(0), f(1) = f(0), a(1) = a(0),

b(1) = b(0) êáé a′(1) = a′(0), b′(1) = b′(0). Áí èÝëïõìå ïé åðåêôÜóåéò áõôÝò íá åß-

íáé ðåñéóóüôåñï ïìáëÝò, ðñÝðåé íá áðáéôÞóïõìå éóüôçôá áíôéóôïß÷ùí ðáñáãþãùí
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óôá Üêñá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôï áêüëïõèï ðåñéïäéêü

ðñüâëçìá: Æçôåßôáé ìéá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç u, u ∈ C2(R), ìå ðåñßïäï 1, ôÝôïéá

þóôå

(3.20) −(au′)′ + bu′ + cu = f óôï R.

Áí ç óõíÜñôçóç c−b′/2 ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, c(x)−b′(x)/2 ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈
R, êáé äåí åßíáé ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç, ôüôå ôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé ìßá áêñéâþò

ëýóç.

3.2 ÌÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï

ðñüâëçìá äýï óçìåßùí. Ç åíüôçôá áðïôåëåßôáé áðü ôÝóóåñåéò ðáñáãñÜöïõò, ïé

äýï ðñþôåò åê ôùí ïðïßùí áíáöÝñïíôáé óå åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò åíþ ç ôñß-

ôç óå åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò· óôçí ôÝôáñôç äßíïíôáé êÜðïéåò ðñïóåããéóôéêÝò

éäéüôçôåò ÷þñùí ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò åßíáé ôìç-

ìáôéêÜ ðïëõþíõìá ìÝ÷ñé åíüò óõãêåêñéìÝíïõ âáèìïý êáé ðáßæïõí óçìáíôéêü ñüëï

óôéò ôñåéò ðñþôåò åíüôçôåò. ÓõãêåêñéìÝíá, óôçí ðñþôç ðáñÜãñáöï èá áó÷ïëçèïý-

ìå ìå ôï “ïñéóìÝíï” ðñüâëçìá, èá õðïèÝóïõìå äçëáäÞ üôé ç óõíÜñôçóç c − b′/2

ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, åíþ óôç äåýôåñç ìå ôï “ìç ïñéóìÝíï” åðéôñÝðïíôáò

êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò ôçò c− b′/2, õðïèÝôïíôáò üìùò ðÜíôá üôé ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ìßá

áêñéâþò ëýóç ç ïðïßá ìÜëéóôá åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, êáé èá äþóïõìå åê ôùí ðñïôÝ-

ñùí åêôéìÞóåéò, äçëáäÞ åêôéìÞóåéò óôéò ïðïßåò õðåéóÝñ÷ïíôáé Üãíùóôåò ðïóüôç-

ôåò, üðùò íüñìåò ôçò Üãíùóôçò ëýóçò. Ïé åêôéìÞóåéò óôçí ôñßôç ðáñÜãñáöï åßíáé

äéáöïñåôéêÞò õöÞò, óôá öñÜãìáôá õðåéóÝñ÷ïíôáé ìüíï ðïóüôçôåò ðïõ ìðïñïýí íá

õðïëïãéóèïýí, áñêåß íá Ý÷åé ðñþôá õðïëïãéóèåß ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç, ðñüêåéôáé

ëïéðüí ãéá åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò.

3.2.1 Ôï ïñéóìÝíï ðñüâëçìá

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (3.1). Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí

âáóßæåôáé óôç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç (3.6) ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1).

¸óôù r ≥ 2 Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé (Sr
h)0<h≤1 ⊂ H1

0 := H1
0 (0, 1) ìéá ïéêïãÝíåéá
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õðï÷þñùí ôïõ H1
0 , ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, ìå ôçí åîÞò ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá

(3.21)
∃c > 0 ∀v ∈ Hs ∩H1

0 ∃χ ∈ Sr
h

‖v − χ‖ + h‖v′ − χ′‖ ≤ chs‖v‖s, s = 2, s = r.

÷ñçóéìïðïéÞóáìå åäþ ôç íüñìá Sobolev ‖ · ‖s ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò

‖v‖s :=
{

s
∑

i=0

‖v(i)‖2
}1/2

.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 (×þñïé ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21).) ¸óôù Sr
h ⊂ H1

0 ï ÷þñïò ôùí

splines ùò ðñïò ôïí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ôïõ [0, 1] ìå âÞìá h, oé ïðïßåò óå êÜèå õðï-

äéÜóôçìá áõôïý ôïõ äéáìåñéóìïý åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý r − 1, êáé óôï [0, 1] åß-

íáé r − 2 öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò. Åßíáé ãíùóôü üôé óå áõôÞ ôçí ðå-

ñßðôùóç éó÷ýåé ç (3.21). Ìå ôï èÝìá èá áó÷ïëçèïýìå áíáëõôéêÜ óôçí ôåëåõôáßá åíüôç-

ôá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ. Åäþ èá äþóïõìå ôçí áðüäåéîç ãéá ôçí ðåñßðôùóç r = 2. ¸óôù

ëïéðüí v ∈ H2 ∩ H1
0 êáé vh ∈ S2

h ôÝôïéá þóôå vh(xi) = v(xi), i = 0, . . . , J + 1, üðïõ

xi = ih, i = 0, . . . , J + 1, (J + 1)h = 1. Tüôå, èÝôïíôáò w := v − vh Ý÷ïõìå, óýìöùíá ìå

ôç (2.44),

(3.22)

∫ xi+1

xi

[w(x)]2dx ≤ h2

∫ xi+1

xi

[w′(x)]2dx, i = 0, . . . , J.

Áèñïßæïíôáò áðü i = 0 Ýùò i = J, ðáßñíïõìå

(3.23) ‖w‖ ≤ h‖w′‖.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Rolle õðÜñ÷åé ξ ∈ (xi, xi+1), ôÝôïéï þóôå w′(ξ) = 0. Tüôå èá

Ý÷ïõìå

w′(x) =

∫ x

ξ
w′′(s)ds =

∫ x

ξ
v′′(s)ds, x ∈ [xi, xi+1],

óõíåðþò

|w′(x)|2 ≤ h

∫ xi+1

xi

|v′′(s)|2ds,

äçëáäÞ

(3.24)

∫ xi+1

xi

|w′(x)|2dx ≤ h2

∫ xi+1

xi

|v′′(s)|2ds.

Áèñïßæïíôáò áðü i = 0 Ýùò i = J, ëáìâÜíïõìå

(3.25) ‖w′‖ ≤ h‖v′′‖.

Áðü ôéò (3.23) êáé (3.25) Ýðåôáé ç (3.21) ãéá s = r = 2.
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Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç c− b′/2 ëáìâÜíåé ìüíï ìç

áñíçôéêÝò ôéìÝò. Èåùñïýìå ôþñá Ýíá óôáèåñü h. Ðñïóåããßæïõìå ôç ëýóç u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (3.1) ìå Ýíá óôïé÷åßï uh ∈ Sr
h ôÝôïéï þóôå

(3.26) a(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h,

âë. ôçí (3.6). ¾ðáñîÞ êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò Ýðïíôáé áìÝóùò

áðü ôï ëÞììá ôùí Lax–Milgram, áöïý ï Sr
h åßíáé ðëÞñçò ÷þñïò, ùò ÷þñïò ðåðåñá-

óìÝíçò äéÜóôáóçò. Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç õðÜñ÷åé êáé åõêïëüôåñç áðüäåéîç,

ç ïðïßá ìáò ðáñÝ÷åé êáé ôç äõíáôüôçôá õðïëïãéóìïý ôçò uh : ¸óôù Nh := dimSr
h,

êáé {ϕ1, . . . , ϕNh
} ìéá âÜóç ôïõ Sr

h. Ç (3.26) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(3.27) a(uh, ϕi) = (f, ϕi), i = 1, . . . , Nh.

ÐáñéóôÜíïíôáò ôç uh óôç ìïñöÞ uh = α1ϕ1 + · · · + αNh
ϕNh

äéáðéóôþíïõìå åýêïëá

üôé ôï (3.27) åßíáé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá êáé ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò åßíáé èåôéêÜ

ïñéóìÝíïò, óõíåðþò ç uh ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá. ¼ôé ç uh ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá,

ìðïñåß íá ôï äåé êáíåßò åðßóçò ìåëåôþíôáò ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá. ÈÝ-

ôïíôáò f = 0 êáé χ = uh óôçí (3.26) (êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç (2.43)) ëáìâÜíïõìå

áìÝóùò uh = 0.

Ôï óýóôçìá (3.27) åßíáé ôçò ìïñöÞò

(3.28) Ahαh = fh,

üðïõ αh = (α1, . . . , αNh
)T , (fh)i = (f, ϕi), i = 1, . . . , Nh, êáé (Ah)ij = a(ϕi, ϕj),

i, j = 1, . . . , Nh. ÅðéëÝãïíôáò ôç âÜóç ôïõ Sr
h êáôÜ ôñüðïí þóôå ôá óôïé÷åßá ôçò

íá Ý÷ïõí ìéêñü öïñÝá (éäéüôçôá óôçí ïðïßá ïöåßëïõí ôçí ïíïìáóßá ôïõò ôá ðåðå-

ñáóìÝíá óôïé÷åßá) åðéôõã÷Üíïõìå íá åßíáé ï ðßíáêáò Ah áñáéüò, êáé áõôü Ý÷åé ùò

óõíÝðåéá ç åðßëõóç ôïõ (3.28) íá ìðïñåß íá ãßíåé ìå ÷áìçëü õðïëïãéóôéêü êüóôïò.

Åðßóçò ç áñßèìçóç ôùí óôïé÷åßùí ôçò âÜóçò åðçñåÜæåé ôç ìïñöÞ ôïõ ðßíáêá Ah

(áêñéâÝóôåñá êáèïñßæåé ôéò èÝóåéò üðïõ õðÜñ÷ïõí ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá).

ÐáñÜäåéãìá 3.2 (ÂÜóåéò ìå õðïëïãéóôéêÜ ðëåïíåêôÞìáôá.) ¸óôù h := 1
J+1 , xi := ih, i = 0, . . . , J+

1, êáé S2
h ï ÷þñïò ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí ïé ïðïßåò ìçäåíßæïíôáé óôá óçìåßá 0 êáé 1 êáé

åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý Ýíá óå êáèÝíá ôùí õðïäéáóôçìÜôùí (xi, xi+1), i = 0, . . . , J .
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ÅðéëÝãïíôáò ùò âÜóç ôçí {ϕ1, . . . , ϕJ} ìå

ϕi(x) =























x− xi−1

h
, xi−1 ≤ x ≤ xi,

−x− xi+1

h
, xi ≤ x ≤ xi+1,

0 , äéáöïñåôéêÜ,

äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ï ðßíáêáò Ah åßíáé ôñéäéáãþíéïò.

Ìéá ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò uh äßíåôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.1 (ÅêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò.) ¸óôù r ≥ 2, êáé u ∈ Hr ∩ H1
0 ç ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (3.1). ¸óôù Sr
h ⊂ V ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé ç (3.21) êáé uh ∈ Sr

h ç ëýóç ôïõ

(3.26). Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôùí u êáé h, ôÝôïéá þóôå

(3.29) ‖u′ − u′
h‖ ≤ Chr−1‖u‖r,

êáé

(3.30) ‖u− uh‖ ≤ Chr‖u‖r.

Áðüäåéîç. . Ïé (3.6) êáé (3.26) ãñÜöïíôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

(3.31) a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0

(3.32) a(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h.

Éäéáßôåñá, ç (3.31) éó÷ýåé ãéá v ∈ Sr
h, äçëáäÞ

(3.33) a(u, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h.

Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (3.32) êáé (3.33) ëáìâÜíïõìå

(3.34) a(u− uh, χ) = 0 ∀χ ∈ Sr
h.

Óõíåðþò, ãéá χ ∈ Sr
h, Ý÷ïõìå

a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u) − a(u− uh, uh) = a(u− uh, u)

= a(u− uh, u) − a(u− uh, χ)

= a(u− uh, u− χ),
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ïðüôå, óýìöùíá ìå ôéò (3.7) êáé (3.9),

(3.35) ‖u− uh‖1 ≤ 2
C

α
min
χ∈Sr

h

‖u− χ‖1.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21) ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôçí

(3.29).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí (3.30) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ëåãüìåíï ôÝ÷íáóìá ôïõ

Nitsche. Èåùñïýìå êáô’ áñ÷Üò ôï ðñüâëçìá

(3.36)

{

− (aw′)′ − bw′ + (c− b′)w = u− uh óôï [0, 1],

w(0) = w(1) = 0,

âë. ôï ðñüâëçìá (3.13). Óýìöùíá ìå ôçí (3.15) éó÷ýåé ôüôå

(3.37) ‖w‖2 ≤ c̃‖u− uh‖.

Åðß ðëÝïí, óýìöùíá ìå ôçí (3.14), Ý÷ïõìå

a(v, w) = (u− uh, v) ∀v ∈ H1
0 .

Óõíåðþò, ãéá v := u− uh,

(3.38) ‖u− uh‖2 = a(u− uh, w).

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (3.34), ãéá χ ∈ Sr
h, Ý÷ïõìå

‖u− uh‖2 = a(u− uh, w − χ),

ïðüôå, ëüãù ôçò (3.7),

‖u− uh‖2 ≤ C‖w − χ‖1 ‖u− uh‖1.

Óýìöùíá ôþñá ìå ôéò (3.21) ãéá s = 2 êáé (3.37), áõôÞ ç ó÷Ýóç äßíåé

(3.39) ‖u− uh‖ ≤ Ch‖u− uh‖1,

ç ïðïßá óõíäõáæüìåíç ìå ôçí (3.29) äßíåé ôçí (3.30).
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ÐáñáôÞñçóç 3.4 (ÌÝèïäïò ôïõ Ritz.) Ç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç (3.32) (Þ éóïäýíáìá ç

(3.26) ) áíáöÝñåôáé ùò ìÝèïäïò ôïõ Galerkin. Ôï ßäéï ðñüâëçìá, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a, ðÝñáí ôçò óõíÝ÷åéáò êáé åëëåéðôéêüôçôáò ðïõ áíáöÝñáìå,

åßíáé êáé óõììåôñéêÞ, üðùò óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ áõôïóõæõãïýò ðñïâëÞ-

ìáôïò, äçëáäÞ üôáí b = 0, ìðïñåß íá äéáôõðùèåß êáé ùò ðñüâëçìá åëá÷éóôïðïßçóçò,

êáé ôüôå áíáöÝñåôáé ùò ìÝèïäïò ôïõ Ritz. ÓõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôïíôáò üôé b = 0, èá

áðïäåßîïõìå üôé ç ëýóç uh ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.32) åßíáé ôï ìüíï óôïé÷åßï ôïõ Sr
h

óôï ïðïßï ôï óõíáñôçóéáêü J,

J(v) := a(v, v) − 2(f, v),

ëáìâÜíåé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ óôïí Sr
h. ÐñÜãìáôé, ãéá v ∈ Sr

h, Ý÷ïõìå

J(uh − v) = a(uh − v, uh − v) − 2(f, uh − v)

= a(uh, uh) − 2(f, uh) − 2a(uh, v) + 2(f, v) + a(v, v),

ïðüôå, åðåéäÞ a(uh, v) = (f, v),

J(uh − v) = J(uh) + a(v, v), ∀v ∈ Sr
h,

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï áðïôÝëåóìá.

Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé ç äéáôýðùóç ôïõ Galerkin åßíáé ãåíéêüôåñç, áöïý åöáñ-

ìüæåôáé êáé óå ðåñéðôþóåéò üðïõ ç áíôßóôïé÷ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ äåí åßíáé óõììå-

ôñéêÞ, üðùò, öåñ’ åéðåßí, óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1) ìå b 6= 0.

3.2.2 ¸íá ìç ïñéóìÝíï ðñüâëçìá

Óôç ìÝ÷ñé ôþñá ìåëÝôç áñéèìçôéêþí ìåèüäùí ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (3.1)

ðåñéïñéóôÞêáìå óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç óõíÜñôçóç c−b′/2 ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíç-

ôéêÝò ôéìÝò. ¸íá öõóéïëïãéêü åñþôçìá åßíáé ðþò óõìðåñéöÝñïíôáé ïé áñéèìçôéêÝò

ìÝèïäïé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ðñüâëçìá (3.1) Ý÷åé ìåí áêñéâþò ìßá ëýóç, áñêåôÜ

ïìáëÞ, áëëÜ ç c−b′/2 åðéôñÝðåôáé íá ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. Ç ìç áñíçôéêüôç-

ôá ôçò c− b′/2 ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ãéá íá áðïäåßîïõìå

ôçí åëëåéðôéêüôçôá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò a, âë. ôçí (3.9) (êáé ãéá íá áðïäåßîïõìå

âÝâáéá üôé ï ðßíáêáò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (3.30) åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, áëëÜ

áõôü ôï ãåãïíüò ó÷åôßæåôáé ìå ôçí åëëåéðôéêüôçôá).
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Ç áíÜëõóç ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ìç ïñéóìÝíï ðñüâëçìá ãß-

íåôáé ó÷åôéêÜ åýêïëá, êáé áðïöáóéóôéêü ñüëï ðáßæåé ôï ãåãïíüò üôé ç óýãêëéóç

óôçí L2−íüñìá åßíáé ôá÷ýôåñç ôçò óýãêëéóçò óôçí H1−íüñìá, âë. ôéò (3.30) êáé

(3.29). ÕðÜñ÷åé áíÜëõóç êáé ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãéá ìç ïñéóìÝíá

ðñïâëÞìáôá, ðáñÜ ôï üôé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ôÜîç óýãêëéóçò åßíáé ç ßäéá ãéá

ôéò äéáêñéôÝò íüñìåò L2 êáé H1, äåí èá áó÷ïëçèïýìå üìùò åäþ ìå áõôü ôï èÝìá.

Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá (3.1) êáé õðïèÝôïõìå üôé áõôü Ý÷åé ìßá áêñéâþò

ëýóç, ç ïðïßá õðïôßèåôáé áñêåôÜ ïìáëÞ. ÅðéôñÝðïõìå óôç c − b′/2 íá ðáßñíåé êáé

áñíçôéêÝò ôéìÝò. Èåùñïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá (Sr
h)0<h≤1 õðï÷þñùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜ-

óôáóçò ôïõ H1
0 ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21). ¸óôù uh ∈ Sr

h ìéá ðñïóåããé-

óôéêÞ ëýóç ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ôÝôïéá þóôå

(3.40) a(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h,

âë. ôçí (3.26). Åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá äþóåé ðáñáäåßãìáôá óôá ïðïßá äåí åîá-

óöáëßæåôáé ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò uh, äçëáäÞ ôÝôïéá þóôå ï ðßíáêáò Ah ôïõ

ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (3.28) íá ìçí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, üôáí ç óõíÜñôçóç c−b′/2

ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. Èá áðïäåßîïõìå, üìùò, óôç óõíÝ÷åéá, üôé, ãéá áñêåôÜ

ìéêñü h, ç uh åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé Ý÷åé ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò áíÜëïãåò

ôùí (3.29) êáé (3.30).

Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, ÷ùñßò íá ôçí áðïäåßîïõìå, ôçí åëëåéðôéêÞ

ïìáëüôçôá êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíÜñôçóç c − b′/2 ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò

ôéìÝò. Åßíáé ãíùóôü üôé, áí ôï ðñüâëçìá (3.1) Ý÷åé ìßá áêñéâþò ïìáëÞ ëýóç ãéá

ìéá óõãêåêñéìÝíç ïìáëÞ óõíÜñôçóç f, ôüôå Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç ãéá êÜèå ïìáëÞ

óõíÜñôçóç f.Áõôü åßíáé áêñéâþò áíÜëïãï ôçò ðåñéðôþóåùò åíüò ãñáììéêïý óõóôÞ-

ìáôïò Ax = b ìå ôåôñáãùíéêü ðßíáêá A. ÌÜëéóôá óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò éó÷ýåé êáé ç

åêôßìçóç åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò (3.9). Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ áðëþò áíáöÝñèçêáí

åäþ, áðïäåéêíýïíôáé óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ìå ìÝóá ðïõ äåí Ý÷ïõìå óôç äéÜ-

èåóç ìáò óå áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò, ð.÷., ìå ôï åíáëëáêôéêü èåþñçìá ôïõ Fredholm.

Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé åöüóïí áðïäåé÷èåß ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò ‖u‖ ≤ c1‖f‖,
ôüôå ç áðüäåéîç ôçò åêôßìçóçò ôçò åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò ïëïêëçñþíåôáé åýêï-

ëá ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò, ôçí ïðïßá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åðáíåéëçììÝíá åäþ.

Åðßóçò, üôáí ôï ðñüâëçìá (3.1) Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç, ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ãéá ôï

óõæõãÝò ðñüâëçìá (3.13), éó÷ýåé ìÜëéóôá êáé ãéá áõôü ç åêôßìçóç ôçò åëëåéðôéêÞò
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ïìáëüôçôáò.

Èåùñïýìå ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a ðïõ ïñßóôçêå ëßãï ðñéí ôçí (3.6). ¼ðùò åß÷á-

ìå Þäç ôïíßóåé, ç a åßíáé óõíå÷Þò êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìåëåôÜìå ôþñá, äçëáäÞ

éó÷ýåé ç (3.7), äåí åßíáé üìùò êáô’ áíÜãêç åëëåéðôéêÞ, äåí éó÷ýåé äçëáäÞ áíáãêá-

óôéêÜ ç (3.9), áëëÜ áíô’ áõôÞò Ý÷ïõìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Gårding

(3.41) a(v, v) ≥ α

2
‖v‖2

1 − β‖v‖2 ∀v ∈ H1
0 ,

ìå ôç óôáèåñÜ α ôçò (3.2) êáé β := − min0≤x≤1[c(x) − b′(x)/2], âë. ôçí áðüäåéîç ôçò

(3.9). Áêñéâþò åðåéäÞ ç a äåí åßíáé åëëåéðôéêÞ óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç, áíáöÝñå-

ôáé ôï ðñüâëçìá ùò ìç ïñéóìÝíï.

Èåþñçìá 3.2 (ÅêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò.) ¸óôù üôé ôï ðñüâëçìá (3.1) Ý÷åé ìßá áêñéâþò

ïìáëÞ ëýóç u, u ∈ Hr ∩H1
0 . ¸óôù r ≥ 2, êáé Sr

h ⊂ H1
0 ÷þñïé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò

ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé ç (3.21). Ôüôå õðÜñ÷ïõí äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò h0 êáé C, ôÝôïéåò

þóôå ãéá êÜèå h ≤ h0 ôï ðñüâëçìá (3.40) Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç uh, ãéá ôçí ïðïßá ìÜëéóôá

éó÷ýïõí ïé åêôéìÞóåéò

(3.42) ‖u′ − u′
h‖ ≤ Chr−1‖u‖r,

êáé

(3.43) ‖u− uh‖ ≤ Chr‖u‖r.

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôéò åêôéìÞóåéò (3.42) êáé (3.43) ãéá êÜèå ðñïóåã-

ãéóôéêÞ ëýóç uh ôçò (3.40) ðïõ åíäå÷ïìÝíùò õðÜñ÷åé. ÌåôÜ èá áðïäåßîïõìå üôé ç

ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç õðÜñ÷åé ðñÜãìáôé ãéá áñêåôÜ ìéêñü h.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé åäþ ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a ðïõ åéóáãÜãáìå óôçí

áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.1, åäþ üìùò öõóéêÜ ç óõíÜñôçóç c−b′/2 åðéôñÝðåôáé íá

ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (3.33) êáé (3.40) ëáìâÜíïõìå

(3.44) a(u− uh, χ) = 0 ∀χ ∈ Sr
h,

âë. ôçí (3.34). Óýìöùíá ìå ôéò (3.41) êáé (3.44) Ý÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h,

α

2
‖u− uh‖2

1 ≤ a(u− uh, u− uh) + β‖u− uh‖2

= a(u− uh, u− χ) + β‖u− uh‖2,



86 3. Tï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

ïðüôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (3.7),

α

2
‖u− uh‖2

1 ≤ C‖u− uh‖1 ‖u− χ‖1 + β‖u− uh‖2 ∀χ ∈ Sr
h.

ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21), Ý÷ïõìå

(3.45)
α

2
‖u− uh‖2

1 ≤ Chr−1‖u− uh‖1 ‖u‖r + β‖u− uh‖2.

Ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôçí L2−íüñìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðÜëé ôï ôÝ÷íáóìá ôïõ

Nitsche. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (3.36). Óýìöùíá ìå üóá áíáöÝñáìå, ç w ïñßæåôáé

êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï êáé éó÷ýåé

(3.46) ‖w‖2 ≤ c̃‖u− uh‖.

Åðß ðëÝïí, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

a(v, w) = (u− uh, v) ∀v ∈ H1
0 .

Óõíåðþò, ãéá v := u− uh,

(3.47) ‖u− uh‖2 = a(u− uh, w).

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (3.44), ãéá χ ∈ Sr
h, Ý÷ïõìå

‖u− uh‖2 = a(u− uh, w − χ),

ïðüôå, ëüãù ôçò (3.7),

‖u− uh‖2 ≤ C‖w − χ‖1 ‖u− uh‖1.

Óýìöùíá ôþñá ìå ôéò (3.21) êáé (3.46), áõôÞ ç ó÷Ýóç äßíåé

(3.48) ‖u− uh‖ ≤ Ch‖u− uh‖1.

Áðü ôéò (3.45) êáé (3.48) ëáìâÜíïõìå

α

2
‖u− uh‖1 ≤ Chr−1 ‖u‖r + C̃h2‖u− uh‖1,

êáé åðïìÝíùò, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h,

(3.49) ‖u− uh‖1 ≤ Chr−1‖u‖r.
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ÌÝ÷ñé ôþñá õðïèÝóáìå ýðáñîç ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò uh. Ôþñá ìðïñïýìå

íá áðïäåßîïõìå ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò uh ãéá áñêåôÜ ìéêñü h. Ôï ðñüâëçìá

(3.40) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêü óýóôçìá ìå ôåôñáãùíéêü ðßíáêá, âë. ôçí (3.28).

Ãéá f = 0 ïäçãïýìáóôå óôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá. Ôüôå üìùò u = 0, êáé,

óýìöùíá ìå ôçí (3.49), uh = 0, äçëáäÞ ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá Ý÷åé ìüíï

ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç. Óõíåðþò, ç uh åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h. Åðß

ðëÝïí, ç (3.42) Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôçí (3.49), êáé ç (3.43) áðü ôéò (3.48) êáé (3.49).

3.2.3 Åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò

ÅêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ìïñöÞò (3.29) êáé (3.30), êáèþò êáé üëåò ïé Üëëåò

ðïõ Ý÷ïõìå äåé ìÝ÷ñé ôþñá, ëÝãïíôáé åêôéìÞóåéò åê ôùí ðñïôÝñùí ãéá ôïí ëüãï üôé

ôá öñÜãìáôá óôï äåîéü ìÝëïò äåí åîáñôþíôáé áðü ôçí ðñïóÝããéóç uh. ÔÝôïéåò åêôé-

ìÞóåéò åßíáé ÷ñÞóéìåò ãéáôß ìáò äßíïõí ðëçñïöïñßåò ó÷åôéêÜ ìå ôá ðïéïôéêÜ ÷áñá-

êôçñéóôéêÜ ìéáò ìåèüäïõ, êáèþò êáé ãéá ôéò áðáéôïýìåíåò óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ôçò

ëýóçò. Áðü ôçí Üëëç üìùò ðëåõñÜ, áí èÝëåé êáíåßò, ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï h, íá

õðïëïãßóåé ôï öñÜãìá óôçí (3.29), ëüãïõ ÷Üñç, äåí èá ìðïñÝóåé íá ôï êÜíåé ãéáôß,

áí êáé ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò C åßíáé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ãíùóôÞ, äåí ãíùñß-

æåé ôç ëýóç u. (Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá áíôéðñïôåßíåé íá åêôéìÞóïõìå ôç íüñìá ôçò

ëýóçò u ìå ðïóüôçôåò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôá äåäïìÝíá, üðùò áõôÝò ðïõ åßäáìå óôçí

ðñþôç åíüôçôá. ÐñÜãìáôé êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ïäçãåßôáé êáíåßò óå ìéá ðïóüôçôá

ðïõ èá ìðïñïýóå íá õðïëïãéóèåß, áõôÞ üìùò äåí åßíáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìç áöïý åßíáé

ãåíéêÜ õðåñâïëéêÜ áðáéóéüäïîç, ôï öñÜãìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñï

áðü ôï ðñáãìáôéêü óöÜëìá. Ìéá áéôßá ãé’ áõôü áðïôåëåß ôï ãåãïíüò üôé óôï öñÜã-

ìá óôçí (3.29) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï ôï ìÝãéóôï åýñïò h, áëëÜ ü÷é ðåñéóóüôåñåò

ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôïí äéáìåñéóìü.)

Ãéá íá áíôéìåôùðéóèïýí ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá, ðÝñáí ôùí åêôéìÞóåùí åê ôùí ðñï-

ôÝñùí, Ý÷ïõí åðéíïçèåß êáé äéáöïñåôéêÞò öýóåùò åêôéìÞóåéò, ïé ëåãüìåíåò åêôéìÞ-

óåéò åê ôùí õóôÝñùí. Ç áíôßóôïé÷ç ôçò (3.29) åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç åßíáé ôçò

ìïñöÞò

(3.50) ‖u′ − u′
h‖ ≤ η(uh),

óôçí ïðïßá ôï óõíáñôçóéáêü åêôßìçóçò ôïõ óöÜëìáôïò (error estimator), η, åîáñôÜôáé

áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, üðùò ïé óõíáñôÞóåéò a, b, c êáé f, êáé áðü ðïóü-

ôçôåò ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí, áí ãíùñßæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç uh. Óå áõôïý
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ôïõ åßäïõò ôéò åêôéìÞóåéò ÷ñçóéìïðïéïýìå äçëáäÞ ôçí ðñïóÝããéóç, ðñïêåéìÝíïõ íá

áíôëÞóïõìå ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí ðïéüôçôÜ ôçò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñïóäéïñßóïõìå êáôÜëëçëåò åêöñÜóåéò ãéá ôï óõíáñôçóéáêü

åêôßìçóçò ôïõ óöÜëìáôïò η. Ãéá åõêïëßá õðïèÝôïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé ïñé-

óìÝíï, äçëáäÞ üôé ç óõíÜñôçóç c− b′/2 ðáßñíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò.

Èåùñïýìå Ýíáí äéáìåñéóìü 0 = x0 < x1 < · · · < xJ < xJ+1 = 1 ôïõ [0, 1] êáé

èÝôïõìå hi := xi+1 − xi, i = 0, . . . , J. ÕðïèÝôïõìå üôé ï ÷þñïò Sr
h áðïôåëåßôáé áðü

óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò óå êÜèå õðïäéÜóôçìá [xi, xi+1] åßíáé ðïëõþíõìá

âáèìïý ôï ðïëý r − 1, êáé ìçäåíßæïíôáé óôá Üêñá 0 êáé 1.

¸óôù uh ∈ Sr
h ç ëýóç ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñüâëçìá (3.1), âë. ôçí

(3.32). Ç uh éêáíïðïéåß ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1). ¸íá ìÝãå-

èïò ãéá ôï ðüóï ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç áðïôõã÷Üíåé íá åßíáé áêñéâÞò ëýóç ôïõ (3.1)

áðïôåëåß ôï ëåãüìåíï õðüëïéðï rh,

(3.51) rh(x) := −(au′
h)

′(x) + b(x)u′
h(x) + c(x)uh(x) − f(x).

Ôï õðüëïéðï ðáßæåé êáèïñéóôéêü ñüëï óôéò åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò, áêñéâþò

áíôßóôïé÷ï ôïõ óöÜëìáôïò óõíÝðåéáò óôéò åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò· õðåíèõ-

ìßæïõìå üôé ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò åßíáé Ýíá ìÝãåèïò ãéá ôï ðüóï ç áêñéâÞò ëýóç

áðïôõã÷Üíåé íá åßíáé ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç, íá éêáíïðïéåß äçëáäÞ ôçí áñéèìçôéêÞ

ìÝèïäï. Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé ôï õðüëïéðï äåí ïñßæåôáé óôïõò êüìâïõò xi.

Ôï ðñþôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ áöïñÜ ôçí åê ôùí õóôÝñùí åêôß-

ìçóç ôçò ‖u′ − u′
h‖ êáé äßíåôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.3 (Åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç óôçí H1−íüñìá.) ¸óôù uh ∈ Sr
h ç ëýóç ôïõ

(3.32) êáé rh ôï õðüëïéðü ôçò. ¸óôù u ∈ H2 ∩H1
0 ç ëýóç ôïõ (3.1). Ôüôå, ãéá ôï óöÜëìá

u− uh éó÷ýåé ç åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç

(3.52) ‖u′ − u′
h‖ ≤ 1

2α

(

J
∑

i=0

h2
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

,

üðïõ α ç óôáèåñÜ óôçí (3.8) êáé ‖ · ‖L2(xi,xi+1) ç L2 íüñìá óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1],

‖v‖L2(xi,xi+1) :=
(

∫ xi+1

xi

|v(x)|2dx
)1/2

.
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Áðüäåéîç. Óõìâïëßæïõìå ìå eh ôï óöÜëìá, eh := u− uh. Ðñïöáíþò éó÷ýåé

(3.53) α‖e′
h‖2 ≤ a(eh, eh).

Ãéá íá ïäçãçèïýìå óôçí (3.52) áñêåß íá åêôéìÞóïõìå êáôÜëëçëá ôï äåîéü ìÝëïò

ôçò (3.53). ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Üò, ãéá íá ãßíïõí åõêïëüôåñá ïé õðïëïãéóìïß, üôé

Ý÷ïõìå ìéá óõíÜñôçóç v, óõíå÷Þ êáé ôìçìáôéêÜ äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç,

ç ïðïßá ìçäåíßæåôáé óå üëïõò ôïõò êüìâïõò xi, i = 0, . . . , J + 1, êáé èá ðñïóðá-

èÞóïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá êáôÜëëçëç ðáñÜóôáóç ôïõ a(eh, v). Óçìåéþíïõìå

áðü ôþñá üôé åìÜò ìáò åíäéáöÝñåé ôï a(eh, eh) êáé ç eh äåí ìçäåíßæåôáé êáô’ áíÜãêçí

óôïõò êüìâïõò xi, åêôüò âÝâáéá áí a = óôáèåñÜ êáé b = c = 0, âë. ôçí ¶óêçóç 3.23,

èá äïýìå üìùò áñãüôåñá Ýíáí ôñüðï ãéá íá îåðåñÜóïõìå áõôü ôï åìðüäéï. ÅðåéäÞ

èÝëïõìå íá ïëïêëçñþóïõìå êáôÜ ìÝñç êáé áõôü äåí ìðïñåß íá ãßíåé êáô’ åõèåßáí

óôï äéÜóôçìá [0, 1], áöïý ç v äåí åßíáé ïìáëÞ óôïõò êüìâïõò, ãñÜöïõìå ôï a(eh, v)

ùò

a(eh, v) =
J
∑

i=0

∫ xi+1

xi

(ae′
h)(x)v

′(x)dx+ (be′
h, v) + (ceh, v).

Ôþñá, ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí õðüèåóç v(xi) = v(xi+1)

= 0 Ý÷ïõìå
∫ xi+1

xi

(ae′
h)(x)v

′(x)dx = −
∫ xi+1

xi

(ae′
h)

′(x)v(x)dx

êáé ïäçãïýìáóôå åýêïëá óôç ó÷Ýóç

a(eh, v) = −
(

(ae′
h)

′, v
)

+ (be′
h, v) + (ceh, v)

= −
(

(a(u′ − u′
h))

′, v
)

+ (b(u− uh)
′, v) + (c(u− uh), v),

äçëáäÞ

a(eh, v) =
(

− (au′)′ + bu′ + cu, v
)

−
(

− (au′
h)

′ + bu′
h + quh, v

)

.

Ôþñá −(au′)′+bu′+cu = f êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôïí ïñéóìü ôïõ rh ïäçãïýìáóôå

óôçí åðéèõìçôÞ ðáñÜóôáóç

(3.54) a(eh, v) = −(rh, v).

Ôþñá, ëüãù ôçò (3.34) Ý÷ïõìå a(eh, eh) = a(eh, eh − χ), ãéá ïðïéïäÞðïôå χ ∈ Sr
h. Åðé-

ëÝãïõìå ùò χ ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç, ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý, ôÝôïéá
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þóôå eh(xi) − χ(xi) = 0, i = 0, . . . , J + 1, äçëáäÞ ç χ åßíáé ç ôìçìáôéêÜ ãñáììéêÞ

ðáñåìâÜëëïõóá ôçò eh óôïõò êüìâïõò xi, i = 0, . . . , J+1. Óçìåéþíïõìå áðü ôþñá üôé

ç χ äåí åßíáé êÜðïéá åê ôùí õóôÝñùí ðïóüôçôá, äåí ìðïñïýìå íá ôçí õðïëïãßóïõìå

äçëáäÞ, áõôü üìùò äåí èá ìáò åìðïäßóåé íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç èåùñßá ãéá

íá ïäçãçèïýìå óôçí åêôßìçóç ðïõ èÝëïõìå. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óçìåéþíïõìå üôé

∫ xi+1

xi

(

e′
h(x) − χ′(x)

)

χ′(x)dx = −
∫ xi+1

xi

(

eh(x) − χ(x)
)

χ′′(x)dx,

êáé, áöïý ç χ åßíáé óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý, óõìðåñáßíïõ-

ìå áìÝóùò üôé
∫ xi+1

xi

(

e′
h(x) − χ′(x)

)

χ′(x)dx = 0.

ÅðïìÝíùò éó÷ýåé

∫ xi+1

xi

|e′
h(x) − χ′(x)|2dx =

∫ xi+1

xi

(

e′
h(x) − χ′(x)

)

e′
h(x)dx

êáé åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz ëáìâÜíïõìå

(3.55) ‖e′
h − χ′‖L2(xi,xi+1) ≤ ‖e′

h‖L2(xi,xi+1).

Åî Üëëïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs, âë. ôçí ¶óêç-

óç 3.2, Ý÷ïõìå

(3.56) ‖eh − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖e′

h − χ′‖L2(xi,xi+1).

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò (3.55) êáé (3.56) ïäçãïýìáóôå óå Ýíá ÷ñÞóéìï ãéá ôç óõíÝ÷åéá áðï-

ôÝëåóìá,

(3.57) ‖eh − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖e′

h‖L2(xi,xi+1).

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìå ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðñþôá ôçí áíéóüôçôá

ôùí Cauchy–Schwarz ãéá ïëïêëçñþìáôá, ìåôÜ ôçí (3.57) êáé ôÝëïò ðÜëé ôçí áíéóü-
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ôçôá ôùí Cauchy–Schwarz, áõôÞ ôç öïñÜ ãéá áèñïßóìáôá,

a(eh, eh) = a(eh, eh − χ) = −(rh, eh − χ)

≤
J
∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) ‖eh − χ‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

J
∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) hi‖e′
h‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h2
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2 (
J
∑

i=0

‖e′
h‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

,

äçëáäÞ

(3.58) a(eh, eh) ≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h2
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

‖e′
h‖.

Áðü ôéò (3.53) êáé (3.58) Ýðåôáé áìÝóùò ç åêôßìçóç (3.52).

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò u − uh

óôç íüñìá ôïõ L2. Áñ÷ßæïõìå ìå êÜðïéá ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. ¼ðùò êáé

óôçí áíôßóôïé÷ç åê ôùí ðñïôÝñùí åêôßìçóç, ôï âáóéêü åðé÷åßñçìá âáóßæåôáé óôï

ôÝ÷íáóìá ôïõ Nitsche. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá (3.36). Êáô’ áñ÷Üò, óýìöùíá

ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs, âë. ôçí ¶óêçóç 3.2, Ý÷ïõìå

(3.59) ‖w‖ ≤ 1

2
‖w′‖.

Ðáßñíïíôáò ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (3.36) ìå ôçí w äéá-

ðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

(aw′, w′) +
(

(c− b′

2
)w,w

)

= (u− uh, w),

óõíåðþò α‖w′‖2 ≤ ‖u− uh‖ ‖w‖, ïðüôå ç (3.59) äßíåé

(3.60) ‖w‖ ≤ 1

4α
‖u− uh‖.

Áðü ôçí α‖w′‖2 ≤ ‖u− uh‖ ‖w‖ êáé ôçí (3.59) ðáßñíïõìå åðßóçò

(3.61) ‖w′‖ ≤ 1

2α
‖u− uh‖.
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (3.36) ðáßñíïõìå

−aw′′ = (a′ + b)w′ + (b′ − c)w + u− uh,

ïðüôå

α‖w′′‖ ≤ ‖a′ + b‖∞ ‖w′‖ + ‖b′ − c‖∞ ‖w‖ + ‖u− uh‖,

üðïõ ‖ · ‖∞ åßíáé ç íüñìá ìåãßóôïõ óôï äéÜóôçìá [0, 1]. ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôçí åêôß-

ìçóç ìå ôéò (3.60) êáé (3.61) ëáìâÜíïõìå ôç óçìáíôéêÞ ãéá ôç óõíÝ÷åéá åêôßìçóç

(3.62) ‖w′′‖ ≤ γ‖u− uh‖

ìå

(3.63) γ :=
1

α

[ 1

2α
‖a′ + b‖∞ +

1

4α
‖b− c‖∞ + 1

]

.

Èåþñçìá 3.4 (Åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç óôçí L2−íüñìá.) ¸óôù uh ∈ Sr
h ç ëýóç ôïõ

(3.32) êáé rh ôï õðüëïéðü ôçò. ¸óôù u ∈ H2 ∩H1
0 ç ëýóç ôïõ (3.1). Ôüôå, ãéá ôï óöÜëìá

u− uh éó÷ýåé ç åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç

(3.64) ‖u− uh‖ ≤ 1

2
γ
(

J
∑

i=0

h4
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

,

ìå γ ôçò óôáèåñÜ ôçò (3.63).

Áðüäåéîç. Óõìâïëßæïõìå ðÜëé ìå eh ôï óöÜëìá, eh := u − uh. Óýìöùíá ìå ôçí (3.38)

Ý÷ïõìå

(3.65) ‖eh‖2 = a(eh, w).

¸óôù ôþñá χ ç ôìçìáôéêÜ ãñáììéêÞ ðáñåìâÜëëïõóá ôçò w óôïõò êüìâïõò xi, i =

0, . . . , J + 1, w(xi) − χ(xi) = 0, i = 0, . . . , J + 1. Ôüôå χ ∈ Sr
h, êáé ç (3.65) ãñÜöåôáé

óôç ìïñöÞ

(3.66) ‖eh‖2 = a(eh, w − χ).

Ôþñá

(3.67) ‖w − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖w′ − χ′‖L2(xi,xi+1),
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âë. ôçí (3.56). Åî Üëëïõ, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Rolle, ç w′ − χ′ ìçäåíßæåôáé

óå êÜðïéï óçìåßï ξ ∈ (xi, xi+1), ïðüôå

w′(x) − χ′(x) =

∫ x

ξ

[w′′(s) − χ′′(s)] ds =

∫ x

ξ

w′′(s) ds, x ∈ (xi, xi+1),

óõíåðþò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz,

|w′(x) − χ′(x)|2 ≤ hi

∫ xi+1

xi

|w′′(x)|2 dx, x ∈ (xi, xi+1).

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(3.68) ‖w′ − χ′‖L2(xi,xi+1) ≤ hi‖w′′‖L2(xi,xi+1).

Ïé (3.67) êáé (3.68) äßíïõí

(3.69) ‖w − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
h2

i ‖w′′‖L2(xi,xi+1).

Ðñï÷ùñþíôáò üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò (3.58) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò (3.66), (3.54)

êáé (3.69), Ý÷ïõìå

‖eh‖2 = a(eh, w − χ) = −(rh, w − χ)

≤
J
∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) ‖w − χ‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

J
∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) h
2
i ‖w′′‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h4
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2 (
J
∑

i=0

‖w′′‖2
L2(xi,xi+1)

)1/2

,

äçëáäÞ

(3.70) ‖eh‖2 ≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h4
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

‖w′′‖.

Áðü ôéò (3.62) êáé (3.70) Ýðåôáé áìÝóùò ç åêôßìçóç (3.64).

ÐáñáôÞñçóç 3.5 (ÅíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôïõ õðïëïßðïõ· Üëëç åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç.)
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i. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (3.1) óôçí (3.51), ìðïñïýìå íá

ãñÜøïõìå ôï õðüëïéðï óôç ìïñöÞ

(3.71) rh =
(

a(u− uh)
′
)′ − b(u− uh)

′ − c(u− uh).

ÁõôÞ ç ðáñÜóôáóç åßíáé ÷ñÞóéìç ãéá ôç ìåëÝôç ôçò áóõìðôùôéêÞò óõìðåñéöï-

ñÜò ôïõ õðïëïßðïõ, êáèþò ôï h ôåßíåé óôï ìçäÝí.

ii. Óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.3 åßäáìå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç a(eh, eh) = −(rh,

eh − χ). Åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ ôýðïõ ôçò Cauchy–

Schwarz ôçò ¶óêçóçò 3.16, ëáìâÜíïõìå

a(eh, eh) ≤ ‖rh‖−1 ‖e′
h − χ′‖,

ïðüôå, ìå ôç âïÞèåéá êáé ôçò (3.55), Ý÷ïõìå

a(eh, eh) ≤ ‖rh‖−1 ‖e′
h‖.

ÓõíäõÜæïíôáò áõôü ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí (3.53) ïäçãïýìáóôå óôçí åîÞò åê ôùí

õóôÝñùí åêôßìçóç, âë. ôçí (3.52),

(3.72) ‖u′ − u′
h‖ ≤ 1

α
‖rh‖−1.

ÐáñáôÞñçóç 3.6 (Áõôüìáôç åðéëïãÞ äéáìåñéóìþí.) Ïé åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò åß-

íáé ðñïöáíþò ÷ñÞóéìåò ãéáôß ìáò äßíïõí áêñéâåßò ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí ðñïóåããé-

óôéêÞ éäéüôçôá ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò. Áðïôåëïýí åðßóçò ôç âÜóç ãéá ìåèüäïõò

áõôüìáôçò åðéëïãÞò êáôÜëëçëùí äéáìåñéóìþí ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1]. Áõôü áðïôå-

ëåß èÝìá ìåãÜëçò ðñáêôéêÞò óçìáóßáò, ãéáôß ç ëýóç u ðñïóåããßæåôáé äýóêïëá óôá

äéáóôÞìáôá üðïõ ôáëáíôþíåôáé ãñÞãïñá, ìåôáâÜëëåôáé äçëáäÞ ãñÞãïñá, êáé ðñï-

óåããßæåôáé ðïëý åõêïëüôåñá óôá äéáóôÞìáôá üðïõ ìåôáâÜëëåôáé áñãÜ. Äõóôõ÷þò

äåí ãíùñßæïõìå ãåíéêÜ åê ôùí ðñïôÝñùí óå ðïéåò ðåñéï÷Ýò óõìâáßíåé åßôå ôï Ýíá

åßôå ôï Üëëï. Ôï íá êáôáöýãåé êáíåßò óå ðïëý åêëåðôõóìÝíïõò äéáìåñéóìïýò, ðñï-

êåéìÝíïõ íá ðñïóåããßóåé ôç ëýóç ðáíôïý êáëÜ, áðïôåëåß ðïëý äáðáíçñÞ äéÝîïäï.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå Ýíáí ôñüðï áõôüìáôçò åðéëïãÞò ôïõ äéáìåñéóìïý, ï ïðïßïò

âáóßæåôáé óå åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò, ãéá íá åíôïðßóåé ôá äéáóôÞìáôá óôá ïðïßá

÷ñåéÜæïíôáé ðïëëïß êüìâïé êáèþò êáé åêåßíá óôá ïðïßá ëßãïé êüìâïé áñêïýí.
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Áò õðïèÝóïõìå öåñ’ åéðåßí üôé èÝëïõìå ç íüñìá ‖u′ − u′
h‖ íá ìçí îåðåñíÜ Ýíáí

ðñïêáèïñéóìÝíï èåôéêü áñéèìü ε. Óýìöùíá ìå ôçí (3.52), åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

áõôü åîáóöáëßæåôáé áðü ôéò óõíèÞêåò

(3.73) hi‖rh‖2
L2(xi,xi+1) ≤ 4α2ε2

ãéá üëá ôá õðïäéáóôÞìáôá [xi, xi+1]. Ôï ìÝãåèïò hi‖rh‖2
L2(xi,xi+1) áðïôåëåß Ýíäåéîç

ãéá ôçí ôïðéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ óöÜëìáôïò, áêñéâÝóôåñá ãéá ôç óõíåéóöïñÜ ôïõ

äéáóôÞìáôïò [xi, xi+1] óôï óõíáñôçóéáêü åêôßìçóçò ôïõ (óõíïëéêïý) óöÜëìáôïò êáé

ëÝãåôáé óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò (error indicator). ÌåãÜëï óõíáñôçóéá-

êü Ýíäåéîçò óöÜëìáôïò åßíáé Ýíäåéîç ìç êáëÞò ðñïóÝããéóçò ôçò ëýóçò, äçëáäÞ

ôá÷åßáò ìåôáâïëÞò ôçò ëýóçò, ïðüôå åêëåðôýíïõìå ôïðéêÜ ôïí äéáìåñéóìü. Ìéêñü

óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò óöÜëìáôïò åßíáé Ýíäåéîç êáëÞò ðñïóÝããéóçò ôçò ëýóçò,

äçëáäÞ âñáäåßáò ìåôáâïëÞò ôçò ëýóçò, ïðüôå ìðïñïýìå íá áöáéñÝóïõìå ôïðéêÜ

êÜðïéïõò áðü ôïõò êüìâïõò ôïõ äéáìåñéóìïý, ãåãïíüò ðïõ óõíåðÜãåôáé ìåßùóç ôïõ

õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò.

¸íáò ôñüðïò êáôÜëëçëçò åðéëïãÞò ôïõ äéáìåñéóìïý, ï ïðïßïò âáóßæåôáé óôçí

ðëçñïöïñßá ðïõ ðáßñíïõìå áðü ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò, åßíáé

óõíåðþò ï åîÞò, âë. ôçí áíôßóôïé÷ç óõæÞôçóç óôçí ðáñÜãñáöï 3.5 ôïõ [2], ç ïðïßá

áöïñÜ ôçí áõôüìáôç åðéëïãÞ ôïõ âÞìáôïò óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôé-

ìþí ìå ìåèüäïõò ôùí Runge–Kutta: Áñ÷ßæïõìå ìå Ýíáí äéáìåñéóìü ìå ëßãïõò êüì-

âïõò, áò ðïýìå ïìïéüìïñöï. ÈÝôïõìå ε1 := 4α2ε2. Äéáêñßíïõìå ôþñá ôñåéò ðåñéðôþ-

óåéò:

I. Áí ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] äåí åßíáé

ïýôå õðåñâïëéêÜ ìåãÜëï ïýôå õðåñâïëéêÜ ìéêñü, ð.÷. áí éó÷ýåé

1

10
ε1 ≤ hi‖rh‖2

L2(xi,xi+1) ≤ ε1,

ôüôå áöÞíïõìå ôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] üðùò åßíáé.

II. Áí ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] åßíáé õðåñ-

âïëéêÜ ìåãÜëï, äçëáäÞ áí éó÷ýåé

hi‖rh‖2
L2(xi,xi+1) > ε1,

ôüôå åêëåðôýíïõìå ôïðéêÜ ôïí äéáìåñéóìü, óõìðåñéëáìâÜíïíôáò óôïí äéáìå-

ñéóìü Ýíáí, öåñ’ åéðåßí, åðß ðëÝïí êüìâï óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1], ôï ìÝóïí ôïõ

äéáóôÞìáôïò ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí.
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III. Áí ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò óôá äéáóôÞìáôá [xi−1, xi] êáé

[xi, xi+1] åßíáé õðåñâïëéêÜ ìéêñü, ð.÷. áí éó÷ýåé

hi−1‖rh‖2
L2(xi−1,xi)

<
1

10
ε1 êáé hi‖rh‖2

L2(xi,xi+1) <
1

10
ε1,

ôüôå áõôü åßíáé Ýíäåéîç üôé ï êüìâïò xi ìðïñåß íá ìçí åßíáé áðáñáßôçôïò óôïí

äéáìåñéóìü êáé ôïí áöáéñïýìå. Áí ãéá ôç íÝá ðñïóÝããéóç ãéá ôï íÝï äéÜóôçìá

ïäçãçèïýìå óôçí ðåñßðôùóç II, äçëáäÞ ðñïêýøïõí õðåñâïëéêÜ ìåãÜëá óõ-

íáñôçóéáêÜ óöÜëìáôïò, ôüôå óõìðåñéëáìâÜíïõìå ðÜëé ôï xi óôïí äéáìåñéóìü

êáé äåí ôï áöáéñïýìå ðïôÝ óôï ìÝëëïí.

ÖõóéêÜ, äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå êüìâïõò ìå ðïëý ìéêñÞ áðüóôáóç ìåôáîý

ôïõò, åðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç II, áí ôï hi åßíáé ðïëý ìéêñü, ìéêñüôåñï áðü

Ýíáí ðñïêáèïñéóìÝíï èåôéêü áñéèìü δ, áöÞíïõìå ôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] üðùò

åßíáé, êáé óôï ôÝëïò ôïõ õðïëïãéóìïý äßíïõìå ó÷åôéêü ìÞíõìá óôïí ÷ñÞóôç.

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ãßíåôáé ãéá üëá ôá õðïäéáóôÞìáôá ôïõ áñ÷éêïý äéáìåñéóìïý

êáé ïäçãåß óå Ýíáí íÝï äéáìåñéóìü. Åí óõíå÷åßá, áí äåí éó÷ýåé áêüìç ç (3.73)

ãéá üëá ôá õðïäéáóôÞìáôá ìå ìÞêïò ìåãáëýôåñï ôïõ δ, åðáíáëáìâÜíåôáé ç üëç

äéáäéêáóßá ãéá ôïí íÝï äéáìåñéóìü.

3.2.4 ×þñïé ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21)

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá äþóïõìå ðáñáäåßãìáôá õðï÷þñùí ôïõ H1
0 (0, 1), ïé ïðïßïé

Ý÷ïõí ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21). ¸íá èåìåëéþäåò åñãáëåßï óå áðïäåßîåéò

ðñïóåããéóôéêþí éäéïôÞôùí áðïôåëåß ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert. [Ïé Bramble êáé

Hilbert åßíáé óýã÷ñïíïé ìáèçìáôéêïß· éäéáßôåñá, ï Hilbert äåí åßíáé ôï ßäéï ðñüóùðï

ìå ôïí Hilbert, êáôÜ ôïí ïðïßï áðïêáëïýíôáé ïé áíôßóôïé÷ïé ÷þñïé.]

Ðñüôáóç 3.1 (Ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert.) ¸óôù r ≥ 2 Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. ¸óôù

F : Hr(0, 1) → [0,∞) Ýíá óõíáñôçóéáêü ôÝôïéï þóôå

F (v + w) ≤ F (v) + F (w) ∀v, w ∈ Hr,

F (v) ≤ C‖v‖r ∀v ∈ Hr,

F (p) = 0 ∀p ∈ Pr−1,

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôçò v. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c, ôÝôïéá þóôå

(3.74) F (v) ≤ c|v|r ∀v ∈ Hr,
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üðïõ | · |r ç çìéíüñìá |v|r := ‖v(r)‖ := ‖v(r)‖L2(0,1).

Áðüäåéîç. ¸óôù v ∈ Hr êáé pr−1 ∈ Pr−1 ôï ðïëõþíõìï Taylor ôçò v ðåñß Ýíá óçìåßï

ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1], ôï óçìåßï 0, áò ðïýìå. Óýìöùíá ìå ôéò õðïèÝóåéò ãéá ôï

óõíáñôçóéáêü F Ý÷ïõìå ôüôå

F (v) ≤ F (v − pr−1) + F (pr−1) = F (v − pr−1) ≤ C‖v − pr−1‖r.

Ãéá íá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç, áñêåß, ðñïöáíþò, íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ìéá

óôáèåñÜ c, áíåîÜñôçôç ôçò v, ôÝôïéá þóôå

(3.75) ‖v − pr−1‖r ≤ c|v|r.

Êáô’ áñ÷Üò Ý÷ïõìå

(3.76) v(x) = pr−1(x) +
1

(r − 1)!

∫ x

0

(s− x)r−1v(r)(s) ds ∀x ∈ [0, 1].

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz,

|v(x) − pr−1(x)|2 ≤ 1

[(r − 1)!]2

∫ 1

0

s2(r−1) ds

∫ 1

0

|v(r)(s)|2 ds

=
1

[(r − 1)!]2
1

2r − 1

∫ 1

0

|v(r)(s)|2 ds ∀x ∈ [0, 1],

ïðüôå

(3.77) ‖v − pr−1‖2 ≤ 1

[(r − 1)!]2
1

2r − 1
|v|2r.

Ãåíéêüôåñá, ãéá i ∈ {0, . . . , r − 1}, Ý÷ïõìå

(3.78) ‖v(i) − p
(i)
r−1‖2 ≤ 1

[(r − 1 − i)!]2
1

2(r − i) − 1
|v|2r.

Óôçí (3.78) ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå ìå äýï, ïõóéáóôéêÜ éóïäýíáìïõò, ôñüðïõò:

åßôå ðáñáãùãßæïíôáò ôçí (3.76) êáé ðñï÷ùñþíôáò üðùò ðñïçãïõìÝíùò, åßôå áíáëï-

ãéæüìåíïé üôé ôï p
(i)
r−1 ∈ Pr−1−i åßíáé ôï ðïëõþíõìï Taylor ôçò v(i), ùò ðñïò ôï óçìåßï

0, âáèìïý ôï ðïëý r − 1 − i, ïðüôå ìðïñïýìå íá ðÜìå áð’ åõèåßáò óôçí (3.78), ðïõ

åßíáé ç (3.77) ãéá êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò êáé ôéìÝò. Ôþñá, áðü ôçí (3.78) Ýðåôáé

áìÝóùò üôé

(3.79) ‖v − pr−1‖2
r ≤

[

1 +
r−1
∑

i=0

( 1

[(r − 1 − i)!]2
1

2(r − i) − 1

)]

|v|2r.
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Áðü ôçí (3.79) ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôçí (3.75) êáé ç áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò åßíáé

ðëÞñçò.

Ó÷üëéï. (Ðáñáäåßãìáôá óõíáñôçóéáêþí óôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert.) Óôçí Ðñüôá-

óç 3.1 ôï óõíáñôçóéáêü F èá ìðïñïýóå, öåñ’ åéðåßí, íá åßíáé:

i. Ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ óöÜëìáôïò åíüò ôýðïõ áñéèìçôéêÞò ïëïêëÞñùóçò, áí ï

ôýðïò áõôüò ïëïêëçñþíåé áêñéâþò ðïëõþíõìá âáèìïý ìÝ÷ñé êáé r − 1. Ëåðôï-

ìÝñåéåò, óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ôýðïõ ôïõ ôñáðåæßïõ, äßíïíôáé óôçí ¶óêçóç 3.29.

ii. Ìéá íüñìá ôïõ óöÜëìáôïò ðáñåìâïëÞò ìå ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý r − 1.

Ó÷üëéï. (Ôï ëÞììá ôùí Deny–Lions.) Ç áíéóüôçôá (3.75) áíáöÝñåôáé óõ÷íÜ óôç âé-

âëéïãñáößá ùò ëÞììá ôùí Deny–Lions.

Ðñüôáóç 3.2 (Åðé÷åßñçìá ïìïéïãÝíåéáò.) ¸óôù a, b ∈ R, a < b, r ≥ s ≥ 2 öõóéêïß

áñéèìïß êáé x1, . . . , xr ∈ [a, b] áíÜ äýï äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò óçìåßá. ¸óôù v ∈ H s(a, b)

êáé p ∈ Pr−1 ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ôçò v óôá óçìåßá x1, . . . , xr, p(xi) = v(xi),

i = 1, . . . , r. Ôüôå éó÷ýåé

(3.80) ‖v − p‖L2(a,b) ≤ C(b− a)s‖v(s)‖L2(a,b)

êáé

(3.81) ‖v′ − p′‖L2(a,b) ≤ C(b− a)s−1‖v(s)‖L2(a,b),

ìå ìéá óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôùí a, b êáé v.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç [0, 1] → [a, b], x 7→ a+(b−a)x.¸óôù x̂1, . . . , x̂r ∈
[0, 1] ôá óçìåßá ðïõ áðåéêïíßæïíôáé óôá óçìåßá x1, . . . , xr, áíôßóôïé÷á, ìÝóù ôçò áíù-

ôÝñù óõíÜñôçóçò. Ãéá êÜèå u : [a, b] → R óõìâïëßæïõìå ìå û : [0, 1] → R ôç óõíÜñ-

ôçóç û(x) := u
(

a + (b − a)x
)

. Ðñïöáíþò, áí u ∈ Hs(a, b), ôüôå êáé û ∈ Hs(0, 1),

êáèþò åðßóçò, áí p ∈ Pr−1, ôüôå êáé p̂ ∈ Pr−1. Åðß ðëÝïí, áðü ôéò õðïèÝóåéò ìáò

Ýðåôáé áìÝóùò üôé

p̂(x̂i) = v̂(x̂i), i = 1, . . . , r,

äçëáäÞ ôï p̂ ∈ Pr−1 åßíáé ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ôçò v̂ óôá óçìåßá x̂1, . . . , x̂r.

Ïñßæïõìå ôþñá ôï óõíáñôçóéáêü F : Hs(0, 1) → [0,∞), F (v̂) := ‖v̂ − p̂‖L2(0,1). Åßíáé
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ðñïöáíþò óáöÝò üôé ôï F ïñßæåôáé ãéá êÜèå v̂ ∈ Hs(0, 1), áöïý êÜèå ôÝôïéá óõíÜñ-

ôçóç áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéá v ∈ Hs(a, b). Áò äïýìå ôþñá üôé ôï F éêáíïðïéåß ôéò

õðïèÝóåéò ôçò Ðñüôáóçò 3.1, ìå s óôç èÝóç ôïõ r. Ç ðñþôç éäéüôçôá Ýðåôáé áìÝóùò

áðü ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá. Ç ôñßôç åßíáé åðßóçò ðñïöáíÞò, áöïý s ≤ r êáé, ãéá

êÜèå v̂ ∈ Pr−1, ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò óõìðßðôåé ìå ôç v̂. ÁðïìÝíåé ç äåýôåñç

éäéüôçôá. ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðáñÜóôáóç ôïõ ðïëõùíýìïõ ðáñåìâïëÞò óå ìïñöÞ

Lagrange,

p̂ =
r
∑

i=1

v̂(x̂i)Li,

üðïõ L1, . . . , Lr ∈ Pr−1 ôá ðïëõþíõìá Lagrange ùò ðñïò ôá óçìåßá x̂1, . . . , x̂r, äç-

ëáäÞ ôÝôïéá þóôå Li(x̂j) = δij , i, j = 1, . . . , r. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôïõ

Sobolev (2.35) (ç óôáèåñÜ ãéá ôï äéÜóôçìá [0, 1] åßíáé Ýíá, âë. êáé ôç (2.10)), Ý÷ïõìå

‖p̂‖L2(0,1) ≤
r
∑

i=1

|v̂(x̂i)| ‖Li‖L2(0,1) ≤
(

r
∑

i=1

‖Li‖L2(0,1)

)

‖v̂‖H1(0,1),

óõíåðþò

F (v̂) ≤ ‖v̂‖L2(0,1) + ‖p̂‖L2(0,1) ≤
(

1 +
r
∑

i=1

‖Li‖L2(0,1)

)

‖v̂‖Hs(0,1),

äçëáäÞ éêáíïðïéåßôáé üíôùò êáé ç äåýôåñç éäéüôçôá óôçí Ðñüôáóç 3.1. Óýìöùíá ìå

ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert Ý÷ïõìå åðïìÝíùò

(3.82) F (v̂) ≤ c‖v̂(s)‖L2(0,1).

Ôþñá, ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò y = a+ (b− a)x,

‖v − p‖2
L2(a,b) =

∫ b

a

(

v(y) − p(y)
)2
dy

= (b− a)

∫ 1

0

(

v(a+ (b− a)x) − p(a+ (b− a)x)
)2
dx

= (b− a)

∫ 1

0

(

v̂(x) − p̂(x)
)2
dx,

óõíåðþò

(3.83) ‖v − p‖2
L2(a,b) = (b− a)‖v̂ − p̂‖2

L2(0,1).
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¼ìùò, óýìöùíá ìå ôçí (3.82), ðÜëé ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò y = a + (b − a)x,

Ý÷ïõìå

‖v̂ − p̂‖2
L2(0,1) ≤ c2‖v̂(s)‖2

L2(0,1) = c2
∫ 1

0

(

v̂(s)(x)
)2
dx

= c2
1

b− a

∫ b

a

[

(b− a)sv(s)(y)
]2
dy,

äçëáäÞ

(3.84) ‖v̂ − p̂‖2
L2(0,1) ≤ c2

1

b− a
(b− a)2s‖v(s)‖2

L2(a,b).

Áðü ôéò (3.83) êáé (3.84) Ýðåôáé áìÝóùò ç (3.80). Ç (3.81) áðïäåéêíýåôáé åíôåëþò

áíÜëïãá.

Ó÷üëéï. (Ç óôáèåñÜ óôéò åêôéìÞóåéò (3.80) êáé (3.81).) ¼ðùò ðñïêýðôåé áðü ôçí áðüäåé-

îç ôçò Ðñüôáóçò 3.2, ç óôáèåñÜ óôéò åêôéìÞóåéò (3.80) êáé (3.81) åîáñôÜôáé áðü ôï

r êáé ôá óçìåßá x̂1, . . . , x̂r.

ÐáñáôÞñçóç 3.7 (ÐáñåìâïëÞ ôýðïõ Hermite.) Óôçí Ðñüôáóç 3.2 áó÷ïëçèÞêáìå ìå

ðáñåìâïëÞ ôýðïõ Lagrange. Ïé åêôéìÞóåéò (3.80) êáé (3.81) éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí

ðåñßðôùóç ðáñåìâïëÞò ôýðïõ Hermite, üðùò åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò. Èá áíá-

öåñèïýìå éäéáßôåñá óôéò áêüëïõèåò äýï ðåñéðôþóåéò:

1
ç
= Ðåñßðôùóç: ¸óôù r ≥ 4 êáé a = x1 < · · · < xr−2 = b. Ãéá 2 ≤ s ≤ r êáé

v ∈ Hs(a, b), èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò p ∈ Pr−1 ôÝôïéï þóôå

(3.85) p(xi) = v(xi), i = 1, . . . , r − 2, êáé p′(xi) = v′(xi), i = 1, r − 2.

Ìéá êáôÜëëçëç ôñïðïðïßçóç ôçò áðüäåéîçò ôçò Ðñüôáóçò 3.2 ïäçãåß óôéò åêôé-

ìÞóåéò (3.80) êáé (3.81) êáé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç. Ç óçìáíôéêüôåñç áëëáãÞ

óôçí áðüäåéîç óõíßóôáôáé óôçí êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí ðïëõùíýìùíL0, . . . , Lr−1 ∈
Pr−1 êáôÜ ôñüðïí þóôå íá êÜèå Ýíá áðü áõôÜ íá éêáíïðïéåß ôçí áíôßóôïé÷ç ôçò (3.85)

óôï äéÜóôçìá [0, 1] ìå ìßá ìüíï ôéìÞ óôï äåîéü ìÝëïò ßóç ìå ôç ìïíÜäá, äéáöïñåôé-

êÞ êÜèå öïñÜ, öõóéêÜ, êáé üëåò ôéò Üëëåò ßóåò ìå ôï ìçäÝí. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá

i = 0, . . . , r − 1, áðáéôïýìå íá éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò

(3.86) Li(xj) = δij , j = 1, . . . , r − 2, êáé L′
i(xi) = δi0, L

′
i(xr−2) = δi,r−1.
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Ôüôå, ìå óõìâïëéóìü áíôßóôïé÷ï åêåßíïõ óôçí áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 3.2, ôï ðï-

ëõþíõìï ðáñåìâïëÞò p̂ ôçò óõíÜñôçóçò v̂ ∈ Hs(0, 1) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

p̂ =
r−2
∑

i=1

v̂(x̂i)Li + v̂′(x̂1)L0 + v̂′(x̂r−2)Lr−1.

Ðñïöáíþò éó÷ýåé

‖p̂‖L2(0,1) ≤
r
∑

i=1

|v̂(x̂i)| ‖Li‖L2(0,1) + |v̂′(x̂1)| ‖L0‖L2(0,1) + |v̂′(x̂r−2)| ‖Lr−1‖L2(0,1),

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Sobolev,

‖p̂‖L2(0,1) ≤
(

r−1
∑

i=0

‖Li‖L2(0,1)

)

‖v̂‖H2(0,1).

Ç áðüäåéîç ðñï÷ùñÜåé ìåôÜ áêñéâþò üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò Ðñüôáóçò 3.2.

2
ç
= Ðåñßðôùóç: ¸óôù m ôï áêÝñáéï ìÝñïò ôïõ r/2, m = [r/2]. Ãéá m+ 1 ≤ s ≤ r êáé

v ∈ Hs(a, b), èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò p ∈ Pr−1 ôÝôïéï þóôå

(3.87) p(i)(a) = v(i)(a), p(i)(b) = v(i)(b), i = 0, . . . ,m.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï r åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò, ÷ñåéáæüìáóôå ìßá åðß ðëÝïí óõí-

èÞêç, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí ôçí

(3.88) p
(a+ b

2

)

= v
(a+ b

2

)

.

Ìéá êáôÜëëçëç ôñïðïðïßçóç ôçò áðüäåéîçò ôçò Ðñüôáóçò 3.2 ïäçãåß óôéò åêôéìÞ-

óåéò (3.80) êáé (3.81) êáé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç. Ç óçìáíôéêüôåñç áëëáãÞ

óôçí áðüäåéîç óõíßóôáôáé óôçí êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí ðïëõùíýìùí Li, ôá ïðïßá

åðéëÝãïíôáé ôþñá ùò åîÞò: ÊÜèå Ýíá éêáíïðïéåß ôéò (3.87) êáé (3.88) ìå ìßá ìüíï ôé-

ìÞ óôï äåîéü ìÝëïò ßóç ìå ôç ìïíÜäá, äéáöïñåôéêÞ êÜèå öïñÜ, öõóéêÜ, êáé üëåò ôéò

Üëëåò ßóåò ìå ôï ìçäÝí.

ÌåôÜ áðü ôçí ðñïçãçèåßóá ðñïåñãáóßá óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, åßìáóôå ôþñá óå

èÝóç íá äþóïõìå ðáñáäåßãìáôá ÷þñùí ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21).
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Èåþñçìá 3.5 (×þñïé ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21).) ¸óôù r ≥ 2 Ýíáò öõóéêüò

áñéèìüò, m = 0 Þ, óôçí ðåñßðôùóç r ≥ 4, m = 1, J ∈ N, 0 = x0 < x1 < · · · < xJ+1 = 1

Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1] êáé

Sr
h := {v ∈ Cm[0, 1] : v(0) = v(1) = 0 êáé v|[xi,xi+1] ∈ Pr−1, i = 0, . . . , J}.

Ôüôå ç ïéêïãÝíåéá ôùí ÷þñùí Sr
h Ý÷åé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21), ìå

h := max
0≤i≤J

(xi+1 − xi).

Áðüäåéîç. Áò åîåôÜóïõìå ðñþôá ôçí ðåñßðôùóç m = 0, äçëáäÞ ôçí ðåñßðôùóç ðïõ

ôá óôïé÷åßá ôïõ Sr
h åßíáé áðëþò óõíå÷Þ óôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò x1, . . . , xJ ôïõ

äéáìåñéóìïý. ¸óôù 0 = τ̂1 < τ̂2 < · · · < τ̂r = 1. Ìå hi := xi+1 − xi, i = 0, . . . , J,

èÝôïõìå ôüôå

xij := xi + hiτ̂j, j = 1, . . . , r, i = 0, . . . , J.

¸óôù v ∈ H2(0, 1) ∩ H1
0 (0, 1). Ãéá i ∈ {0, . . . , J}, èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï pi :

[xi, xi+1] → R, âáèìïý ôï ðïëý r−1, ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôç v óôá óçìåßá xi1, . . . , xir

∈ [xi, xi+1], pi(xij) = v(xij), j = 1, . . . , r. Èåùñïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç

χ : [0, 1] → R, χ(x) := pi(x), ãéá x ∈ [xi, xi+1], i = 0, . . . , J.

Óçìåéþóôå üôé ç χ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, áöïý xi−1,r = xi0, ïðüôå ïé óõíèÞêåò

ðáñåìâïëÞò äßíïõí pi−1(xi) = pi(xi). Åßíáé ôþñá ðñïöáíÝò üôé ç χ åßíáé óõíå÷Þò,

ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìï âáèìïý ôï ðïëý r − 1, êáé ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá 0 êáé 1,

áöïý v(0) = v(1) = 0. ÅðïìÝíùò, ç χ åßíáé üíôùò óôïé÷åßï ôïõ Sr
h. Ôþñá, óýìöùíá

ìå ôçí (3.80), ãéá s = 2 Þ s = r, ç äåýôåñç ðåñßðôùóç, öõóéêÜ, õðü ôçí ðñïûðüèåóç

üôé v ∈ Hr(0, 1) ∩H1
0 (0, 1),

‖v − pi‖2
L2(xi,xi+1) ≤ C2h2s

i ‖v(s)‖2
L2(xi,xi+1),

ïðüôå

‖v − pi‖2
L2(xi,xi+1) ≤ C2h2s‖v(s)‖2

L2(xi,xi+1).

Áèñïßæïíôáò áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò, ëáìâÜíïõìå

‖v − χ‖2
L2(0,1) ≤ C2h2s‖v(s)‖2

L2(0,1)

Þ

(3.89) ‖v − χ‖L2(0,1) ≤ Chs‖v(s)‖L2(0,1).
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Åðßóçò, óýìöùíá ìå ôçí (3.81), ãéá s = 2 Þ s = r,

‖v′ − p′
i‖2

L2(xi,xi+1) ≤ C2h
2(s−1)
i ‖v(s)‖2

L2(xi,xi+1),

êáé, üðùò ðñïçãïõìÝíùò,

(3.90) ‖v′ − χ′‖L2(0,1) ≤ Chs−1‖v(s)‖L2(0,1).

Áðü ôéò (3.89) êáé (3.90) Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(3.91) ‖v − χ‖L2(0,1) + h‖v′ − χ′‖L2(0,1) ≤ 2Chs‖v(s)‖L2(0,1), s = 2, r ,

äçëáäÞ éêáíïðïéåßôáé ðñÜãìáôé ç (3.21).

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí ðåñßðôùóç m = 1, ïðüôå ôá óôïé÷åßá ôïõ Sr
h åßíáé óõ-

íå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò óôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò ôïõ äéáìåñéóìïý.

¸óôù ôþñá r ≥ 4 êáé 0 = τ̂1 < · · · < τ̂r−2 = 1. Ìå hi := xi+1 − xi, i = 0, . . . , J,

èÝôïõìå

xij := xi + hiτ̂j, j = 1, . . . , r − 2, i = 0, . . . , J.

¸óôù v ∈ H2(0, 1) ∩ H1
0 (0, 1). Ãéá i ∈ {0, . . . , J}, èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï pi :

[xi, xi+1] → R, âáèìïý ôï ðïëý r − 1, ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôç v ùò åîÞò

pi(xij) = v(xij), j = 1, . . . , r − 2, êáé p′(xij) = v′(xij), j = 1, r − 2,

âë. ôçí (3.85). Èåùñïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç

χ : [0, 1] → R, χ(x) := pi(x), ãéá x ∈ [xi, xi+1], i = 0, . . . , J.

Åßíáé ôþñá ðñïöáíÝò üôé ç χ åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìï

âáèìïý ôï ðïëý r− 1, êáé ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá 0 êáé 1, åðïìÝíùò, ç χ åßíáé óôïé-

÷åßï ôïõ Sr
h. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôéò (3.80) êáé (3.81), âë. ôçí ÐáñáôÞñçóç 3.7,

1
ç
= Ðåñßðôùóç, êáé ðñï÷ùñþíôáò áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç m = 0, ðïõ

ðñïçãÞèçêå, ïäçãïýìáóôå óôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá.

Ó÷üëéï. (Ðéï ïìáëÝò splines.) Ôá óôïé÷åßá ôïõ Sr
h ëÝãïíôáé (ðïëõùíõìéêÝò) splines.

Óôï Èåþñçìá 3.5 õðïèÝóáìå üôé m = 0 Þ m = 1. Ï ðåñéïñéóìüò áõôüò ÷ñçóéìï-

ðïéÞèçêå óôçí áðüäåéîç óå äýï óçìåßá: áö’ åíüò ìáò åðÝôñåøå íá ïñßóïõìå ôçí

ðáñåìâÜëëïõóá óõíÜñôçóç ôïðéêÜ, äçëáäÞ óå êÜèå õðïäéÜóôçìá ÷ñçóéìïðïéÞóá-

ìå ìüíï ôéìÝò ôçò ðáñåìâáëëüìåíçò óõíÜñôçóçò êáé ðáñáãþãùí ôçò óôï ßäéï õðï-

äéÜóôçìá, êáé áö’ åôÝñïõ áõôÞ ç ðáñåìâÜëëïõóá ïñßæåôáé êáé ãéá óõíáñôÞóåéò óôïí
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H2(0, 1), áöïý ïñßóôçêå ìüíï óõíáñôÞóåé ôéìþí ôçò ðáñåìâáëëüìåíçò óõíÜñôçóçò

êáé ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôçò. ÐÜíôùò ç óõíèÞêç m ≤ r − 2 áñêåß ãéá íá Ý÷åé ï

áíôßóôïé÷ïò ÷þñïò ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21). Óçìåéþíïõìå êáô’ áñ÷Üò üôé

ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé ç ãåíéêüôåñç äõíáôÞ, áöïý ãéá m ≥ r − 1 Ý÷ïõìå Sr
h = Pr−1,

äçëáäÞ ïé splines åêöõëßæïíôáé óå ðïëõþíõìá. Óôçí ðåñßðôùóç m = r − 2 áíáöå-

ñüìáóôå óõíÞèùò ìå ôïõò üñïõò ïìáëÝò splines Þ splines ìå áðëïýò êüìâïõò. Ðñïöá-

íþò, ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï r, ïé ïìáëÝò splines ðåñéÝ÷ïíôáé êáé óôïõò ÷þñïõò Sr
h ãéá

êÜèå m ∈ {0, . . . , r − 3}. Áñêåß óõíåðþò íá áðïäåé÷èåß üôé ïé ïìáëÝò splines éêáíï-

ðïéïýí ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21). Áõôü ãßíåôáé óõíÞèùò óôç âéâëéïãñáößá

÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá ïéïíåß ðáñåìâÜëëïõóá spline, ðïõ ïñßæåôáé óõíáñôÞóåé êá-

ôÜëëçëùí óõíáñôÞóåùí âÜóçò, ôùí ëåãüìåíùí B−splines, êáé Ý÷åé íüçìá êáé ãéá

óôïé÷åßá ôïõ H2(0, 1). Äåí èá äþóïõìå åäþ ôéò ëåðôïìÝñåéåò, áöïý êÜôé ôÝôïéï èá

áðáéôïýóå ëåðôïìåñÞ ðáñïõóßáóç ôùí B−splines êáé ôùí éäéïôÞôùí ôïõò· áíô’ áõ-

ôïý ðáñáðÝìðïõìå ôïí åíäéáöåñüìåíï áíáãíþóôç óôç âéâëéïãñáößá, öåñ’ åéðåßí

óôçí §6.4, êáé éäéáßôåñá ôï Corollary 6.26, óôï âéâëßï [40] ôïõ L. Schumaker êáé óôï

Èåþñçìá 7.4 óôï âéâëßï ôùí DeVore êáé Lorentz [19].

Óôç óõíÝ÷åéá èá áñêåóèïýìå óå äýï áðïôåëÝóìáôá: Ôï ðñþôï áöïñÜ ôçí ðñï-

óåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21) ìüíï ãéá s = r, äçëáäÞ ü÷é ãéá s = 2, óôçí ðåñßðôùóç

ðïõ ôï m åßíáé ôï ðïëý üóï ôï áêÝñáéï ìÝñïò ôïõ r/2, êáé ôï äåýôåñï áöïñÜ ôçí

ðåñßðôùóç ôùí êõâéêþí splines, äçëáäÞ ôùí ïìáëþí splines ãéá r = 4.

Ðñüôáóç 3.3 (Ðéï ïìáëÝò splines ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21) ãéá s = r.) ¸óôù

r ≥ 4 Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé m ∈ {0, . . . , [r/2]}, ìå [r/2] ôï áêÝñáéï ìÝñïò ôïõ r/2.

¸óôù J ∈ N, 0 = x0 < x1 < · · · < xJ+1 = 1 Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1] êáé

Sr
h := {v ∈ Cm[0, 1] : v(0) = v(1) = 0 êáé v|[xi,xi+1] ∈ Pr−1, i = 0, . . . , J}.

¸óôù

h := max
0≤i≤J

(xi+1 − xi).

Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c, áíåîÜñôçôç ôïõ h, ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå v ∈ H r(0, 1)∩
H1

0 (0, 1), õðÜñ÷åé χ ∈ Sr
h ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá

(3.92) ‖v − χ‖L2(0,1) + h‖v′ − χ′‖L2(0,1) ≤ chr‖v(r)‖L2(0,1).

Áðüäåéîç. ¸óôù v ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1). Ãéá i ∈ {0, . . . , J}, èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï

pi : [xi, xi+1] → R, âáèìïý ôï ðïëý r − 1, ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôç v ùò åîÞò

p
(j)
i (x`) = v(j)(x`), j = 1, . . . , [

r

2
], ` = i, i+ 1,
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êáé åðß ðëÝïí, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï r åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò,

pi

(1

2
(xi + xi+1)

)

= v
(1

2
(xi + xi+1)

)

,

âë. ôéò (3.87) êáé (3.88). (Óçìåéþóôå üôé ôï pi äåí ïñßæåôáé ãéá v ∈ H2(0, 1)∩H1
0(0, 1). )

Èåùñïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç

χ : [0, 1] → R, χ(x) := pi(x), ãéá x ∈ [xi, xi+1], i = 0, . . . , J.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç χ åßíáé [r/2] öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôìçìáôéêÜ ðïëõþ-

íõìï âáèìïý ôï ðïëý r − 1, êáé ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá 0 êáé 1, åðïìÝíùò, ç χ åßíáé

óôïé÷åßï ôùí Sr
h. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôéò (3.80) êáé (3.81), ãéá s = r, âë. ôçí Ðá-

ñáôÞñçóç 3.7, 2
ç
= Ðåñßðôùóç, êáé ðñï÷ùñþíôáò áêñéâþò üðùò êáé óôçí áðüäåéîç

ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.5, ïäçãïýìáóôå óôçí (3.92).

ÔÝëïò, èá áðïäåßîïõìå üôé ìéá ïéêïãÝíåéá ïìáëþí splines, ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

ðïëý óôçí ðñÜîç, ïé êõâéêÝò splines, Ý÷åé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21).

Ðñüôáóç 3.4 (ÊõâéêÝò splines.) ¸óôù J ∈ N, 0 = x0 < x1 < · · · < xJ+1 = 1 Ýíáò

äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1] êáé S4
h ï ÷þñïò ôùí ïìáëþí êõâéêþí splines ùò ðñïò

áõôüí ôïí äéáìåñéóìü,

S4
h := {v ∈ C2[0, 1] : v(0) = v(1) = 0 êáé v|[xi,xi+1] ∈ P3, i = 0, . . . , J}.

¸óôù

h := max
0≤i≤J

(xi+1 − xi).

Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c, áíåîÜñôçôç ôïõ h, ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå v ∈ H s(0, 1)∩
H1

0 (0, 1), ìå s = 2 Þ s = 4, õðÜñ÷åé χ ∈ S4
h ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá

(3.93) ‖v − χ‖L2(0,1) + h‖v′ − χ′‖L2(0,1) ≤ chs‖v(s)‖L2(0,1),

äçëáäÞ áõôÞ ç ïéêïãÝíåéá ÷þñùí Ý÷åé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21).

Áðüäåéîç. ¸óôù v ∈ H2(0, 1) ∩ H1
0 (0, 1). Èåùñïýìå ôçí êõâéêÞ spline χ ðïõ ðáñåì-

âÜëëåôáé óôç v ùò áêïëïýèùò

(3.94) χ(xi) = v(xi), i = 0, . . . , J + 1, êáé χ′(xi) = v′(xi), i = 0, J + 1.
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Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò χ ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ìå êáôÜëëçëç ôñï-

ðïðïßçóç ôçò áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.7 ôïõ [2], ôï ïðïßï áíáöÝñåôáé óôï ßäéï

ðñüâëçìá ðáñåìâïëÞò óôçí ðåñßðôùóç ïìïéüìïñöïõ äéáìåñéóìïý. Óõìâïëßæïõìå

ôþñá ìå e ôï óöÜëìá ôçò ðáñåìâïëÞò, e := v − χ. Áñêåß ôþñá íá áðïäåßîïõìå üôé,

ãéá s = 2 êáé s = 4,

(3.95) ‖e‖L2(0,1) ≤ 1

2
hs‖v(s)‖L2(0,1)

êáé

(3.96) ‖e′‖L2(0,1) ≤ hs−1‖v(s)‖L2(0,1).

Áöïý ç óõíÜñôçóç e ìçäåíßæåôáé óôïõò êüìâïõò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá

ôùí Poincaré–Friedrichs, âë. ôçí ¶óêçóç 3.2, Ý÷ïõìå

‖e‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖e′‖L2(xi,xi+1), i = 0, . . . , J,

ìå hi := xi+1 − xi, êáé ïäçãïýìáóôå åýêïëá óôçí åêôßìçóç

(3.97) ‖e‖L2(0,1) ≤ 1

2
h‖e′‖L2(0,1).

Ç (3.95) Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôéò (3.96) êáé (3.97). ÁðïìÝíåé óõíåðþò íá áðïäåßîïõìå

ôçí (3.96). Ôþñá, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Rolle, õðÜñ÷åé ξi ∈ (xi, xi+1), ôÝôïéï

þóôå e′(ξi) = 0, i = 0, . . . , J. Ìå ξ−1 := 0 êáé ξJ+1 := 1 Ý÷ïõìå åðß ðëÝïí, ðñïöáíþò,

e′(ξ−1) = e′(ξJ+1) = 0. ÅðïìÝíùò, ðÜëé ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs,

‖e′‖L2(ξi,ξi+1) ≤ 1

2
(ξi+1 − ξi)‖e′′‖L2(ξi,ξi+1), i = −1, . . . , J,

ïðüôå

(3.98) ‖e′‖L2(ξi,ξi+1) ≤ h‖e′′‖L2(ξi,ξi+1), i = −1, . . . , J.

Õøþíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç óôï ôåôñÜãùíï, áèñïßæïíôáò êáé åîÜãïíôáò ôåôñáãùíéêÝò

ñßæåò, ëáìâÜíïõìå

(3.99) ‖e′‖L2(0,1) ≤ h‖e′′‖L2(0,1).

Ôþñá, áöïý, ðñïöáíþò, χ ∈ H3(0, 1), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé e′(0) =

e′(1) = 0, Ý÷ïõìå

∫ 1

0

e′′(x)χ′′(x) dx = −
∫ 1

0

e′(x)χ′′′(x) dx = −
J
∑

i=0

∫ xi+1

xi

e′(x)χ′′′(x) dx = 0,
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áöïý ç χ′′′ åßíáé óôáèåñÞ óôï (xi, xi+1) êáé

∫ xi+1

xi

e′(x) dx = e(xi+1) − e(xi) = 0.

ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå

‖e′′‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0

e′′(x)v′′(x) dx ≤ ‖e′′‖L2(0,1) ‖v′′‖L2(0,1),

ïðüôå

(3.100) ‖e′′‖L2(0,1) ≤ ‖v′′‖L2(0,1).

ÓõíäõÜæïíôáò ôçí (3.100) ìå ôçí (3.99) äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé éó÷ýåé ç (3.96) ãéá

s = 2.

Ãéá s = 4, óçìåéþíïõìå áêüìá üôé

‖e′′‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0

e′′(x)v′′(x) dx = −
∫ 1

0

e′(x)v′′′(x) dx =

∫ 1

0

e(x)v(4)(x) dx,

ïðüôå

‖e′′‖2
L2(0,1) ≤ ‖e‖L2(0,1) ‖v(4)‖L2(0,1).

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç ìå ôéò (3.99) êáé (3.97) ëáìâÜíïõìå

(3.101) ‖e′′‖L2(0,1) ≤ 1

2
h2‖v(4)‖L2(0,1).

Ïé (3.99) êáé (3.101) ìáò ïäçãïýí óôï óõìðÝñáóìá üôé ç (3.96) éó÷ýåé êáé ãéá s = 4.

ÁóêÞóåéò

3.1 Áðïäåßîôå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ

‖v‖ ≤ b− a√
2

‖v′‖ ∀v ∈ H1
0 (a, b).

Óõãêñßíåôå ìå ôçí áíéóüôçôá (2.7) ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ äéáóôÞìáôïò (0, 1).

[Õðüäåéîç: Ëüãù ôïõ üôé v(a) = 0, Ý÷ïõìå

|v(x)|2 =
∣

∣

∣

∫ x

a
v′(s)ds

∣

∣

∣

2
≤ (x− a)

∫ x

a
|v′(s)|2ds,
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äçëáäÞ

|v(x)|2 ≤ (x− a)‖v′‖2.

Ïëïêëçñþóôå óôï äéÜóôçìá [a, b]. ]

3.2 Áðïäåßîôå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ

‖v‖ ≤ b− a

2
‖v′‖ ∀v ∈ H1

0 (a, b).

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôéò ó÷Ýóåéò

v(x) =

∫ x

a
v′(s) ds ãéá x ∈ [a,

a+ b

2
],

v(x) = −
∫ b

x
v′(s) ds ãéá x ∈ [

a+ b

2
, b]. ]

3.3 Âåëôéþóôå ôç óôáèåñÜ óôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs óôçí ¶óêçóç 3.1, åêìå-

ôáëëåõüìåíïé êáé ôï ãåãïíüò üôé v(b) = 0, áðïäåéêíýïíôáò üôé

‖v‖ ≤ b− a

2
√

2
‖v′‖ ∀v ∈ H1

0 (a, b).

[Õðüäåéîç: ÐáñáôçñÞóôå üôé

|v(x)|2 ≤ (x− a)

∫ a+b
2

a
|v′(s)|2 ds ãéá x ∈ [a,

a+ b

2
],

êáé áíôßóôïé÷á ãéá ôï äéÜóôçìá [a+b
2 , b], êáé óõíäõÜóôå áõôü ôï ãåãïíüò ìå ôçí õðüäåéîç

óôçí ¶óêçóç 3.2.]

3.4 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôéò éäÝåò ðïõ ðáñáôÝèçêáí óôéò ðñïçãïýìåíåò ÁóêÞóåéò ãéá íá áðï-

äåßîåôå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Sobolev óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ

max
a≤x≤b

|v(x)| ≤
√

b− a

2
‖v′‖ ∀v ∈ H1

0 (a, b).

Óõãêñßíåôå ìå ôçí áíéóüôçôá (2.10) óôçí ðåñßðôùóç ôïõ äéáóôÞìáôïò (0, 1).

3.5 ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç Ä.Å. ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.18) åðß u, ïëïêëçñþóôå óôï [0, 1] êáé ïëï-

êëçñþóôå êáôÜ ìÝñç. ÓõìðåñÜíåôå üôé ôï ðñüâëçìá, óôçí ðåñßðôùóç c(x) ≥ 0, ãéá êÜèå

x ∈ [0, 1], êáé c 6= 0, Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç. ÕðïèÝôïíôáò ôþñá åðß ðëÝïí üôé ç c åßíáé ãíÞóéá

èåôéêÞ óôï [0, 1], áðïäåßîôå ìéá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (3.12).

3.6 Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá (3.19) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

3.7 Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(?)

{

− u′′ + bu′ + cu = f óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0,
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üðïõ b, c, f ∈ C[0, 1], êáé c(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1]. Áðïäåßîôå üôé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç

Ä.Å. óôï (?) ìå e−
R x

0
b(s)ds ìðïñïýìå íá áíáãÜãïõìå ôï ðñüâëçìá áõôü óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò

ìïñöÞò (3.1) ìå b = 0.

3.8 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(?)















− u′′ + bu′ + cu = 0 óôï [0, 1],

u(0) = γ,

u(1) = δ,

ìå b, c ∈ C[0, 1] êáé c(x) > 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1]. Áðïäåßîôå ôçí åîÞò áñ÷Þ ìåãßóôïõ

max
0≤x≤1

|u(x)| ≤ max(|γ|, |δ|).

[Õðüäåéîç: Áí ç u äåí åßíáé óôáèåñÜ, áðïäåßîôå üôé äåí ìðïñåß íá Ý÷åé èåôéêü ôïðéêü ìÝãéóôï

Þ áñíçôéêü ôïðéêü åëÜ÷éóôï óôï (0, 1). ]

3.9 Áðïäåßîôå ãéá ôï ðñüâëçìá (3.20) ìéá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (3.12) êáé ïäçãçèåßôå óôï

óõìðÝñáóìá üôé áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå ðñþôá üôé ãéá v ∈ H1(0, 1) éó÷ýåé

‖v‖2 ≤ C{ min
0≤x≤1

|v(x)|2 + ‖v′‖2}

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôçò v. ]

3.10 Áðïäåßîôå ãéá ôï ðñüâëçìá (3.18) üôé éó÷ýåé

max
0≤x≤1

|u(x)| ≤ C max
0≤x≤1

|f(x)|

ìå ìéá óôáèåñÜ C åîáñôþìåíç ìüíï áðü ôá a êáé c.

[Õðüäåéîç: ¸óôù v ∈ H1(0, 1). Áðïäåßîôå ôüôå üôé

max
0≤x≤1

|v(x)| ≤ |v(y)| + ‖v′‖ ∀y ∈ [0, 1].

Eðß ðëÝïí Ý÷ïõìå ðñïöáíþò

(cv, v) ≥ min
0≤x≤1

|v(x)|2
∫ 1

0
c(x)dx. ]

3.11 Áðïäåßîôå ãéá ôï ðñüâëçìá (3.18) ìéá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (3.12), ãåíéêåýïíôáò Ýôóé

ôï áðïôÝëåóìá ôçò ¶óêçóçò 3.5 êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç óôçí ïðïßá ôï c ðáßñíåé êáé ôçí ôéìÞ

ìçäÝí, min0≤x≤1 c(x) = 0.

3.12 Ðþò ìðïñåß ôï ðñüâëçìá














− u′′ + cu = f óôï [0, 1],

u′(0) = γ,

u′(1) = δ,
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íá áíá÷èåß óå Ýíá áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann;

[Õðüäåéîç: Ôé éäéüôçôåò Ý÷åé ç óõíÜñôçóç v(x) := γx+ δ−γ
2 x2, x ∈ [0, 1]; ]

3.13 ¸óôù ρ > 0 êáé x? ∈ (0, 1). Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå äéåðéöÜíåéá:

Æçôåßôáé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç u : [0, 1] → R, ïìáëÞ óôá õðïäéáóôÞìáôá [0, x?] êáé [x?, 1],

êáé ôÝôïéá þóôå














− u′′ + cu = f óôï [0, x?) ∪ (x?, 1],

u′(x?−) = ρu′(x?+),

u(0) = u(1) = 0,

üðïõ c, f óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôá [0, x?), (x?, 1], ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá åðåêôáèïýí óõíå-

÷þò óôá [0, x?] êáé [x?, 1], êáé c(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1]. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá áõôü

Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

[Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·),

(v, w) :=

∫ x?

0
v(x)w(x)dx+ ρ

∫ 1

x?

v(x)w(x)dx. ]

3.14 ¸óôù f : R → R ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå −γ ≤ f ′(s) ≤
0, ãéá êÜèå s ∈ R, ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ γ. Áðïäåßîôå üôé ôï ìç ãñáììéêü ðñüâëçìá äýï

óçìåßùí
{

− u′′ = f(u) óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0

Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

3.15 ¸óôù f : [0, 1] × R → R ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå −γ ≤
∂2f(x, s) ≤ 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1], s ∈ R, ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ γ. Áðïäåßîôå üôé ôï ìç

ãñáììéêü ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

{

− (au′)′ = f(x, u) óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0,

ìå a ∈ C1[0, 1], a(x) > 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1], Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

3.16 ÅéóÜãïõìå óôïí L2(0, 1) ôçí “áñíçôéêÞ” (äçëáäÞ áñíçôéêÞò ôÜîçò) íüñìá ‖ · ‖−1 ùò

‖f‖−1 :=
(

∫ 1

0

[

∫ x

0
f(s)ds

]2
dx
)1/2

.

Ãéá f ∈ L2(0, 1) êáé v ∈ H1
0 (0, 1), áðïäåßîôå ôçí åîÞò áíéóüôçôá “ôýðïõ Cauchy–Schwarz”

|(f, v)| ≤ ‖f‖−1 ‖v′‖.
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Áðïäåßîôå ãéá ôç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1) ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò

‖u‖ + ‖u′‖ ≤ C‖f‖−1

ìå ìéá óôáèåñÜ C åîáñôþìåíç ìüíï áðü ôéò óõíáñôÞóåéò a êáé c− b′/2.

3.17 ¸óôù f : R → R ìéá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï ßóç ìå Ýíá. Èåùñïýìå ôï

áêüëïõèï ðåñéïäéêü ðñüâëçìá: Æçôåßôáé ìéá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç u : R → R, ìå ðåñßïäï

Ýíá, ôÝóóåñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôÝôïéá þóôå

u(4) + u = f óôï R.

Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

3.18 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (3.18). Èåùñïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá (Sr
h)0<h≤1 ãñáììéêþí ÷þñùí

ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò óõíå÷þí êáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìùí óõíáñôÞóåùí,

ìå ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá áíÜëïãç ôçò (3.21), áëëÜ ãéá v ∈ Hs(a, b) (÷ùñßò íá áðáéôåßôáé

äçëáäÞ v(0) = v(1) = 0). Ïñßóôå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç uh ∈ Sr
h ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá

êáé áðïäåßîôå åêôéìÞóåéò áíôßóôïé÷åò ôùí (3.29) êáé (3.30) ãé’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç.

3.19 Ôé ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí èá åðéëÝãáôå ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

{

− u′′ + cu = f óôï [0, 1],

u(0) = u′(1) = 0;

3.20 ¸óôù üôé b = 0 êáé üôé ç óõíÜñôçóç c ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áðïäåßîôå

üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1) åßíáé ôï ìüíï óôïé÷åßï ôïõ ÷þñïõ H1
0 (0, 1) óôï ïðïßï ôï

óõíáñôçóéáêü J, J(v) := a(v, v) − 2(f, v), ëáìâÜíåé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ óôïí H1
0 (0, 1).

3.21 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå äéåðéöÜíåéá ôçò ¶óêçóçò 3.13. Äþóôå ìéá ìÝ-

èïäï ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá, áíôßóôïé÷ç ôçò (3.26), êáé áðïäåßîôå

åêôéìÞóåéò áíôßóôïé÷åò ôùí (3.29) êáé (3.30).

3.22 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

{

− u′′ = f óôï [0, 1],

u(0) = u(1) = 0.

¸óôù Sr
h Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ H1

0 (0, 1) áðïôåëïýìåíïò áðü óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò

óå êáèÝíá ôùí õðïäéáóôçìÜôùí [xi, xi+1], i = 0, . . . , J, åíüò äéáìåñéóìïý 0 = x0 < x1 <

· · · < xJ+1 = 1 ôïõ [0, 1] åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý r. Áðïäåßîôå üôé

uh(xi) = u(xi), i = 0, . . . , J + 1.
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[Õðüäåéîç: Ãéá i = 1, . . . , J, ç óõíÜñôçóç χ,

χ(x) =











x

xi
, 1 ≤ x ≤ xi,

x− 1

xi − 1
, xi < x ≤ 1,

åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Sr
h. ]

3.23 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (3.1), ìå a = 1 êáé b = 0, êáé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ðåðåñá-

óìÝíùí óôïé÷åßùí uh ∈ S2
h, ìå S2

h üðùò óôï ÐáñÜäåéãìá 3.1. Áðïäåßîôå üôé

−1

h
[uh(xi−1) − 2uh(xi) + uh(xi+1)] +

∫ xi+1

xi−1

c(x)uh(x)ϕi(x)dx =

=

∫ xi+1

xi−1

f(x)ϕi(x)dx, i = 1, . . . , J,

ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ϕi üðùò óôï ÐáñÜäåéãìá 3.2. Ðñïóåããßæïíôáò ôá ïëïêëçñþìáôá ìå ôïí

óýíèåôï ôýðï ôïõ ôñáðåæßïõ, äçëáäÞ ôï
∫ xi+1

xi−1
g(x)dx ìå h[g(xi−1)/2 + g(xi) + g(xi+1)/2],

ïäçãçèåßôå óôï ó÷Þìá ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí

−1

h
[Uh(xi−1) − 2Uh(xi) + Uh(xi+1)] + hc(xi)Uh(xi) = hf(xi), i = 1, . . . , J.

3.24 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (3.1), ìå a = 1 êáé b = 0. ¸óôù S2
h Ýíáò õðü÷ùñïò

ôïõ H1
0 (0, 1) áðïôåëïýìåíïò áðü óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò óå êáèÝíá ôùí õðïäéáóôç-

ìÜôùí [xi, xi+1], i = 0, . . . , J, åíüò äéáìåñéóìïý 0 = x0 < x1 < · · · < xJ+1 = 1 ôïõ [0, 1] åßíáé

ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý Ýíá. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôéò åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò (3.52) êáé

(3.64) ãéá íá ïäçãçèåßôå óôéò åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò (3.29) êáé (3.30), ìå r = 2. ÁõôÞ

ç äéáäéêáóßá åðéâåâáéþíåé üôé ïé åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò, ôïõëÜ÷éóôïí óôçí åí ëüãù

ðåñßðôùóç, åßíáé âÝëôéóôçò ôÜîåùò.

[Õðüäåéîç: Áðü ôçí (3.52), öåñ’ åéðåßí, ðáßñíïõìå

‖u′ − u′
h‖ ≤ 1

2
h‖rh‖.

Áñêåß óõíåðþò íá áðïäåßîïõìå üôé ç ‖rh‖ åßíáé öñáãìÝíç, ìå óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç ôïõ äéá-

ìåñéóìïý. Ç (3.71) ôþñá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ rh = u′′ + c(u− uh) êáé áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ôï ãåãïíüò üôé ‖uh‖ ≤ 1
2‖f‖ ïäçãïýìåèá åýêïëá óôï æçôïýìåíï.]

3.25 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (3.1). Áíôß ôçò äåýôåñçò õðüèåóçò óôçí (3.2),

õðïèÝôïõìå üôé c(x) > 0 êáé

max
x

|b(x)|2 ≤ 4min
x
a(x) min

x
c(x).



ÁóêÞóåéò 113

Áðïäåßîôå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a, ðïõ ïñßóôçêå ëßãï ðñéí ôçí (3.6), åßíáé åëëåéðôéêÞ.

3.26 Áðïäåßîôå ôçí åêôßìçóç (3.93) ãéá s = 3.

3.27 (Áíôßóôñïöç áíéóüôçôá.) ¸óôù 0 = x0 < x1 < · · · < xJ+1 = 1 Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ

äéáóôÞìáôïò [0, 1], hi := xi − xi−1, i = 1, . . . , J + 1, êáé

Sr
h := {χ ∈ H1

0 (0, 1) : χ|[xi−1,xi] ∈ Pr−1, i = 1, . . . , J + 1}.

Èåùñïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá ôÝôïéùí äéáìåñéóìþí, ç ïðïßá õðïèÝôïõìå üôé åßíáé çìéïìïéüìïñ-

öç, äçëáäÞ üôé

maxi(xi+1 − xi)

mini(xi+1 − xi)
≤ c,

ìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ c ãéá üëïõò ôïõò äéáìåñéóìïýò. Áðïäåßîôå üôé éó÷ýåé ç áêüëïõèç áíôß-

óôñïöç áíéóüôçôá: ÕðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôïõ äéáìåñéóìïý, ôÝôïéá þóôå

(?) ‖χ′‖ ≤ Ch−1‖χ‖ ∀χ ∈ Sr
h

ìå h := maxi hi. Ç áíéóüôçôá áõôÞ ëÝãåôáé áíôßóôñïöç, ãéáôß åêôéìïýìå ìéá éó÷õñÞ íüñìá

ìå ìéá áóèåíÝóôåñç. ÊÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé åöéêôü óôïí H1
0 (0, 1). Óå ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíçò

äéÜóôáóçò üëåò ïé íüñìåò åßíáé éóïäýíáìåò, öõóéêÜ. Ôï ïõóéáóôéêü óå áõôÞ ôçí åêôßìçóç

åßíáé ç åéäéêÞ ìïñöÞ ôïõ óõíôåëåóôÞ óôï äåîéü ìÝëïò.

á) ¸óôù J ∈ N, h := 1
J+1 êáé xi := ih, i = 0, . . . , J + 1, Ýíáò ïìïéüìïñöïò äéáìåñéóìüò

ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1]. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç v : [0, 1] → R,

v(x) :=























x− x0

h
, x0 ≤ x ≤ x1,

x2 − x

h
, x1 < x ≤ x2,

0, äéáöïñåôéêÜ.

Áðïäåßîôå üôé ‖v′‖ =
√

3h−1‖v‖, êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé ï åêèÝôçò ôïõ h óôï

äåîéü ìÝëïò ôçò áíôßóôñïöçò áíéóüôçôáò (?) åßíáé ï êáëýôåñïò äõíáôüò.

â) ¸óôù v ∈ Sr
h êáé i ∈ {0, . . . , J}. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç v̂ : [0, 1] → R, v̂(s) :=

v
(

xi + (xi+1 − xi)s
)

. Áðïäåßîôå üôé

‖v‖2
L2(xi,xi+1) = h2

i

∫ 1

0
|v̂(s)|2 ds

êáé

‖v′‖2
L2(xi,xi+1) =

∫ 1

0
|v̂′(s)|2 ds.
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Ôþñá v̂ ∈ Pr−1, åðïìÝíùò, åðåéäÞ åßìáóôå óå Ýíáí ÷þñï ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, õðÜñ÷åé

óôáèåñÜ C ôÝôïéá þóôå
∫ 1

0
|v̂′(s)|2 ds ≤ C

∫ 1

0
|v̂(s)|2 ds.

ÓõíäõÜóôå ôéò ôñåéò áõôÝò ó÷Ýóåéò ãéá íá äéáðéóôþóåôå üôé

‖v′‖2
L2(xi,xi+1) ≤ C

1

(hi)2
‖v‖2

L2(xi,xi+1),

ïðüôå, áèñïßæïíôáò ùò ðñïò i,

‖v′‖2
L2 ≤ C(min

i
hi)

−2‖v‖2
L2 .

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí çìéïìïñößá ôïõ äéáìåñéóìïý, ïäçãçèåßôå óôçí áíôßóôñïöç áíé-

óüôçôá (?).

3.28 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(?)

{

− (au′)′ + bu′ + cu = f óôï [0, 1],

u′(0) = u′(1) = 0,

ÕðïèÝôïõìå üôé a(x), c(x) > 0, ãéá êÜèå x ∈ [0, 1], êáé

max
x

|b(x)|2 < 4min
x
a(x) min

x
c(x).

Áðïäåßîôå üôé ôï åí ëüãù ðñüâëçìá Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç.

[Õðüäåéîç: Ìå α := minx a(x), γ := minx c(x) êáé β := maxx |b(x)|, Ý÷ïõìå

∫ 1

0

[

− (au′)′ + bu′ + cu
]

u dx =

∫ 1

0

[

a(u′)2 + bu′u+ cu2
]

dx

≥ α‖u′‖2 − β‖u′‖ ‖u‖ + γ‖u‖2. ]

3.29 ¸óôù a = x0 < x1 < · · · < xJ = b Ýíáò äéáìåñéóìüò åíüò äéáóôÞìáôïò [a, b]. Ðñïóåã-

ãßæïõìå ôï ïëïêëÞñùìá ìéáò óõíÜñôçóçò v ∈ H2(a, b) óôï (a, b) ìå ôïí óýíèåôï ôýðï ôïõ

ôñáðåæßïõ Q,

Q(v) :=

∫ b

a
v(x) dx− 1

2

J
∑

i=1

hi[v(xi−1) + v(xi)],

ìå hi := xi − xi−1, i = 1, . . . , J. Áðïäåßîôå ãéá ôï óöÜëìá üôé

∣

∣

∣

∫ b

a
v(x) dx−Q(v)

∣

∣

∣ ≤ ch2‖v′′‖L2(a,b),

ìå h := max1≤i≤J hi êáé ìéá óôáèåñÜ c áíåîÜñôçôç ôçò v êáé ôïõ äéáìåñéóìïý.
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[Õðüäåéîç: ¸óôù R ôï óöÜëìá ôïõ áðëïý ôýðïõ ôïõ ôñáðåæßïõ óôï äéÜóôçìá [0, 1],

R(u) :=
∣

∣

∣

∫ 1

0
u(x) dx− 1

2
[u(0) + u(1)]

∣

∣

∣.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert (Ðñüôáóç 3.1 ìå r = 2) ãéá íá âåâáéùèåßôå

üôé

R(u) ≤ c‖u′′‖L2(0,1).

ÈÝôïõìå ôþñá

Ri(v) :=
∣

∣

∣

∫ xi

xi−1

v(x) dx− 1

2
hi[v(xi−1) + v(xi)]

∣

∣

∣.

Ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò x = xi−1 + his, áðïäåßîôå üôé

Ri(v) ≤ ch
5/2
i ‖v′′‖L2(xi−1,xi), i = 1, . . . , J.

ÔÝëïò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz ãéá áèñïßóìáôá, Ý÷ïõìå

J
∑

i=1

Ri(v) ≤ ch2
J
∑

i=1

h
1/2
i ‖v′′‖L2(xi−1,xi) ≤ ch2

(

J
∑

i=1

hi

)1/2(
J
∑

i=1

|v′′‖2
L2(xi−1,xi)

)1/2

= c
√
b− a h2‖v′′‖L2(a,b). ]
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Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá åë-

ëåéðôéêÝò åîéóþóåéò óå äýï äéáóôÜóåéò. Óôçí ðñþôç åíüôçôá èá ðáñïõóéÜóïõìå åí

óõíôïìßá êÜðïéá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïõò ÷þñïõò Lp êáé ãéá ôïõò ÷þñïõò ôïõ

Sobolev óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò. Óôç äåýôåñç åíüôçôá èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ðå-

ðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí· ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôçò ðáñïõóßáóçò áöïñÜ ÷þñïõò ðåðå-

ñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü óõíå÷åßò, ôìçìáôéêÜ ïìïðáñáëëçëéêÝò

(äçëáäÞ ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý Ýíá) óõíáñôÞóåéò.

4.1 ×þñïé ôïõ Sobolev óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ðáñïõóéÜóïõìå âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ÷þñïõò ôïõ Sobolev

óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò. ÐïëëÜ áðü üóá áíáöÝñáìå óôï äåýôåñï êåöÜëáéï, êõñßùò

ãéá ôïõò ÷þñïõò Lp, áëëÜ áêüìá êáé ãéá ÷þñïõò ôïõ Sobolev óå ìßá äéÜóôáóç, ãåíé-

êåýïíôáé áìÝóùò êáé óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò. Ùò åê ôïýôïõ ç ðáñïõóßáóç åäþ èá åß-

íáé áêüìá óõíïðôéêüôåñç· õðÜñ÷ïõí ðÜíôùò âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ åîáñôþíôáé

êáôÜ ïõóéáóôéêü ôñüðï áðü ôç äéÜóôáóç, êáé óå êÜðïéá áðü áõôÜ èá åóôéÜóïõìå ôçí

ðñïóï÷Þ ìáò.

Ôá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äéáôõðþíïíôáé óõ-

íÞèùò óå áíïéêôÜ, óõíåêôéêÜ, ìç êåíÜ õðïóýíïëá ôïõ Rd. ÔÝôïéá õðïóýíïëá ëÝãï-

íôáé ÷ùñßá. ¸óôù ëïéðüí Ω ⊂ Rd Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï.

Ãéá ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò u : Ω → R óõìâïëßæïõìå ìå ∆ ôïí ôåëåóôÞ ôïõ Laplace

(ôç ËáðëáóéáíÞ),

∆u := ux1x1
+ · · · + uxdxd

.

Ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò ∆u = f, ìå äåäïìÝíç ôç óõíÜñôçóç f êáé æçôïýìåíç ôç

óõíÜñôçóç u, ëÝãåôáé åîßóùóç ôïõ Poisson, êáé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç f = 0 åîßóùóç

ôïõ Laplace.

117
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PSfrag replacements

Ω

∂Ω

−∆u = f
u = g

Ó÷Þìá 4.1: Ôï ðñüâëçìá ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Dirichlet.

¸óôù Ω ⊂ Rd Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï, ìå ïìáëü óýíïñï ∂Ω. ¸óôù f ∈ C(Ω̄) êáé

g ∈ C(∂Ω).Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson,

ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet, óôï Ω: Æçôåßôáé óõíÜñôçóç u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)

ôÝôïéá þóôå

(4.1)

{

− ∆u = f óôï Ω,

u = g óôï ∂Ω.

Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå êÜðùò ôï ðñüâëçìá, èåùñïýìå ìéá óõíÜñôçóç v ∈ C2(Ω̄)

ôÝôïéá þóôå v = g ∈ ∂Ω. Áõôü åßíáé Ýíá ðñüâëçìá ðáñåìâïëÞò êáé äåí ó÷åôßæåôáé

ìå äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ôüôå ç óõíÜñôçóç w,w := u − v, éêáíïðïéåß ôçí åîßóù-

óç −∆w = −∆u + ∆v = f + ∆v =: f̃ , óõíåðþò áðïôåëåß ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ

ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet,

{

− ∆w = f̃ óôï Ω,

w = 0 óôï ∂Ω.

×ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò èåùñïýìå ëïéðüí, áíôß ôïõ (4.1), ôï ðñüâëçìá

(4.2)

{

− ∆u = f óôï Ω,

u = 0 óôï ∂Ω.

Ìéá ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.2), óôïí ÷þñï ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ëÝãå-

ôáé êëáóéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

¸óôù ϕ : Ω → R ìéá áñêåôÜ ïìáëÞ óõíÜñôçóç. Ôüôå èá Ý÷ïõìå −∆uϕ = f ϕ,

ïðüôå

−
∫

Ω

∆uϕdx =

∫

Ω

f ϕ dx.
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Ôþñá, óýìöùíá ìå ôïí ôýðï ôïõ Green,

−
∫

Ω

∆uϕdx = −
∫

∂Ω

ϕ∇u · νdS +

∫

Ω

∇u · ∇ϕdx,

ìå · ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí Rd êáé ν ôï åîùôåñéêü ìïíáäéáßï êÜèå-

ôï äéÜíõóìá óôï ∂Ω. ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç óõíÜñôçóç ϕ ìçäåíßæåôáé óôï óýíïñï,

üðùò ìçäåíßæåôáé êáé ç ëýóç u, êáé ôï ïëïêëÞñùìá óôï óýíïñï åîáöáíßæåôáé, ïðüôå

óõíïëéêÜ ëáìâÜíïõìå

(4.3)

∫

Ω

∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω

f ϕ dx,

ãéá üëåò ôéò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò ϕ, ïé ïðïßåò ìçäåíßæïíôáé óôï óýíïñï ∂Ω.

¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò óõíáñôÞóåùí, ìå óôïé÷åßá ðïõ ìçäåíßæïíôáé óôï óý-

íïñï ∂Ω, ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï

(4.4) (v, w) :=

∫

Ω

∇v · ∇w dx.

ÖõóéêÜ ï ÷þñïò H ðñÝðåé íá åßíáé ôÝôïéïò þóôå ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (v, w) íá

ïñßæåôáé ãéá êÜèå v, w ∈ H. Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé áõôü óõìâáß-

íåé, áí êáé ìüíï áí, ãéá êÜèå v ∈ H, ç ðïóüôçôá ‖v‖,

(4.5) ‖v‖ :=
[

∫

Ω

|∇v|2 dx
]1/2

,

ìå | · | ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá óôïí Rd, åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ãñáììéêü óõíáñôçóéáêü F : H → R,

F (ϕ) :=

∫

Ω

fϕ dx,

åßíáé öñáãìÝíï, êÜôé ðïõ åßíáé åýêïëï íá åðéôåõ÷èåß. Äéáôõðþíïõìå ôüôå ôï ðñü-

âëçìá (4.2) óôç ìïñöÞ: Æçôåßôáé u ∈ H ôÝôïéá þóôå

(4.6) (u, ϕ) = F (ϕ) ∀ϕ ∈ H.

Ç äéáôýðùóç áõôÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ëÝãåôáé áóèåíÞò Þ ãåíéêåõìÝíç (ãéáôß óå áõôÞ

÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìüíï ïé ðñþôåò ðáñÜãùãïé êáô’ áíôéäéáóôïëÞ ðñïò ôï áñ÷éêü

ðñüâëçìá, üðïõ åìöáíßæïíôáé êáé äåýôåñåò ðáñÜãùãïé) Þ ìåôáâïëéêÞ (ãéáôß ìåëå-

ôÜìå ôéò éäéüôçôåò ôçò u êáèþò ç ϕ ìåôáâÜëëåôáé).
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Áí ï ÷þñïò
(

H, (·, ·)
)

åßíáé ðëÞñçò, äçëáäÞ ÷þñïò Hilbert, ç ýðáñîç êáé ìïíáäé-

êüôçôá, êáèþò êáé ìéá åêôßìçóç óôç íüñìá ‖ · ‖, ôçò ëýóçò u ∈ H ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(4.6) Ýðïíôáé áìÝóùò áðü ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz. Ïé ÷þñïé ôùí óõ-

íå÷þí, êáé áñêåôÜ ïìáëþí, óõíáñôÞóåùí äåí åßíáé äõóôõ÷þò ÷þñïé Hilbert ùò ðñïò

ôï åí ëüãù åóùôåñéêü ãéíüìåíï. Ï ïñéóìüò êáôÜëëçëùí ôÝôïéùí ÷þñùí ïäÞãçóå

óôçí åéóáãùãÞ ÷þñùí ôïõ Sobolev.

Ìå ôç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç åðéôõã÷Üíïíôáé óõã÷ñüíùò äýï óôü÷ïé: Áö’ åíüò

ïñßæïíôáé ëýóåéò ìå öõóéêÞ óçìáóßá êáé óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ïé êëáóéêÝò ëýóåéò

äåí Ý÷ïõí Ýííïéá, êáé áö’ åôÝñïõ ìáò ðáñÝ÷åôáé ç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõ-

ìå ìÝóá ôçò ÓõíáñôçóéáêÞò ÁíÜëõóçò ãéá íá ìåëåôÞóïõìå èÝìáôá ýðáñîçò, ìïíá-

äéêüôçôáò êáé óõíå÷ïýò åîÜñôçóçò ôçò ëýóçò áðü ôá äåäïìÝíá.

Ïé áóèåíåßò ëýóåéò ïñßæïíôáé ãéá ìéá êáôÜëëçëç êëÜóç óõíáñôÞóåùí f. Óôçí

ðåñßðôùóç ðïõ ç f åßíáé ïìáëÞ, êáé ôï óýíïñï ∂Ω áñêåôÜ “ïìáëü”, ôüôå ç áóèå-

íÞò ëýóç äåí áíÞêåé áðëþò óôïí H, áëëÜ Ý÷åé êáëýôåñåò éäéüôçôåò ïìáëüôçôáò.

ÔÝôïéåò ìåëÝôåò áíáöÝñïíôáé ùò “ïìáëüôçôá” ôçò ëýóçò. Ï êýêëïò êëåßíåé, áðï-

äåéêíýïíôáò üôé, õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò, ç áóèåíÞò ëýóç åßíáé êáé ïìáëÞ, êáé

Ýôóé ïäçãïýìáóôå óå ìéá áðÜíôçóç óôï áñ÷éêü ìáò åñþôçìá ãéá ôï ðñüâëçìá (4.2).

Ãéá íá áðïêëåßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá íá áöÞóïõìå ôïí áíáãíþóôç ìå ôçí åíôý-

ðùóç üôé ìå ôç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò áíôéìåôùðßæïíôáé

ðëÞñùò ìå ìÝóá ôçò ÓõíáñôçóéáêÞò ÁíÜëõóçò, ôïíßæïõìå üôé ç ÓõíáñôçóéáêÞ ÁíÜ-

ëõóç ðáßæåé ìåí ÷ñÞóéìï âïçèçôéêü ñüëï, äåí åðáñêåß üìùò ãéá íá áðáíôçèïýí êá-

èïñéóôéêÞò óçìáóßáò åñùôÞìáôá ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò· ôÝôïéá èÝìáôá áðáéôïýí

óõíÞèùò ëåðôïìåñÝóôåñç êÜèå öïñÜ ìåëÝôç ìå åéäéêÜ ìÝóá ÁíÜëõóçò.

4.1.1 ÐñïêáôáñêôéêÜ: Ïé ÷þñïé Lp

Ïé áíáãíþóôåò åßíáé Þäç åîïéêåéùìÝíïé ìå ôïõò ÷þñïõò Lp óå ìßá äéÜóôáóç. Ðåñéï-

ñéæüìáóôå ùò åê ôïýôïõ óå ìéá óõíïðôéêÞ áíáóêüðçóç ôçò èåùñßáò ôùí áíôßóôïé-

÷ùí ÷þñùí óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò, ðáñáëåßðïíôáò üëåò ôéò áðïäåßîåéò. Áêïëïõèïý-

ìå ôï åîáéñåôéêü âéâëßï ôùí Adams êáé Fournier, âë. ôç âéâëéïãñáößá, [1], üðùò

ðñÜîáìå êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìßáò äéÜóôáóçò. ¼ðùò ãíùñßæïõìå, óôïõò ÷þñïõò

ôïõ Sobolev äåí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Riemann, áëëÜ ôï ïëïêëÞ-

ñùìá ôïõ Lebesgue. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ëïéðüí èá ïñßóïõìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ

Lebesgue êáé èá äïýìå êÜðïéåò éäéüôçôåò ôùí ÷þñùíLp, ÷þñùí ðïõ ïñßæïíôáé åðßóçò



4.1. ×þñïé ôïõ Sobolev óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò 121

ìå âÜóç ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue.

Ôï ìÝôñï ôïõ Lebesgue. Óå áõôü ôï åäÜöéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ìÝôñï ôïõ Lebesgue

óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò, ðïõ ìáò ðáñÝ÷åé ôç äõíáôüôçôá íá ðåñéãñÜøïõìå ìå áêñßâåéá

ôé åííïïýìå ùò üãêï (åìâáäüí, óôéò äýï äéáóôÜóåéò) ïñéóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïõ Rd.

Ïé ïñéóìïß ôçò σ−Üëãåâñáò êáé ôïõ èåôéêïý ìÝôñïõ ãåíéêåýïíôáé êáôÜ ðñïöáíÞ

ôñüðï óôéò ðïëëÝò äéáóôÜóåéò. Ðñï÷ùñïýìå ëïéðüí êáô’ åõèåßáí óôï ìÝôñï ôïõ

Lebesgue.

Èåþñçìá 4.1 (¾ðáñîç ôïõ ìÝôñïõ ôïõ Lebesgue.) ÕðÜñ÷åé ìéá σ−Üëãåâñá Σ õðïóõíü-

ëùí ôïõ Rd êáé Ýíá èåôéêü ìÝôñï µ óôç Σ ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

i. ÊÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Rd áíÞêåé óôç Σ.

ii. Áí A ⊂ B, B ∈ Σ êáé µ(B) = 0, ôüôå êáé ôï A áíÞêåé óôç Σ êáé µ(A) = 0.

iii. ÁíA = [a1, b1]×· · ·×[ad, bd], ôüôå ôïA áíÞêåé óôç Σ êáé µ(A) = (b1−a1) · · · (bd−ad).

iv. Ôï µ åßíáé áíáëëïßùôï óå ìåôáôïðßóåéò, äçëáäÞ, áí x ∈ Rd êáé A ∈ Σ, ôüôå êáé

x+ A ∈ Σ, üðïõ x+ A := {x+ y : y ∈ A}, êáé µ(x+ A) = µ(A).

Ó÷üëéï: Áðü ôï i. Ýðåôáé üôé êáé êÜèå êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ Rd áíÞêåé óôç Σ.

Ôá óôïé÷åßá ôçò σ−Üëãåâñáò Σ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.1 ëÝãïíôáé ìåôñÞóéìá êáôÜ

Lebesgue (êáé èá áíáöÝñïíôáé óôç óõíÝ÷åéá áðëþò ùò ìåôñÞóéìá) õðïóýíïëá ôïõ

Rd. Ôï ìÝôñï µ êáëåßôáé ìÝôñï ôïõ Lebesgue, ôï µ(A) èá áíáöÝñåôáé ùò ìÝôñï Þ üãêïò

(åìâáäüí óôéò äýï äéáóôÜóåéò) ôïõ A. Ôá óôïé÷åßá ôçò Σ ìå ìÝôñï ìçäÝí ëÝãïíôáé

óýíïëá ìÝôñïõ ìçäÝí. ÊÜèå õðïóýíïëï ôïõ Rd−1 Ý÷åé ìÝôñï ìçäÝí óôïí Rd.

Ç Ýííïéá ó÷åäüí ðáíôïý (ó.ð.) ôï A ãåíéêåýåôáé êáôÜ ðñïöáíÞ ôñüðï êáé ãéá

A ⊂ Rd, âë. ôïí Ïñéóìüò 2.3.

Ïñéóìüò 4.1 (ÌåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò.) ¸óôù A Ýíá ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ Rd.

Ìéá óõíÜñôçóç f : A → [−∞,∞] ëÝãåôáé ìåôñÞóéìç, áí ôá óýíïëá {x ∈ A : f(x) >

a} åßíáé ìåôñÞóéìá, ãéá êÜèå a ∈ R.

Èåþñçìá 4.2 (Éäéüôçôåò ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí.)

i. Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé ìåôñÞóéìç, ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç |f | åßíáé ìåôñÞóéìç.

ii. Áí f êáé g åßíáé äýï ìåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò, ôüôå êáé ïé f+g êáé fg åßíáé ìåôñÞóéìåò.
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iii. Áí (fn)n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, ôüôå êáé ïé óõíáñôÞóåéò

supn∈N
fn (ìå (supn∈N

fn)(x) := supn∈N
fn(x) ), infn∈N fn, lim supn∈N

fn êáèþò êáé

lim infn∈N fn åßíáé ìåôñÞóéìåò.

iv. ÊÜèå óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, ïñéóìÝíç óå Ýíá ìåôñÞóéìï óýíïëï, åßíáé ìåôñÞóéìç.

v. ¸óôù f : R → R ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç êáé g : Rd → R ìéá ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç.

Ôüôå êáé ç óýíèåóç f ◦ g åßíáé ìåôñÞóéìç.

vi. (Ôï èåþñçìá ôïõ Lusin.) Áí ìßá óõíÜñôçóç f åßíáé ìåôñÞóéìç êáé f(x) = 0 ãéá x ∈ Ac,

üðïõA õðïóýíïëï ôïõ Rd ôÝôïéï þóôå µ(A) < ∞, êáé ε > 0, ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óõíå÷Þò

óõíÜñôçóç g : Rd → R ìå óõìðáãÞ öïñÝá, ôÝôïéá þóôå maxx∈Rd g(x) ≤ supx∈Rd f(x)

êáé µ
(

{x ∈ Rd : f(x) 6= g(x)}
)

< ε.

Ïñéóìüò 4.2 (×áñáêôçñéóôéêÝò êáé áðëÝò óõíáñôÞóåéò.) ¸óôù A Ýíá õðïóýíïëï ôïõ Rd.

Ç óõíÜñôçóç χA : Rd → R,

χA(x) :=

{

1, áí x ∈ A,

0, áí x 6∈ A,

ëÝãåôáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ A. Ìéá óõíÜñôçóç s : Rd → R êáëåßôáé áðëÞ,

áí ç åéêüíá ôçò åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, äçëáäÞ áí õðÜñ÷ïõí a1, . . . , an ∈ R

(áíÜ äýï äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò), ôÝôïéá þóôå s(x) ∈ {a1, . . . , an}, ãéá êÜèå x ∈ Rd.

Ó÷üëéï: ¸óôù s : Rd → R ìéá áðëÞ óõíÜñôçóç, s(x) ∈ {a1, . . . , an}. ÈÝôïõìå Ai :=

{x ∈ Rd : s(x) = ai}, i = 1, . . . , n. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ç s ãñÜöåôáé óôç

ìïñöÞ

s =
n
∑

i=1

aiχAi
.

Ç s åßíáé ìåôñÞóéìç, áí êáé ìüíï áí ôá óýíïëá A1, . . . , An åßíáé ìåôñÞóéìá.

Ïé áðëÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ðïëý êáëÝò ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò, üðùò èá äïý-

ìå áìÝóùò ôþñá.

Èåþñçìá 4.3 (ÐñïóÝããéóç óõíáñôÞóåùí ìå áðëÝò óõíáñôÞóåéò.) ¸óôù A Ýíá õðïóýíïëï

ôïõ Rd êáé f : A → R ìéá óõíÜñôçóç. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. ÕðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (sn)n∈N áðëþí óõíáñôÞóåùí, ðïõ óõãêëßíåé óçìåéáêÜ (Þ êáôÜ

óçìåßï) óôçí f, äçëáäÞ

lim
n→∞

sn(x) = f(x), ãéá êÜèå x ∈ A.
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ii. Áí ç f åßíáé öñáãìÝíç, ôüôå ç áêïëïõèßá (sn)n∈N ìðïñåß íá åðéëåãåß Ýôóé þóôå ç óý-

ãêëéóç íá åßíáé ïìïéüìïñöç,

lim
n→∞

(

sup
x∈A

|f(x) − sn(x)|
)

= 0.

iii. Áí ç f åßíáé ìåôñÞóéìç, ôüôå ç áêïëïõèßá (sn)n∈N óôï i. ìðïñåß íá åðéëåãåß Ýôóé þóôå

êÜèå sn íá åßíáé ìåôñÞóéìç.

iv. Áí ç f ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, ôüôå ç áêïëïõèßá (sn)n∈N óôï i. ìðïñåß íá

åðéëåãåß Ýôóé þóôå, ãéá êÜèå x ∈ R, ç áêïëïõèßá
(

sn(x)
)

n∈N
íá åßíáé áýîïõóá.

Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue.

Óå áõôü ôï åäÜöéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue óå ðïëëÝò

äéáóôÜóåéò. Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôïõ Lebesgue, óå

ôñßá óôÜäéá, üðùò áêñéâþò êÜíáìå êáé óôçí ðåñßðôùóç ìßáò äéÜóôáóçò: áñ÷ßæïõìå

ìå ôçí ðåñßðôùóç áðëþí óõíáñôÞóåùí, óõíå÷ßæïõìå ìå ôçí ðåñßðôùóç ìç áñíç-

ôéêþí óõíáñôÞóåùí êáé êáôáëÞãïõìå óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç. ÊÜèå ìßá áðü áõôÝò

ôéò ðåñéðôþóåéò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá ìáò ïäçãÞóåé óôïí ïñéóìü óôçí ðåñßðôùóç

ðïõ áêïëïõèåß.

Ïñéóìüò 4.3 (Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue.) ¸óôù A Ýíá ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ

Rd. Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò áðëÞò óõíÜñôçóçò s,

s =
n
∑

i=1

aiχAi
,

üðïõ Ai ⊂ A ìåôñÞóéìá óýíïëá, ïñßæåôáé ùò åîÞò

∫

A

s(x) dx :=
n
∑

i=1

aiµ(Ai).

Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò ìåôñÞóéìçò, ìç áñíçôéêÞò óõíÜñôçóçò f : A → R

ïñßæåôáé ùò åîÞò
∫

A

f(x) dx := sup

∫

A

s(x) dx,

üðïõ ôï supremum ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò üëåò ôéò ìåôñÞóéìåò, áðëÝò óõíáñôÞóåéò s,

ðïõ ìçäåíßæïíôáé óôï óõìðëÞñùìá ôïõ A, ôÝôïéåò þóôå 0 ≤ s(x) ≤ f(x), ãéá êÜèå



124 4. ÅëëåéðôéêÝò åîéóþóåéò

x ∈ A.

Ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò ìåôñÞóéìçò óõíÜñôçóçò f : A → R ïñßæåôáé ùò

åîÞò
∫

A

f(x) dx :=

∫

A

f+(x) dx−
∫

A

f−(x) dx,

õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá ïëïêëçñþìáôá óôï äåîéü ìÝëïò

åßíáé ðåðåñáóìÝíï, üðïõ f+(x) := max
(

f(x), 0
)

êáé f−(x) := min
(

f(x), 0
)

.

Áí ôï ïëïêëÞñùìá ôïõ Lebesgue ìéáò óõíÜñôçóçò f óôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå

ëÝìå üôé ç f åßíáé êáôÜ Lebesgue ïëïêëçñþóéìç óôï A. Ôï óýíïëï ôùí êáôÜ Lebesgue

ïëïêëçñþóéìùí óõíáñôÞóåùí óôï A óõìâïëßæåôáé ìå L1(A).

Èåþñçìá 4.4 (Éäéüôçôåò ïëïêëçñþóéìùí óõíáñôÞóåùí.) ÕðïèÝôïõìå üôé üëåò ïé óõíáñ-

ôÞóåéò êáé ôá óýíïëá ðïõ åìöáíßæïíôáé óôç óõíÝ÷åéá åßíáé ìåôñÞóéìåò, êáé ìåôñÞóéìá, áíôß-

óôïé÷á.

i. Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé öñáãìÝíç óå Ýíá óýíïëï A êáé µ(A) < ∞, ôüôå ç f åßíáé

ïëïêëçñþóéìç óôï A, f ∈ L1(A).

ii. Áí µ(A) < ∞ êáé a ≤ f(x) ≤ b, ãéá êÜèå x ∈ A, ôüôå

aµ(A) ≤
∫

A

f(x) dx ≤ bµ(A).

iii. Áí f(x) ≤ g(x), ãéá êÜèå x ∈ A, êáé áí õðÜñ÷ïõí êáé ôá äýï ïëïêëçñþìáôá, ôüôå
∫

A

f(x) dx ≤
∫

A

g(x) dx.

iv. Áí f, g ∈ L1(A), ôüôå f + g ∈ L1(A) êáé
∫

A

(f + g)(x) dx =

∫

A

f(x) dx+

∫

A

g(x) dx.

v. Áí f ∈ L1(A) êáé c ∈ R, ôüôå cf ∈ L1(A) êáé
∫

A

(cf)(x) dx = c

∫

A

f(x) dx.

vi. Áí f ∈ L1(A), ôüôå |f | ∈ L1(A) êáé

∣

∣

∣

∫

A

f(x) dx
∣

∣

∣
≤
∫

A

|f(x)| dx.
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vii. Áí f ∈ L1(A) êáé B ⊂ A, ôüôå f ∈ L1(B). Áí åðß ðëÝïí f(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ A,

ôüôå
∫

B

f(x) dx ≤
∫

A

f(x) dx.

viii. Áí µ(A) = 0, ôüôå
∫

A

f(x) dx = 0.

ix. Áí f ∈ L1(A) êáé
∫

B

f(x) dx = 0,

ãéá êÜèå B ⊂ A, ôüôå f(x) = 0 ó.ð. óôï A.

Ïé ÷þñïé Lp. ¸óôùΩ Ýíá ÷ùñßï óôïí Rd, äçëáäÞ Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ

Rd. ¸óôù p ≥ 1. Óõìâïëßæïõìå ìå Lp(Ω) ôçí êëÜóç ôùí ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí,

ðïõ ïñßæïíôáé óôï Ω êáé ðáßñíïõí ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, ìå ôçí éäéüôçôá ç |u|p íá åßíáé

ïëïêëçñþóéìç óôï Ω, äçëáäÞ

∫

Ω

|u(x)|p dx < ∞.

Óôïé÷åßá ôïõ Lp(Ω), ðïõ åßíáé ßóá ó.ð. óôï Ω, èåùñïýìå üôé ôáõôßæïíôáé. ×Üñéí

åõêïëßáò èá áíáöÝñïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ Lp(Ω) ùò óõíáñôÞóåéò êáé èá ãñÜöïõìå

u ∈ Lp(Ω), áí ç u éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò.

¼ðùò êáé óôç ìßá äéÜóôáóç, âë. ôçí Ðñüôáóç 2.1, Ý÷ïõìå:

Ðñüôáóç 4.1 (Ï Lp(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò.) Ï Lp(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò êáé ç

áðåéêüíéóç ‖ · ‖p : Lp(Ω) → R,

‖u‖p :=
(

∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

,

åßíáé íüñìá.

Èåþñçìá 4.5 (Ðëçñüôçôá ôùí Lp(Ω).) Ïé ÷þñïé Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, åßíáé ðëÞñåéò.

Ðüñéóìá 4.1 (Ï L2(Ω) åßíáé ÷þñïò Hilbert.) Ï ÷þñïò L2(Ω) åßíáé ÷þñïò Hilbert ìå ôï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï

(u, v) :=

∫

Ω

uv dx.
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Ó÷üëéï. (Ï ÷þñïò L∞(Ω).) ËÝìå üôé ìéá ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç u óôï Ω åßíáé ïõóéá-

óôéêÜ öñáãìÝíç óôï Ω, áí õðÜñ÷åé óôáèåñÜ K ôÝôïéá þóôå

|u(x)| ≤ K ó.ð. óôï Ω.

Ôï infimum ôùí óôáèåñþíK, ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé áõôÞ ç ó÷Ýóç, ëÝãåôáé ïõóéáóôéêü

supremum ôçò |u| óôï Ω êáé óõìâïëßæåôáé ìå

ess supx∈Ω |u(x)|.

Ï ÷þñïò ôùí ïõóéáóôéêÜ öñáãìÝíùí óõíáñôÞóåùí óôï Ω óõìâïëßæåôáé ìå L∞(Ω).

Ï L∞(Ω) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò êáé ç ‖ · ‖∞,

‖u‖∞ := ess supx∈Ω |u(x)|,

åßíáé íüñìá óôïí L∞(Ω). ÌÜëéóôá ï
(

L∞(Ω), ‖ · ‖∞

)

åßíáé ðëÞñçò ÷þñïò.

Åýêïëá ðåßèåôáé êáíåßò, üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìéá óõíÜñôçóç u åßíáé óõíå÷Þò

óôï Ω, ôï ïõóéáóôéêü supremum ôçò ôáõôßæåôáé ìå ôï supremum ôçò.

Ãéá p 6= 2 ïé ÷þñïé Lp(Ω) åßíáé, üðùò áíáöÝñáìå Þäç, ðëÞñåéò, äçëáäÞ ÷þñïé

Banach, áëëÜ ç íüñìá ôïõò äåí ðáñÜãåôáé áðü åóùôåñéêü ãéíüìåíï, äçëáäÞ áõôïß

ïé ÷þñïé äåí åßíáé ÷þñïé Hilbert.

Ðñüôáóç 4.2 (Ðõêíüôçôá ôïõ C0(Ω) óôïõò Lp(Ω).) Ãéá 1 ≤ p < ∞, ï ÷þñïò C0(Ω) åßíáé

ðõêíüò óôïí Lp(Ω).

Ðñüôáóç 4.3 (Äéá÷ùñéóéìüôçôá ôùí Lp(Ω).) Ãéá 1 ≤ p < ∞, ï ÷þñïò Lp(Ω) åßíáé äéá÷ù-

ñßóéìïò.

Ó÷üëéï. (Ìç äéá÷ùñéóéìüôçôá ôïõ L∞(Ω).) Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ï ÷þñïò L∞(Ω)

äåí åßíáé äéá÷ùñßóéìïò.

ÁíáöÝñïõìå áêüìá ôïí ÷þñï L1
loc(Ω), ï ïðïßïò áðïôåëåßôáé áðü ôéò ôïðéêÜ (local-

ly) ïëïêëçñþóéìåò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ, áí Ω1 åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Ω

ôÝôïéï þóôå ôï Ω̄1 íá åßíáé öñáãìÝíï êáé íá ðåñéÝ÷åôáé óôï Ω, ôüôå ïé ðåñéïñéóìïß

ôùí óôïé÷åßùí ôïõ L1
loc(Ω) óôï Ω1 ðåñéÝ÷ïíôáé óôïí L1(Ω1). Ï L1

loc(Ω) åßíáé ãíÞóéïò

õðü÷ùñïò ôïõ L1(Ω), üðùò êáé óôç ìßá äéÜóôáóç. Óçìåéþóôå üôé óôïí L1
loc(Ω) äåí

ïñßæïõìå êÜðïéá íüñìá.
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Ï öïñÝáò supp u ìéáò óõíÜñôçóçò u ∈ L1(Ω) ïñßæåôáé ùò åîÞò: Åßíáé ôï óýíïëï

ôùí óçìåßùí x ∈ Ω̄ ìå ôçí éäéüôçôá üôé ãéá êÜèå δ > 0 õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç

ϕ ∈ C0

(

B(x; δ)
)

, ôÝôïéá þóôå

∫

B(x;δ)

u(y)ϕ(y) dy 6= 0,

üðïõB(x; δ) ç óöáßñá (êýêëïò óôéò äýï äéáóôÜóåéò) ìå êÝíôñï x êáé áêôßíá δ, B(x; δ)

:= {y ∈ Rd : |x − y| < δ}, ìå | · | ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá óôïí Rd. Åýêïëá ðåßèåôáé

êáíåßò üôé ï ðáñþí ïñéóìüò ãåíéêåýåé åêåßíïí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç äþóåé ãéá ôïí öïñÝá

óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí.

ÅîïìáëõíôÝò. Èåùñïýìå ðñþôá ôç óõíÜñôçóç ω : Rd → R,

(4.7) ω(x) :=

{

k · e·e− 1

1−|x|2 , x ∈ B(0; 1),

0, x 6∈ B(0; 1),

ìå ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ k ôÝôïéá þóôå ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ω óôïí Rd íá éóïýôáé ìå

ôç ìïíÜäá. Ðñïöáíþò, suppω = B(0; 1) = {y ∈ Rd : |y| ≤ 1}. Ç ω åßíáé Üðåé-

ñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, âë. ôçí áíôßóôïé÷ç óõæÞôçóç óôç ìßá äéÜóôáóç.

Óçìåéþíïõìå áêüìá üôé

ω(0) = k êáé 0 ≤ ω(x) ≤ k, ãéá êÜèå x ∈ Rd.

Ãéá ε > 0, èåùñïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç

ϕε : Rd → R, ϕε(x) :=
1

εd
ω(
x

ε
).

ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ϕε ∈ C∞(Rd), suppϕε = B(0; ε), ϕε(0) = k/εd, 0 ≤
ϕε(x) ≤ k/εd, ãéá êÜèå x ∈ Rd, êáé ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ϕε óôïí Rd éóïýôáé ìå ôç

ìïíÜäá.

Ïé óõíáñôÞóåéò ϕε, üðùò êáé êÜèå Üëëç óõíÜñôçóç ìå ôéò ôñåéò èåìåëéþäåéò

éäéüôçôåò á) íá åßíáé ìç áñíçôéêÝò êáé íá Ý÷ïõí óõìðáãÞ öïñÝá, â) íá åßíáé Üðåéñåò

öïñÝò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò êáé ã) íá Ý÷ïõí ïëïêëÞñùìá ßóï ìå ôç ìïíÜäá,

êáëïýíôáé åîïìáëõíôÝò. Áí ãéá ìéá óõíÜñôçóç u : Rd → R õðÜñ÷åé ôï ïëïêëÞñùìá

∫

Rd

u(y)ϕε(x− y) dy,
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ãéá êÜèå x ∈ Rd, üðùò óõìâáßíåé ãéá u ∈ L1
loc(R

d), ôüôå ç óõíÝëéîç ϕε ? u,

(ϕε ? u)(x) :=

∫

Rd

u(y)ϕε(x− y) dy,

ëÝãåôáé åîïìÜëõíóç Þ ïìáëïðïßçóç ôçò u.

Óçìåéþíïõìå üôé ç óõíÝëéîç u ? v ïñßæåôáé ãåíéêÜ ãéá äýï óõíáñôÞóåéò u, v :

Rd → R,

(u ? v)(x) :=

∫

Rd

u(x− y)v(y) dy,

êáé üôé u ? v = v ? u. Ïé ìáèçìáôéêïß áñÝóêïíôáé íá áíáöÝñïíôáé óôç óõíÝëéîç ùò

ôïí ôÝëåéï ãÜìï, áöïý ôï ‘ðáéäß’ u ? v êëçñïíïìåß ‘ïðïéáäÞðïôå’ êáëÞ éäéüôçôá Ý÷åé

Ýíáò åê ôùí ãïíÝùí u êáé v.

Ç åîïìÜëõíóç äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá ãßíåôáé ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ϕε, áëëÜ ìðï-

ñåß íá ãßíåôáé ìå ïðïéïíäÞðïôå Üëëïí åîïìáëõíôÞ. Åìåßò åäþ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå

ôïõò åîïìáëõíôÝò ϕε.

Óôç óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò ôçò åîïìÜëõíóçò.

Èåþñçìá 4.6 (Éäéüôçôåò åîïìáëýíóåùí.) ¸óôù Ω ⊂ Rd êáé u : Ω → R ìéá óõíÜñôçóç.

Åðåêôåßíïõìå ôç u óå üëïí ôïí Rd ìå u(x) := 0, ãéá êÜèå x 6∈ Ω. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. Áí u ∈ L1
loc(R

d), ôüôå ϕε ? u ∈ C∞(Rd).

ii. Áí u ∈ L1
loc(R

d) êáé ï öïñÝáò ôçò u åßíáé êëåéóôüò êáé öñáãìÝíïò êáé ðåñéÝ÷åôáé óôï

Ω, ôüôå ϕε ?u ∈ C∞(Ω) êáé, ãéá ε ìéêñüôåñï áðü ôçí áðüóôáóç ìåôáîý ôïõ öïñÝá ôçò

u êáé ôïõ óõíüñïõ ôïõ Ω, ï öïñÝáò ôçò óõíÝëéîçò Ý÷åé ôéò ßäéåò éäéüôçôåò.

iii. Áí u ∈ Lp(Ω) êáé 1 ≤ p < ∞, ôüôå ϕε ? u ∈ Lp(Ω). Åðß ðëÝïí

‖ϕε ? u‖p ≤ ‖u‖p êáé lim
ε→0+

‖ϕε ? u− u‖p = 0.

iv. Áí u ∈ C(Ω), ôüôå limε→0+(ϕε ? u)(x) = u(x) ïìïéüìïñöá óå êÜèå êëåéóôü êáé

öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Ω.

v. Áí u ∈ C(Ω̄), ôüôå limε→0+(ϕε ? u)(x) = u(x) ïìïéüìïñöá óôï Ω.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá áðüññïéá ôùí ii. êáé iii. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.6 åßíáé ôï áêüëïõ-

èï Ðüñéóìá, ðáñÜâáëå ìå ôçí Ðñüôáóç 4.2, ãéá ôïí ÷þñï C∞
0 (Ω), ðïõ áðïôåëåßôáé

áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ C0(Ω) ðïõ åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìá.

Ðüñéóìá 4.2 (Ðõêíüôçôá ôïõ C∞
0 (Ω) óôïõò Lp(Ω).) Ãéá 1 ≤ p < ∞, ï ÷þñïò C∞

0 (Ω)

åßíáé ðõêíüò óôïí Lp(Ω).



4.1. ×þñïé ôïõ Sobolev óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò 129

4.1.2 ×þñïé ôïõ Sobolev

¸÷ïíôáò ðëÝïí åîïéêåéùèåß ìå ôïõò ÷þñïõò Lp, ðñï÷ùñïýìå óôï ðáñüí åäÜöéï óôï

êýñéï áíôéêåßìåíï áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ, ôçí åéóáãùãÞ ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå

ðïëëÝò äéáóôÜóåéò. Ïõóéáóôéêü ñüëï óôïõò ÷þñïõò ôïõ Sobolev ðáßæïõí ïé ëåãüìå-

íåò ãåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé. Óôï åäÜöéï ðïõ áêïëïõèåß èá áó÷ïëçèïýìå ëïéðüí ìå

ãåíéêåõìÝíåò ðáñáãþãïõò êáé ìåôÜ èá åßìáóôå óå èÝóç íá ìéëÞóïõìå ãéá ÷þñïõò

ôïõ Sobolev.

ÃåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé. Ïé ÷þñïé ôïõ Sobolev óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò ìðïñïýí íá

ïñéóèïýí óå ïðïéïäÞðïôå áíïéêôü õðïóýíïëï Ω ôïõ Rd.

Óõìâïëßæïõìå ìå C∞
0 (Ω) ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí, ðïõ ïñßæïíôáé óôï Ω, åß-

íáé Üðåéñåò öïñÝò ðáñáãùãßóéìåò êáé Ý÷ïõí óõìðáãÞ öïñÝá ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï

Ω. Ï C∞
0 (Ω) ëÝãåôáé ÷þñïò äïêéìÞò, Þ ÷þñïò åëÝã÷ïõ, êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ ëÝãïíôáé

óõíáñôÞóåéò äïêéìÞò. Óõ÷íÜ ï ÷þñïò C∞
0 (Ω) óõìâïëßæåôáé ìå D(Ω). Áðü ôï ii. ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 4.6 Ýðåôáé éäéáßôåñá üôé ï ÷þñïò C∞
0 (Ω) ðåñéÝ÷åé êáé ìç ôåôñéììÝíá

óôïé÷åßá. Ãéá áõôü ôï ãåãïíüò ìðïñåß íá ðåéóèåß êáíåßò êáé ùò åîÞò: Ãéá x? ∈ Rd,

èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç ψε : Rd → R, ψε(x) := ω
(

(x − x?)/ε
)

. Ç ψε Ý÷åé êáôÜ ôá

ëïéðÜ ôéò éäéüôçôåò ôïõ åîïìáëõíôÞ ϕε, áëëÜ ï öïñÝáò ôçò åßíáé ç êëåéóôÞ óöáßñá

B(x?; ε). ÔÝëïò, ãéá x? ∈ Ω êáé áñêåôÜ ìéêñü ε, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ï ðåñéï-

ñéóìüò ôçò óõíÜñôçóçò ψε óôï Ω áíÞêåé óôïí ÷þñï C∞
0 (Ω).

¸óôù u ∈ Cm(Ω). Ôüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ ôéò ìåñéêÝò ðá-

ñáãþãïõò ôÜîåùò ôï ðïëý m ôçò u óå êÜèå óçìåßï ôïõ Ω. Áõôü äåí åßíáé åöéêôü ìå

óõíáñôÞóåéò, öåñ’ åéðåßí, u ∈ L1
loc(Ω), áöïý ïýôå êáí ãéá ôéò ôéìÝò ôïõò óå êÜèå óç-

ìåßï x ∈ Ω äåí ìðïñïýìå íá ìéëÞóïõìå. ¼ðùò êáé óôç ìßá äéÜóôáóç, ïäçãïýìáóôå

åýêïëá óôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.4 (ÃåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé.) ¸óôù u, v ∈ L1
loc(Ω) êáé α ∈ Nd

0 Ýíáò ðïëõ-

äåßêôçò. ËÝìå üôé ç v åßíáé ãåíéêåõìÝíç (Þ áóèåíÞò) ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò Dαu ôçò u,

áí

(4.8)

∫

Ω

uDαϕdx = (−1)|α|

∫

Ω

vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

üðïõ |α| := α1 + · · · + αd ç ôÜîç ôïõ ðïëõäåßêôç α.

Ó÷üëéï. (Ìïíáäéêüôçôá ãåíéêåõìÝíùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí.) ÖõóéêÜ, åßíáé äõíáôüí åßôå

íá õðÜñ÷åé åßôå íá ìçí õðÜñ÷åé ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ìéáò óõíÜñôçóçò ôïõ L1
loc(Ω).
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ÐÜíôùò, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìßáò äéÜóôáóçò, áðïäåéêíýåôáé ìïíáäéêüôç-

ôá ôçò áóèåíïýò ðáñáãþãïõ. Åðßóçò, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé, áí ìéá óõíÜñôçóç

u : Ω → R åßíáé m öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôüôå õðÜñ÷ïõí ïé ãåíéêåõìÝíåò

ðáñÜãùãïß ôçò Dαu, ãéá êÜèå ðïëõäåßêôç α ∈ Nd
0, ôÜîåùò ôï ðïëý m, êáé ìÜëéóôá

áõôÝò óõìðßðôïõí ìå ôéò áíôßóôïé÷åò êëáóéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò u.

Óçìåéþíïõìå áêüìá üôé ç áóèåíÞò ðáñÜãùãïò ãéá êÜðïéïí ðïëõäåßêôç α, öåñ’

åéðåßí, ïñßæåôáé áð’ åõèåßáò ãéá áõôüí ôïí ðïëõäåßêôç, êáé åßíáé äõíáôüí áõôÞ íá

õðÜñ÷åé ðáñ’ üôé äåí õðÜñ÷ïõí ïé áóèåíåßò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ãéá ðïëõäåßêôåò ÷á-

ìçëüôåñçò ôÜîçò (óå áíôéäéáóôïëÞ ìå üôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ôùí êëáóéêþí

ìåñéêþí ðáñáãþãùí)! ÐñÜãìáôé, áí, ìå Ω := {(x, y) ∈ R2 : −1 < x, y < 1}, èåùñÞ-

óïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò u, v : Ω → R, u(x, y) := sgnx, v(x, y) := sgnx − sgn y, åýêï-

ëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç ãåíéêåõìÝíç ðáñÜãùãïò D(1,0)u äåí õðÜñ÷åé, åíþ ç D(0,1)u

õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìÜëéóôá ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç, êáèþò êáé üôé ïéD(1,0)v êáéD(0,1)v

äåí õðÜñ÷ïõí, åíþ ç D(1,1)v õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìÜëéóôá ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç, âë.

ôçí ¶óêçóç 4.1.

Ôïíßæïõìå åðßóçò üôé óôïí Ïñéóìü 4.4 ïé óõíáñôÞóåéò äïêéìÞò èá ìðïñïýóáí åî

ßóïõ êáëÜ íá ëçöèïýí ùò óõíáñôÞóåéò |α| öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò ìå óõìðá-

ãÞ öïñÝá, äçëáäÞ ùò óôïé÷åßá ôïõ ÷þñïõ C
|α|
0 (Ω).

×þñïé ôïõ Sobolev. ¸óôù Ω Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Rd. ¸óôù p ∈ [1,∞] êáé

k ∈ N.

Ïñéóìüò 4.5 (×þñïé ôïõ Sobolev.) Ï ÷þñïò ôïõ Sobolev W k,p := W k,p(Ω) áðïôåëåßôáé

áðü ôéò óõíáñôÞóåéò u ∈ Lp(Ω) ðïõ Ý÷ïõí áóèåíåßò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò Dαu, α ∈ Nd
0,

ôÜîçò Ýùò êáé k, |α| ≤ k, êáé üëåò áõôÝò ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé áíÞêïõí óôïí Lp(Ω). Óôïí

W k,p ïñßæïõìå ôç íüñìá ‖ · ‖k,p,

‖u‖k,p :=
(

∑

|α|≤k

‖Dαu‖p
Lp

)1/p

, áí p < ∞,

êáé, ãéá p = ∞,

‖u‖k,∞ :=
∑

|α|≤k

‖Dαu‖L∞.

¼ôé ç ‖ · ‖k,p åßíáé üíôùò íüñìá óôïí W k,p áðïäåéêíýåôáé åýêïëá, ìå ôçí áíéóü-

ôçôá ôïõ Minkowski óôïí Rm, üðïõ m :=
(

d+k
k

)

åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðïëõäåéêôþí

α ∈ Nd
0 ôÜîçò ôï ðïëý k, âë. ôçí ¶óêçóç 4.2, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ãåãïíüò üôé
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ç ‖ · ‖Lp (üðùò ãñÜöïõìå ôþñá áíôß ôçò ‖ · ‖p ãéá óáöÞíåéá) åßíáé íüñìá óôïí Lp(Ω),

âë. ôçí ¶óêçóç 2.9.

Ãéá p = 2 ãñÜöïõìå óõíÞèùò Hk áíôß ãéá W k,2. Ï ëüãïò åßíáé üôé, üðùò èá äïýìå

óôç óõíÝ÷åéá, áõôïß ïé ÷þñïé åßíáé ÷þñïé Hilbert. Ôï áíôßóôïé÷ï åóùôåñéêü ãéíüìå-

íï (·, ·)k äßíåôáé ùò åîÞò

(u, v)k :=
∑

|α|≤k

(Dau,Dαv), ∀u, v ∈ Hk,

üðïõ (·, ·) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí L2(Ω),

(u, v) :=

∫

Ω

uv dx.

Åðßóçò, èá óõìâïëßæïõìå ãéá áðëüôçôá ìå ‖ · ‖k, áíôß ãéá ‖ · ‖k,2, ôç íüñìá ôïõ Hk,

óôç óõíÝ÷åéá· êßíäõíïò íá ðñïêëçèåß óýã÷õóç ìå ôç íüñìá ôïõ Lp äåí èá õðÜñîåé,

áöïý ôá óõìöñáæüìåíá äåí èá áöÞíïõí ôÝôïéá ðåñéèþñéá. Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé

éóôïñéêÜ ïñßóôçêáí ïé ÷þñïé W k,p êáé Hk,p ìå äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áðåäåß÷èç

üìùò åê ôùí õóôÝñùí üôé áõôïß ïé ïñéóìïß ïäçãïýóáí óôïõò ßäéïõò ÷þñïõò.

Ç ðëçñüôçôá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev óå ðïëëÝò äéáóôÜóåéò áðïäåéêíýåôáé ìå

åðé÷åéñÞìáôá åíôåëþò áíÜëïãá åêåßíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôç ìßá äéÜóôáóç.

ÐáñáèÝôïõìå ùò åê ôïýôïõ áðëþò ôï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 4.7 (Ðëçñüôçôá ôùí ÷þñùí ôïõ Sobolev.) ¸óôù Ω Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ

Rd. Ôüôå, ïé ÷þñïé ôïõ Sobolev W k,p := W k,p(Ω), k ∈ N êáé p ∈ [1,∞], åßíáé ðëÞñåéò.

ÐáñÜäåéãìá 4.1 (Áíáìåíüìåíç ïìáëüôçôá óôïé÷åßùí ôïõ W k,p.) ¸óôù Ω := B(0; 1) ç ìïíáäéáßá

óöáßñá óôïí Rd êáé λ > 0. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç u, u(x) := |x|−λ, x ∈ Ω, x 6= 0. (Óôï

ìçäÝí èá ìðïñïýóáìå íá äþóïõìå óôç u ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ, áõôü üìùò äåí èá Ýðáéæå ñüëï

óôç óõæÞôçóç ðïõ èá áêïëïõèÞóåé.) Ç u äåí åßíáé öñáãìÝíç óôï Ω êáé Ý÷åé ïõóéáóôéêÞ

áóõíÝ÷åéá óôï ìçäÝí, äçëáäÞ áóõíÝ÷åéá ðïõ äåí ìðïñåß íá áñèåß äßíïíôáò óôç u ìéá êáôÜë-

ëçëç ôéìÞ (Þ ôñïðïðïéþíôáò ôéò ôéìÝò ôçò u óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óçìåßá). ÈÝëïõìå

íá äïýìå ãéá ðïéåò ôéìÝò ôùí λ êáé p áíÞêåé ç u óôïõò ÷þñïõò W 1,p(Ω).

Áò áñ÷ßóïõìå ìå ôïõò ÷þñïõò Lp(Ω). Ãéá µ > 0, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝ-

íåò, Ý÷ïõìå
∫

Ω

1

|x|µ dx =

∫ 1

0

(

∫

∂B(0;r)

1

rµ
dS
)

dr

= ωd

∫ 1

0

1

rµ
rd−1 dr = ωd

∫ 1

0

1

rµ−d+1
dr,
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üðïõ ωd ôï åìâáäüí ôçò ìïíáäéáßáò óöáßñáò ∂B(0; 1) óôïí Rd. Ôï ôåëåõôáßï ïëïêëÞñùìá

õðÜñ÷åé, âÝâáéá, áí êáé ìüíï áí µ− d+ 1 < 1, äçëáäÞ µ < d. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé

(4.9) u ∈ Lp(Ω) ⇐⇒ λ <
d

p
.

Ãéá x 6= 0 ç u åßíáé (Üðåéñåò öïñÝò) óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, êáé ïé ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãù-

ãïß ôçò uxi
äßíïíôáé ùò

uxi
(x) = − λxi

|x|λ+2
, i = 1, . . . , d,

üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò. ÅðïìÝíùò, ç Åõêëåßäåéá íüñìá ôïõ áíÜäåëôá ∇u =

(ux1
, . . . , uxd

) ôçò u äßíåôáé ùò

|∇u(x)| =
|λ|

|x|λ+1
.

Óýìöùíá ìå ôçí (4.9) Ý÷ïõìå, óõíåðþò,

(4.10) |∇u(·)| ∈ Lp(Ω) ⇐⇒ λ <
d− p

p
.

ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí óôç óõíÝ÷åéá üôé λ < d−1 êáé èá áðïäåßîïõìå üôé ïé uxi
åßíáé ôüôå üíôùò

ïé áóèåíåßò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò u. ¸óôù ëïéðüí ϕ ∈ C∞
0 (Ω) ìéá óõíÜñôçóç äïêéìÞò.

Ôüôå, ãéá 0 < ε < 1, Ý÷ïõìå (áöïý ïëïêëçñþíïõìå åêåß üðïõ ç u åßíáé ïìáëÞ)

(4.11)

∫

Ω\B(0;ε)
uϕxi

dx = −
∫

Ω\B(0;ε)
uxi

ϕdx+

∫

∂B(0;ε)
uϕni dS,

ãéá i = 1, . . . , d, üðïõ n = (n1, . . . , nd) ôï ìïíáäéáßï êáíïíéêü äéÜíõóìá óôçí ∂B(0; ε) ìå êá-

ôåýèõíóç ðñïò ôï åóùôåñéêü ôçò B(0; ε), óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôùí Gauss–Green. (Ãéáôß

óå áõôÞ ôç ó÷Ýóç äåí åìöáíßæåôáé ôï ïëïêëÞñùìá óôï óýíïñï ôçò ìïíáäéáßáò óöáßñáò;)

Ôþñá,

∣

∣

∣

∫

∂B(0;ε)
uϕni dS

∣

∣

∣ ≤ ‖ϕ‖L∞(Ω)

∫

∂B(0;ε)
ε−λ dS ≤ Cεd−1−λ → 0, ãéá ε → 0.

ÅðïìÝíùò, áöÞíïíôáò óôçí (4.11) ôï ε íá ôåßíåé óôï ìçäÝí, ëáìâÜíïõìå

(4.12)

∫

Ω
uϕxi

dx = −
∫

Ω
uxi

ϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

áí 0 ≤ λ < d− 1. Ôá áíùôÝñù ìáò ïäçãïýí áìÝóùò óôï óõìðÝñáóìá üôé

(4.13) u ∈ W 1,p(Ω) ⇐⇒ λ <
d− p

p
.

Óçìåéþóôå ôç äéáöïñÜ óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç, üðïõ, ãéá d ≥ 2, ôá óôïé÷åßá ôïõ

W 1,p(Ω), ãéá Ýíá ÷ùñßï Ω ìå ðïëý ïìáëü óýíïñï, ìðïñåß íá åßíáé áóõíå÷Þ, êáô’ áíôéäéá-

óôïëÞ ìå ôçí ðåñßðôùóç åíüò äéáóôÞìáôïò!
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Ãéá íá ìçí áöÞóïõìå ôïí áíáãíþóôç ìå ôçí åíôýðùóç üôé ïõóéáóôéêÞ áóõíÝ÷åéá ìðï-

ñåß íá åìöáíéóèåß ìüíï óå Ýíá óçìåßï (Þ óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óçìåßá), ãåíéêåýïíôáò

ëßãï ôá ðñïçãïýìåíá, èåùñïýìå Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï {r1, r2, . . . }, ðõêíü óôç ìïíáäéáßá

óöáßñá Ω = B(0; 1), êáé ôç óõíÜñôçóç

u(x) :=
∞
∑

`=1

1

2`
|x− r`|−λ, x ∈ Ω, x 6= 0.

¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé u ∈ W 1,p(Ω), áí λ < (d− p)/p. Óçìåéþóôå

üôé, ãéá 0 < λ < (d − p)/p, ç u áíÞêåé óôïí W 1,p(Ω) êáé äåí åßíáé öñáãìÝíç óå êáíÝíá

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Ω!

¼ðùò ãíùñßæïõìå Þäç, ãéá íá óõìðåñÜíïõìå üôé ôá óôïé÷åßá ÷þñùí ôïõ Sobolev

óå Ýíá ÷ùñßï Ý÷ïõí êÜðïéá ïìáëüôçôá, åßíáé öåñ’ åéðåßí óõíå÷Þ, áðáéôåßôáé ïìá-

ëüôçôá ôïõ óõíüñïõ ∂Ω ôïõ ÷ùñßïõ, âë. ôï ó÷üëéï ðïõ ðñïçãåßôáé ôïõ ÈåùñÞìá-

ôïò 2.11. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëþí åéäþí ïìáëüôçôåò ôïõ ∂Ω, ð.÷. áõôü íá éêáíïðïéåß ôç

óõíèÞêç ôïõ åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò, Þ ôç óõíèÞêç ôïõ êþíïõ, Þ ôç óõíèÞêç ôïõ

Lipschitz, Þ íá åßíáé ôçò êëÜóçò Cm, m ∈ N, âë. [1] óåëßäåò 81–84. Ãéá åõêïëßá,

åìåßò åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï Ω åßíáé öñáãìÝíï êáé èá äþ-

óïõìå ôïõò ïñéóìïýò ìüíï ãéá ôéò äýï ôåëåõôáßåò óõíèÞêåò.

Ïñéóìüò 4.6 (Ïìáëüôçôá óõíüñïõ ÷ùñßùí.) ¸óôù Ω ⊂ Rd Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï. Õðï-

èÝôïõìå üôé ãéá êÜèå x? ∈ ∂Ω õðÜñ÷åé r > 0 êáé óõíÜñôçóç γ : Rd−1 → R, ôÝôïéá

þóôå (ìå êáôÜëëçëç êÜèå öïñÜ åðéëïãÞ ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí) íá éó÷ýåé

Ω ∩B(x?, r) = {x ∈ B(x?, r) : xd > γ(x1, . . . , xd−1)}.

Áí üëåò ïé óõíáñôÞóåéò γ ìðïñïýí íá åðéëåãïýí þóôå íá éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç

ôïõ Lipschitz, ëÝìå üôé ôï óýíïñï ∂Ω éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz. Áí m ∈ N

êáé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò γ ìðïñïýí íá åðéëåãïýí þóôå íá åßíáé m öïñÝò óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìåò, ëÝìå üôé ôï óýíïñï ∂Ω áíÞêåé óôçí êëÜóç Cm, Þ áðëþò üôé ôï óýíïñï

åßíáé Cm.

Èåþñçìá 4.8 (Ïìáëüôçôá óôïé÷åßùí ôïõ W k,p.) ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ôÝ-

ôïéï þóôå ôï óýíïñü ôïõ ∂Ω íá éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz. ¸óôù j, k ∈ N êáé

1 ≤ p < ∞.
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i. Áí åßôå kp > d, åßôå k = d êáé p = 1, ôüôå êÜèå óõíÜñôçóç u ∈ W j+k,p(Ω) áíÞêåé

êáé óôïí ÷þñï Cj(Ω̄). ÌÜëéóôá, óôçí ðåñßðôùóç kp > d > (k − 1)p, ïé ìåñéêÝò

ðáñÜãùãïé ôÜîçò j ôçò u éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç ôïõ Hölder ìå åêèÝôç ïðïéïíäÞðïôå

áñéèìü λ ∈ (0, k − d
p
], äçëáäÞ áíÞêïõí óôïí ÷þñï Cj,λ(Ω̄). Óôçí ðåñßðôùóç d =

(k − 1)p, Ý÷ïõìå u ∈ Cj,λ(Ω̄), ãéá ïðïéïäÞðïôå λ ∈ (0, 1). ÔÝëïò, ãéá k − 1 = d êáé

p = 1, éó÷ýåé u ∈ Cj,λ(Ω̄), ãéá ïðïéïäÞðïôå λ ∈ (0, 1].

ii. Áí åßôå kp > d, åßôå k = d êáé p = 1, ôüôå êÜèå óõíÜñôçóç u ∈ W j+k,p(Ω) áíÞêåé êáé

óôïí ÷þñï W j,q(Ω), ãéá êÜèå q ∈ [p,∞].

iii. Áí kp = d, ôüôå êÜèå óõíÜñôçóç u ∈ W j+k,p(Ω) áíÞêåé êáé óôïí ÷þñï W j,q(Ω), ãéá

êÜèå q ∈ [p,∞).

iv. Áí åßôå kp < d êáé, åßôå d − kp < d, åßôå p = 1 êáé d − k ≤ d, ôüôå êÜèå óõíÜñôçóç

u ∈ W j+k,p(Ω) áíÞêåé êáé óôïí ÷þñï W j,q(Ω), ãéá êÜèå q ∈ [p, dp/(d− kp)].

Óôç óõíÝ÷åéá, ðåñéïñéæüìáóôå óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ÷þñïõ H1(Ω), åðåéäÞ áõôüò

êõñßùò ìáò åíäéáöÝñåé ãéá ôá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí ìå ôá ïðïßá èá áó÷ï-

ëçèïýìå.

Áðü ôç ó÷Ýóç (4.13) Ýðåôáé åýêïëá üôé ôï ãéíüìåíï äýï óôïé÷åßùí ôïõ H1(Ω)

äåí åßíáé, óôéò ðïëëÝò äéáóôÜóåéò, ãåíéêÜ óôïé÷åßï ôïõ H1(Ω), óå áíôéäéáóôïëÞ ìå

ôç ìßá äéÜóôáóç, âë. ôçí Ðñüôáóç 2.5. Áí üìùò õðïèÝóïõìå, åðß ðëÝïí, üôé äýï

óôïé÷åßá ôïõ H1(Ω) åßíáé êáé óôïé÷åßá ôïõ L∞(Ω), ôüôå êáé ôï ãéíüìåíü ôïõò åßíáé

óôïé÷åßï ôïõ H1(Ω) êáé, ðñïöáíþò êáé ôïõ L∞(Ω).

Ðñüôáóç 4.4 (Ãéíüìåíï óôïé÷åßùí ôïõ H1(Ω).) ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd êáé

u, v ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω). Ôüôå uv ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω) êáé ïé áóèåíåßò ðáñÜãùãïé (uv)xi

äßíïíôáé ùò åîÞò

(uv)xi
= uxi

v + uvxi
, i = 1, . . . , d.

Èåþñçìá 4.9 (Ðõêíüôçôá ïìáëþí óõíáñôÞóåùí óôïí H1(Ω).) ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï

÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï ∂Ω ôçò êëÜóçò C1. Ôüôå, ãéá êÜèå u ∈ H1(Ω), õðÜñ÷åé ìéá

áêïëïõèßá (un)n∈N ⊂ C∞
0 (Rd) ôÝôïéá þóôå ïé ðåñéïñéóìïß ôùí un óôï Ω íá óõãêëßíïõí

óôç u óôïí H1(Ω), êáèþò ôï n ôåßíåé óôï Üðåéñï. Ìå Üëëá ëüãéá, ïé ðåñéïñéóìïß óôï Ω

ôùí óôïé÷åßùí ôïõ C∞
0 (Rd) ó÷çìáôßæïõí Ýíáí ðõêíü õðü÷ùñï ôïõ H1(Ω).

Óôç ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí èá ìáò åßíáé ÷ñÞóéìåò ãíþóåéò ãéá

ôç óõìðåñéöïñÜ óôïé÷åßùí ôïõ H1(Ω) óôï óýíïñï ∂Ω ôïõ Ω. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï
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óýíïñï ∂Ω ôïõΩ åßíáé ôçò êëÜóçò C1, ðáñÜ ôï üôé ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ áêïëïõèïýí

éó÷ýïõí êáé õðü áóèåíÝóôåñåò óõíèÞêåò. Ôüôå åßíáé äõíáôüí íá ïñßóïõìå ôï ìÝôñï

Lebesgue óôï ∂Ω, óõíåðþò êáé ôïí ÷þñï L2(∂Ω), áðïôåëïýìåíïí áðü óõíáñôÞóåéò

ïñéóìÝíåò óôï ∂Ω ôÝôïéåò þóôå ç íüñìá ‖ · ‖L2(∂Ω),

‖v‖L2(∂Ω) :=
(

∫

∂Ω

|v(y)|2 dy
)1/2

,

íá åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç íüñìá ôïõ L2(∂Ω) ôïõ ðåñéïñéóìïý ìéáò ïìáëÞò óõíÜñôç-

óçò v óå Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï Ω ìå ïìáëü óýíïñï, öñÜóóåôáé áðü ôçí H1 íüñìá ôçò

v óôï Ω, åðß ìéá óôáèåñÜ, áíåîÜñôçôç ôçò v :

ËÞììá 4.1 (Åêôßìçóç ôçò íüñìáò ôïõ L2(∂Ω) áðü ôç íüñìá ôïõ H1(Ω).) ¸óôù Ω Ýíá

öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï ∂Ω ôçò êëÜóçò C1. Ôüôå, õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C ôÝôïéá

þóôå ãéá êÜèå óõíÜñôçóç v ∈ C1(Ω̄) íá éó÷ýåé

(4.14) ‖v‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω).

Ôï ËÞììá 4.1, óå óõíäõáóìü ìå ôï Èåþñçìá 4.9, ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå óõ-

íïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá óôïé÷åßá ôïõ H1(Ω), ãéá öñáãìÝíá ÷ùñßá ôïõ Rd ìå óýíïñï

∂Ω ôçò êëÜóçò C1. ¼íôùò, Ýóôù u ∈ H1(Ω). Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 4.7, õðÜñ÷åé

ìéá áêïëïõèßá (un)n∈N ⊂ C∞(Ω̄) ôÝôïéá þóôå un → u, n → ∞, óôïíH1(Ω). Óýìöùíá

ìå ôçí (4.14), ïé ðåñéïñéóìïß ôùí un óôï ∂Ω ó÷çìáôßæïõí áêïëïõèßá Cauchy óôïí

L2(∂Ω), óõíåðþò áõôÞ óõãêëßíåé óå ìéá óõíÜñôçóç v óôïí L2(∂Ω). Åýêïëá äéáðé-

óôþíïõìå üôé ôï üñéï v åßíáé áíåîÜñôçôï ôçò áêïëïõèßáò (un)n∈N. Ç óõíÜñôçóç v

áðïôåëåß ôéò “óõíïñéáêÝò ôéìÝò” óôï ∂Ω ôçò u, Þ ôï ß÷íïò ôçò u óôï ∂Ω. ÌåñéêÝò

öïñÝò ëÝìå üôé ç v = u|∂Ω áðïôåëåß ôéò óõíïñéáêÝò ôéìÝò ôçò u ìå ôçí Ýííïéá ôïõ

ß÷íïõò. Áíáêåöáëáéþíïíôáò Ý÷ïõìå:

Èåþñçìá 4.10 (Èåþñçìá ôïõ ß÷íïõò.) ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï

∂Ω ôçò êëÜóçò C1. Ôüôå, êÜèå u ∈ H1(Ω) Ý÷åé óõíïñéáêÝò ôéìÝò óôï ∂Ω, ôéò ïðïßåò óõì-

âïëßæïõìå åðßóçò ìå u. Åðß ðëÝïí, õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõíÜñôçóç

u ∈ H1(Ω) íá éó÷ýåé

(4.15) ‖u‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω).
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Ï ôýðïò ôïõ Green. ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï ∂Ω ôçò êëÜóçò

C1. Áðïäåéêíýåôáé ôüôå üôé éó÷ýåé ï ôýðïò ôïõ Green (ðïõ áíáöÝñåôáé åðßóçò óõ÷íÜ

ùò èåþñçìá ôïõ Gauss)

(4.16) ∀u, v ∈ H1(Ω)

∫

Ω

uxi
v dx = −

∫

Ω

uvxi
dx+

∫

∂Ω

uvni dy, i = 1, . . . , d,

ìå ni ôçí i−óôÞ óõíéóôþóá ôïõ ìïíáäéáßïõ êÜèåôïõ åîùôåñéêïý äéáíýóìáôïò n óôï

∂Ω. Áðü ôçí (4.16) ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé

(4.17) ∀u ∈ H2(Ω) ∀v ∈ H1(Ω)

∫

Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇u · ∇v dx+

∫

∂Ω

v
∂u

∂n
dy

ìå ∂u
∂n

ôçí êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãï ôçò u óôçí êáôåýèõíóç ôïõ ìïíáäéáßïõ êÜ-

èåôïõ åîùôåñéêïý äéáíýóìáôïò n óôï ∂Ω, âë. ôçí ¶óêçóç 4.3. Óçìåéþóôå üôé ïé

áóèåíåßò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé uxi
áíÞêïõí óôïí H1(Ω), áöïý u ∈ H2(Ω), óõíåðþò

ïñßæåôáé êáé ôï ß÷íïò ôïõò óôï óýíïñï ∂Ω, ïðüôå ∂u
∂n

∈ L2(∂Ω).

Ï ÷þñïò H1
0 . Ï ÷þñïò H1

0 åßíáé ðëÞñçò õðü÷ùñïò ôïõ H1 êáé èá ðáßîåé ðïëý óçìá-

íôéêü ñüëï óôçí åðüìåíç åíüôçôá, üôáí èá ìåëåôÞóïõìå ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí

ôéìþí êáé ôç äéáêñéôïðïßçóÞ ôïõò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí.

Ïñéóìüò 4.7 (Ï ÷þñïò H1
0 .) ¸óôù Ω Ýíá ÷ùñßï ôïõ Rd. Ï ÷þñïò H1

0 := H1
0(Ω) áðï-

ôåëåßôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ H1(Ω) ðïõ åßíáé üñéá óôç íüñìá ‖ · ‖1 áêïëïõèéþí

óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò, äçëáäÞ óôïé÷åßùí ôïõ C∞
0 (Ω).

ÅöïäéÜæïõìå ôïí H1
0 ìå ôç íüñìá ‖ · ‖1 ôïõ H1. Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé áìÝ-

óùò üôé ï
(

H1
0 , ‖ · ‖1

)

åßíáé ðëÞñçò. Åðß ðëÝïí, áöïý ç íüñìá ‖ · ‖1 ðáñÜãåôáé áðü

åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ï H1
0 åßíáé ÷þñïò Hilbert.

ÐáñáôÞñçóç 4.1 (Ó÷Ýóç ìåôáîý H1 êáé H1
0 .)

i. ¼ðùò êáé óôç ìßá äéÜóôáóç, âë. ôçí ÐáñáôÞñçóç 2.5, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß

üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï Ω åßíáé üëïò ï ÷þñïò, Ω = Rd, ï ÷þñïò H1
0(Ω) óõ-

ìðßðôåé ìå ôïí H1(Ω). Óôçí ðåñßðôùóç Ω 6= Rd, ãåíéêÜ, ï H1
0 (Ω) åßíáé ãíÞóéïò

õðü÷ùñïò ôïõ H1(Ω).

ii. ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï ∂Ω ôçò êëÜóçò C1. Ôüôå åßíáé

ãíùóôü üôé Ýíá óôïé÷åßï u ôïõ H1(Ω) áíÞêåé óôïí H1
0(Ω), áí êáé ìüíï áí ôï

ß÷íïò ôçò u óôï ∂Ω åßíáé ìçäÝí, äçëáäÞ

(4.18) H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v|∂Ω = 0}.
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Ðñüôáóç 4.5 (Ç áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs.) ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ

Rd. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C, ðïõ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï Ω, ôÝôïéá þóôå

(4.19) ‖u‖ ≤ C
(

d
∑

i=1

‖uxi
‖2
)1/2

∀u ∈ H1
0 (Ω).

Åéäéêüôåñá, ç | · |1,

|u|1 :=
(

d
∑

i=1

‖uxi
‖2
)1/2

,

åßíáé íüñìá óôïí H1
0 (Ω), éóïäýíáìç ìå ôç íüñìá ‖ · ‖1. Ðñïöáíþò, ç | · |1 ðáñÜãåôáé áðü

ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï
d
∑

i=1

∫

Ω

uxi
vxi

dx.

Áí ôï óýíïñï ôïõ Ω åßíáé áñêåôÜ ïìáëü, áí öåñ’ åéðåßí áíÞêåé óôçí êëÜóç C1,

ôüôå åßíáé ãíùóôü üôé ç íüñìá ‖ · ‖k ôïõ Hk(Ω), k ∈ N, åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç íüñìá

(

‖u‖2 +
∑

|α|=k

‖Dαu‖2
)1/2

.

ÌÜëéóôá, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ðáñåìâïëÞò: Ãéá êÜèå ðï-

ëõäåßêôç α ∈ Nd
0, ôÜîçò ôï ðïëý k, êáé êÜèå ε > 0, õðÜñ÷åé óôáèåñÜ C = C(α, ε,Ω),

ôÝôïéá þóôå

‖Dαu‖ ≤ ε
∑

|β|=k

‖Dβu‖ + C‖u‖ ∀u ∈ Hk(Ω).

Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôïí H1
0(Ω), ïñßæïíôáé êáé ïé ÷þñïé Hk

0 (Ω) ãéá k ∈ N. Ï Hk
0 (Ω)

áðïôåëåßôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ Hk(Ω) ðïõ åßíáé üñéá , óôç íüñìá ôïõ Hk(Ω), áêï-

ëïõèéþí óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò, äçëáäÞ óôïé÷åßùí ôïõ C∞
0 (Ω). Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

ôï óýíïñï ∂Ω åßíáé áñêåôÜ ïìáëü, öåñ’ åéðåßí ôçò êëÜóçò Ck, ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß

üôé ìéá óõíÜñôçóç u ∈ Hk(Ω) áíÞêåé óôïí Hk
0 (Ω), áí êáé ìüíï áí (Dαu)|∂Ω = 0 ãéá

êÜèå ðïëõäåßêôç α ∈ Nd
0 ôÜîçò ôï ðïëý k−1. ÔÝëïò, áò óçìåéùèåß ç äéáöïñÜ ìåôáîý

ôùí ÷þñùí H2 ∩H1
0 êáé H2

0 ,

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) = {u ∈ H2(Ω) : u|∂Ω = 0}

H2
0 (Ω) = {u ∈ H2(Ω) : u|∂Ω = 0, uxi

|∂Ω = 0, i = 1, . . . , d}.
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4.2 ÐåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá ãéá åëëåéðôéêÝò åîéóþóåéò

¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï ∂Ω ôçò êëÜóçò C1. Èåùñïýìå ôï

áêüëïõèï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí óõíèçêþí: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u ∈ C2(Ω̄)

ôÝôïéá þóôå

(4.20)

{

− ∆u+ u = f óôï Ω,

u = 0 óôï ∂Ω,

üðïõ f : Ω̄ → R ìéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç. Óôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷ïõìå ìßá ïìï-

ãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet. ÊÜèå ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.20) ìå ôçí

ïìáëüôçôá ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ëÝãåôáé êëáóéêÞ ëýóç ôïõ.

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá (4.20) åðß ìéá ïìáëÞ

óõíÜñôçóç v ïëïêëçñþíïíôáò óôï Ω êáé åöáñìüæïíôáò óôïí ðñþôï üñï ôïí ôýðï

ôïõ Green, êáôáëÞãïõìå óôç ó÷Ýóç (u, v)1 = (f, v). ÁõôÞ ç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç

áðåôåëåß ôï êßíçôñï ãéá ôïí áêüëïõèï ïñéóìü: Ìéá óõíÜñôçóç u ∈ H1
0(Ω) ôÝôïéá

þóôå

(4.21) (u, v)1 = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

ëÝãåôáé áóèåíÞò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.20). Õðåíèõìßæïõìå üôé ôá åóùôåñéêÜ

ãéíüìåíá (·, ·)1 êáé (·, ·) ôïõ H1 êáé ôïõ L2, áíôßóôïé÷á, ïñßæïíôáé ùò

(v, w)1 = (v, w) +
d
∑

i=1

(vxi
, wxi

), (v, w) =

∫

Ω

vw dx.

(ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå (∇v,∇w) áíôß ôïõ áèñïßóìáôïò áðü i = 1 Ýùò d óôïí áíùôÝñù

ôýðï.) Ãéá f ∈ L2(Ω), áðü ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz Ýðåôáé áìÝóùò üôé

|(f, v)| ≤ ‖ϕ‖ ‖v‖1. Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò áóèåíïýò ëýóçò ôïõ (4.20)

êáèþò êáé ç åêôßìçóç

(4.22) ‖u‖1 ≤ ‖f‖

Ýðïíôáé áìÝóùò áðü ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz. Ëüãù ôçò óõììåôñßáò

ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò, ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.21) åëá÷éóôïðïéåß óôïíH1
0 (Ω)

Ýíá óõãêåêñéìÝíï óõíáñôçóéáêü, âë. ôçí ¶óêçóç 4.4· áõôü ôï ãåãïíüò óôç óõãêå-

êñéìÝíç ðåñßðôùóç áíáöÝñåôáé ùò áñ÷Þ ôïõ Dirichlet.
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Åßíáé ãíùóôü üôé, áí f ∈ Hm(Ω) êáé ôï óýíïñï ∂Ω ôïõ Ω åßíáé ôçò êëÜóçò

Cm, ôüôå ç áóèåíÞò ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.20) åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Hm+2(Ω) êáé

éó÷ýåé ç åêôßìçóç

(4.23) ‖u‖m+2 ≤ C‖f‖m,

ìå ìéá óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôçò f. Ç áíéóüôçôá (4.23) áíáöÝñåôáé ùò åëëåéðôéêÞ

ïìáëüôçôá êáé ç áðüäåéîÞ ôçò åßíáé ìáêñïóêåëÞò. ÁðïôåëÝóìáôá áõôÞò ôçò ìïñöÞò

áíáöÝñïíôáé ãåíéêÜ ùò áðïôåëÝóìáôá ïìáëüôçôáò.

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé êÜèå êëáóéêÞ ëýóç ôïõ (4.20) åßíáé êáé áóèåíÞò ëýóç

ôïõ éäßïõ ðñïâëÞìáôïò. Åðßóçò, åýêïëá ðåßèåôáé êáíåßò üôé áí ç áóèåíÞò ëýóç åßíáé

áñêåôÜ ïìáëÞ þóôå íá áíÞêåé óôïí ÷þñï C2(Ω̄), ôüôå áõôÞ áðïôåëåß êáé êëáóéêÞ

ëýóç, âë. ôçí ¶óêçóç 4.5. Ôï ãåãïíüò üôé ç áóèåíÞò ëýóç ôïõ (4.20) áíÞêåé óôïí

C(Ω̄), áí f ∈ Hm ãéá m > d/2 êáé ôï óýíïñï ôïõ Ω åßíáé áñêåôÜ ïìáëü, Ýðåôáé

áðü ôçí (4.23) êáé ôï Èåþñçìá 4.7. ÕðÜñ÷åé ðÜíôùò êáé êáôáëëçëüôåñç ãéá ôçí

ðåñßóôáóç èåùñßá, ïé êáëïýìåíåò åêôéìÞóåéò Schauder· óýìöùíá ìå áõôÞ ôç èåùñßá,

áí ôï óýíïñï ∂Ω ôïõ Ω áíÞêåé óôçí êëÜóç ôùí ÷þñùí ôïõ Hölder C2,α, ìå 0 <

α < 1, êáé f ∈ C0,α(Ω̄), ôüôå õðÜñ÷åé ëýóç u ∈ C2,α(Ω̄) ôïõ (4.20). Åðß ðëÝïí, áí

ôï ∂Ω áíÞêåé óôçí êëÜóç Cm+1, ìå m ∈ N, êáé f ∈ Cm,α(Ω̄), ôüôå õðÜñ÷åé ëýóç

u ∈ Cm+2,α(Ω̄) ôïõ (4.20). Ïé ÷þñïé ôïõ Hölder ïñßæïíôáé ùò

C0,α(Ω̄) := {u ∈ C(Ω̄) : sup
x,y∈Ω, x6=y

|u(x) − u(y)|
|x− y|α < ∞},

Cm,α(Ω̄) := {u ∈ Cm(Ω̄) : Dβu ∈ C0,α(Ω̄) ãéá êÜèå ðïëõäåßêôç β ∈ Nd
0 ôÜîçò m}.

Ìå ôç âïÞèåéá áõôþí ôùí ÷þñùí ïñßæïíôáé ïé êëÜóåéò Cm,α êáôÜ ðñïöáíÞ ôñüðï.

Ç ðñïçãçèåßóá óõæÞôçóç ãåíéêåýåôáé åýêïëá óôçí ðåñßðôùóç ãåíéêüôåñùí áõ-

ôïóõæõãþí ãñáììéêþí åëëåéðôéêþí ôåëåóôþí ìå ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò. ¸óôù

aij ∈ C1(Ω̄), i, j = 1, . . . , d, óõíáñôÞóåéò ôÝôïéåò þóôå aij = aji, i, j = 1, . . . , d, êáé ï

óõììåôñéêüò ðßíáêáò A(x) ìå óôïé÷åßá aij, i, j = 1, . . . , d, íá åßíáé ïìïéüìïñöá èåôéêÜ

ïñéóìÝíïò, äçëáäÞ íá õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ α ôÝôïéá þóôå

(4.24) ∀x ∈ Ω̄ ∀ξ ∈ Rd

d
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α
d
∑

i=1

ξ2
i .

¸óôù áêüìá a0 ∈ C(Ω̄) ìéá ìç áñíçôéêÞ óõíÜñôçóç, a0(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ Ω̄.
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Èåùñïýìå ôüôå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí óõíèçêþí: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñ-

ôçóç u ∈ C2(Ω̄) ôÝôïéá þóôå

(4.25)















−
d
∑

i,j=1

(

aijuxi

)

xj
+ a0u = f óôï Ω,

u = 0 óôï ∂Ω,

üðïõ f : Ω̄ → R ìéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç. ÊÜèå ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.25), ìå

ôçí ïìáëüôçôá ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ëÝãåôáé êëáóéêÞ ëýóç ôïõ.

Ç óõíèÞêç (4.24) êáèéóôÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá (4.25) åëëåéðôéêÞ.

Ìéá óõíÜñôçóç u ∈ H1
0 (Ω) ôÝôïéá þóôå

(4.26) a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω),

ìå ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a : H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) → R,

(4.27) a(v, w) =

∫

Ω

(

d
∑

i,j=1

aijvxi
wxj

+ a0vw
)

dx ∀v, w ∈ H1
0 (Ω),

ëÝãåôáé áóèåíÞò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.25).

ÕðïèÝôïõìå ðÜëé üôé Ω åßíáé Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd ìå óýíïñï ∂Ω ôçò êëÜ-

óçò C1 êáé èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí óõíèçêþí, ìå ïìïãåíåßò

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann áõôÞ ôç öïñÜ: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u ∈ C2(Ω̄)

ôÝôïéá þóôå

(4.28)







− ∆u+ u = f óôï Ω,

∂u

∂n
= 0 óôï ∂Ω,

ìå f : Ω̄ → R ìéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç. Ùò óõíÞèùò óõìâïëßóáìå ìå ∂u
∂n

ôï åóù-

ôåñéêü ãéíüìåíï ôïõ áíÜäåëôá ôçò u ìå ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï åîùôåñéêü äéÜíõóìá n

óôï ∂Ω, ∇u · n, äçëáäÞ ôçí êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãï ôçò u óôçí êáôåýèõíóç ôïõ

êÜèåôïõ åîùôåñéêïý äéáíýóìáôïò. ÊÜèå ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.28) ìå ôçí ïìá-

ëüôçôá ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ëÝãåôáé êëáóéêÞ ëýóç ôïõ. Ìéá óõíÜñôçóç

u ∈ H1(Ω) ôÝôïéá þóôå

(4.29) (u, v)1 = (f, v) ∀v ∈ H1(Ω)
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ëÝãåôáé áóèåíÞò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.28). Ãéá f ∈ L2(Ω), áðü ôçí áíéóüôçôá

ôùí Cauchy–Schwarz Ýðåôáé áìÝóùò üôé |(f, v)| ≤ ‖ϕ‖ ‖v‖1. Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäé-

êüôçôá ôçò áóèåíïýò ëýóçò ôïõ (4.28) êáèþò êáé ç åêôßìçóç

(4.30) ‖u‖1 ≤ ‖f‖

Ýðïíôáé áìÝóùò áðü ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz. Áêñéâþò ôá ßäéá áðï-

ôåëÝóìáôá, üðùò óôçí ðåñßðôùóç óõíïñéáêþí óõíèçêþí Dirichlet, ó÷åôéêÜ ìå ôçí

åëëåéðôéêÞ ïìáëüôçôá éó÷ýïõí êáé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç. Åðßóçò êÜèå êëá-

óéêÞ ëýóç åßíáé êáé áóèåíÞò ëýóç, êáé êÜèå áñêåôÜ ïìáëÞ áóèåíÞò ëýóç åßíáé êáé

êëáóéêÞ ëýóç.

4.2.1 Äéáêñéôïðïßçóç ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (4.25) êáé õðïèÝôïõìå üôé ï ôåëåóôÞò åßíáé åëëåéðôéêüò,

äçëáäÞ üôé éêáíïðïéåßôáé ç óõíèÞêç (4.24), êáé üôé ç óõíÜñôçóç a0 ëáìâÜíåé ìüíï

ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a, ðïõ äßíåôáé óôçí (4.27), åßíáé óôïí

H1
0 (Ω) ôüóï öñáãìÝíç, äçëáäÞ

(4.31) ∃C ∈ R ∀v, w ∈ H1
0 |a(v, w)| ≤ C‖v‖1 ‖w‖1,

üóï êáé åëëåéðôéêÞ, äçëáäÞ

(4.32) ∃c > 0 ∀v ∈ H1
0 a(v, v) ≥ c‖v‖2

1,

âë. ôçí ¶óêçóç 4.6. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.25) åßíáé

ôÝôïéá þóôå ç ìïíáäéêÞ áóèåíÞò ëýóç ôïõ u ∈ H1
0 , âë. ôçí (4.26), íá áíÞêåé óôïí

÷þñï H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) êáé íá éó÷ýåé ç åêôßìçóç åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò

(4.33) ‖u‖2 ≤ C̃‖f‖,

ìå ìéá óôáèåñÜ C̃ áíåîÜñôçôç ôçò f.

¸óôù ôþñá Sr
h Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ H1

0 (Ω), ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò. Ç ðñïóÝã-

ãéóç ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí (Þ ðñïóÝããéóç Galerkin) uh ∈ Sr
h ôçò ëýóçò u ïñßæå-

ôáé ôþñá áðü ôéò ó÷Ýóåéò

(4.34) a(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h,
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ðáñÜâáëå ìå ôç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç (4.26). ÁõôÞ ç äéáôýðùóç åßíáé ç ìÝèïäïò

ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí (Þ ìÝèïäïò ôïõ Galerkin) ãéá ôï ðñüâëçìá (4.25). Õðü

ôéò õðïèÝóåéò ìáò, ôï ëÞììá ôùí Lax–Milgram (Þ, óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ðïõ

ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ åßíáé óõììåôñéêÞ, êáé ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz)

óõíåðÜãåôáé ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò uh êáèþò êáé ôçí åêôßìçóç

(4.35) ‖u− uh‖1 ≤ C inf
χ∈Sr

h

‖u− χ‖1,

ìå ìéá êáôÜëëçëç óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôçò f êáé ôïõ Sr
h.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ìáò äßíåôáé ìéá ïéêïãÝíåéá
(

Sr
h

)

0<h<1
õðï÷þñùí ôïõH1

0 (Ω)

ìå r ≥ 2 ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá

(4.36) ∃c > 0 ∀v ∈ Hs ∩H1
0 ∃χ ∈ Sr

h ‖v − χ‖ + h‖v − χ‖1 ≤ Chs‖v‖s, s = 2, r.

Ç áíÜëõóç åßíáé åíôåëþò áíÜëïãç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí,

ùò åê ôïýôïõ ôçí ðáñïõóéÜæïõìå åíôåëþò óõíïðôéêÜ. Êáô’ áñ÷Üò ç (4.35) óõíäõáæü-

ìåíç ìå ôçí (4.36) äßíåé áìÝóùò ôç âÝëôéóôçò ôÜîçò åêôßìçóç óôçí H1−íüñìá

(4.37) ‖u− uh‖1 ≤ Chr−1‖v‖r.

Ãéá íá ïäçãçèïýìå óôçí áíôßóôïé÷ç åêôßìçóç óôçí L2−íüñìá, èá êáôáöýãïõìå óôï

ôÝ÷íáóìá ôïõ Nitsche. Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ðïõ ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ åßíáé

óõììåôñéêÞ (áöïý ï ôåëåóôÞò L åßíáé áõôïóõæõãÞò), èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(4.38) a(w, v) = (e, v) ∀v ∈ H1
0 ,

ìå e ôï óöÜëìá, e := u− uh. ÅðéëÝãïíôáò v = e óôçí (4.38), ëáìâÜíïõìå

‖e‖2 = a(w, e) = a(e, w).

¼ìùò, áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôçí (4.34) áðü ôçí (4.26) ìå v = χ, Ý÷ïõìå a(e, χ) = 0,

ãéá êÜèå χ ∈ Sr
h. Óõíåðþò, ç áíùôÝñù ó÷Ýóç äßíåé, ãéá êÜèå χ ∈ Sr

h,

‖e‖2 = a(e, w − χ).

Åêôéìïýìå ôï äåîéü ìÝëïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (4.31) êáé ëáìâÜíïõìå

‖e‖2 ≤ C‖e‖1 ‖w − χ‖1,
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ïðüôå, ìå êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôïõ χ, âë. ôçí (4.36),

‖e‖2 ≤ C‖e‖1 h‖w‖2.

¼ìùò, óýìöùíá ìå ôçí (4.33), ‖w‖2 ≤ C̃‖e‖, ïðüôå

‖e‖2 ≤ C‖e‖1 h‖e‖

Þ

(4.39) ‖e‖ ≤ Ch‖e‖1.

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôçí åêôßìçóç ìå ôçí (4.37), ïäçãïýìáóôå óôçí åðéèõìçôÞ âÝëôé-

óôçò ôÜîçò åêôßìçóç óôçí L2−íüñìá

(4.40) ‖u− uh‖ ≤ Chr‖u‖r.

4.3 Óõíå÷åßò êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò (ïìïðáñáëëçëéêÝò)

óõíáñôÞóåéò óå ôñéãùíéóìïýò ðïëõãþíùí

¸óôù Ω Ýíá êõñôü ðïëýãùíï. Èåùñïýìå Ýíáí äéáìåñéóìü ôïõ Ω óå ôñßãùíá τi, i =

1, . . . ,M, ðïõ ó÷çìáôßæïõí Ýíáí ôñéãùíéóìü ôïõ Ω, Ýííïéá ðïõ åîçãåßôáé óôç óõíÝ-

÷åéá. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá τi åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò êáé üôé åßíáé ôÝôïéá þóôå ôï

åóùôåñéêü ôçò Ýíùóçò ôùí èçêþí ôïõò íá äßíåé ôï Ω,

Ω =
(

M
∪

i=1
τ̄i

)◦

.

Óõìâïëßæïõìå ìå h ôç ìÝãéóôç äéÜìåôñï, äçëáäÞ ôç ìÝãéóôç ðëåõñÜ, ôùí ôñéãþíùí

τi,

h := max
1≤i≤M

(diam τi),

êáé ìå Th = {τ1, . . . , τM} ôïí ôñéãùíéóìü. (Ðñïöáíþò, ôï h äåí ðñïóäéïñßæåé ðëÞñùò

ôïí ôñéãùíéóìü, óôï ßäéï h ìðïñïýí íá áíôéóôïé÷ïýí ðïëëïß ôñéãùíéóìïß. Áðëþò ôï

h äåß÷íåé üôé üëá ôá ôñßãùíá ôïõ ôñéãùíéóìïý Th Ý÷ïõí ðëåõñÝò ü÷é ìåãáëýôåñåò ôïõ

h. ¼ðùò èá äïýìå áñãüôåñá, ïé åêôéìÞóåéò ìáò åîáñôþíôáé êáôÜ ïõóéáóôéêü ôñüðï

áðü ôï h.) Ïé êïñõöÝò ôùí ôñéãþíùí τi êáëïýíôáé êüìâïé ôïõ ôñéãùíéóìïý. Ìéá

óçìáíôéêÞ ãéá ôç óõíÝ÷åéá õðüèåóç ãéá ôïí ôñéãùíéóìü Th åßíáé üôé äåí õðÜñ÷ïõí
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Ó÷Þìá 4.2: Ìç áðïäåêôüò êáé áðïäåêôüò, áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ, áíôßóôïé÷á, ôñéãù-

íéóìüò.

êüìâïé óôá åóùôåñéêÜ ôùí ðëåõñþí ôùí ôñéãþíùí. Öåñ’ åéðåßí, ï ôñéãùíéóìüò óôï

áñéóôåñü ìÝñïò ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.2 äåí åßíáé áðïäåêôüò, åíþ åêåßíïò óôï äåîéü ìÝñïò

åßíáé áðïäåêôüò.

Èåùñïýìå ôþñá ôïí ãñáììéêü ÷þñï Sh, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôéò óõíå÷åßò óõ-

íáñôÞóåéò óôï Ω̄ ðïõ ìçäåíßæïíôáé óôï óýíïñï ∂Ω êáé óå êÜèå ôñßãùíï τi åßíáé

ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý Ýíá,

Sh := {χ ∈ C(Ω̄) : χ(x) = αi + βix1 + γix2, x = (x1, x2) ∈ τi, χ|∂Ω = 0}.

¸óôù N = N(h) ôï ðëÞèïò ôùí åóùôåñéêþí êüìâùí Pi ôïõ ôñéãùíéóìïý, äçëáäÞ ôùí

êüìâùí ðïõ äåí áíÞêïõí óôï óýíïñï ∂Ω. ÊÜèå óôïé÷åßï χ ôïõ Sh ïñßæåôáé ìïíïóÞ-

ìáíôá áðü ôéò ôéìÝò ôïõ χ(Pj), j = 1, . . . , N, óôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò, áöïý óôïõò

ìç åóùôåñéêïýò êüìâïõò ç χ ìçäåíßæåôáé êáé Ýíá ðïëõþíõìï äýï ìåôáâëçôþí, âáè-

ìïý ôï ðïëý Ýíá, ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá áðü ôéò ôéìÝò ôïõ óå ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ

óçìåßá, üðùò ïé êïñõöÝò êÜèå ôñéãþíïõ τi, áöïý áðü ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá

äéÝñ÷åôáé áêñéâþò Ýíá åðßðåäï. Éäéáßôåñá, óõìðåñáßíïõìå üôé ç äéÜóôáóç ôïõ Sh

åßíáé N, dimSh = N. Ïé óõíáñôÞóåéò ϕi ∈ Sh, i = 1, . . . , N, ìå ôçí éäéüôçôá

ϕi(Pj) = δij, i, j = 1, . . . , N,

áðïôåëïýí âÜóç ôïõ Sh, üðùò èá äïýìå áìÝóùò ìåôÜ. Ï öïñÝáò êÜèå óõíÜñôçóçò ϕi

åßíáé ðñïöáíþò ç êëåéóôÞ èÞêç ôçò Ýíùóçò åêåßíùí ôùí ôñéãþíùí ôïõ ôñéãùíéóìïý

Th ðïõ Ý÷ïõí ôï Pi ùò êïñõöÞ ôïõò. Áò äïýìå êáô’ áñ÷Üò üôé ïé óõíáñôÞóåéò ϕi

åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò. ÐñÜãìáôé, áí
∑N

i=1 ciϕi = 0, ôüôå
∑N

i=1 ciϕi(Pj) = 0,

äçëáäÞ cj = 0, j = 1, . . . , N. Åðß ðëÝïí, ïé ϕ1, . . . , ϕN ðáñÜãïõí ôïí Sh· ðñÜãìáôé,

êÜèå χ ∈ Sh ìðïñåß íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

χ =
N
∑

i=1

χ(Pi)ϕi,
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áöïý êáé ôá äýï ìÝëç áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò åßíáé óôïé÷åßá ôïõ Sh êáé ïé ôéìÝò ôïõò óõ-

ìðßðôïõí óôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò Pj, j = 1, . . . , N. ÅðïìÝíùò, {ϕ1, . . . , ϕN} åßíáé

ìéá âÜóç ôïõ Sh.Áñãüôåñá èá äïýìå üôé ç åí ëüãù âÜóç Ý÷åé ðïëëÜ ðëåïíåêôÞìáôá,

ðïõ áöïñïýí ôï õðïëïãéóôéêü ìÝñïò ôùí ðñïóåããßóåùí.

ÐáñáôÞñçóç 4.2 (Ï Sh åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ H1
0 .) Èá äïýìå ôþñá üôé ï Sh åßíáé üíôùò

õðü÷ùñïò ôïõ H1
0 (Ω). Êáô’ áñ÷Üò, ðñïöáíþò, ï Sh åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ L2(Ω) êáé ôá

óôïé÷åßá ôïõ Sh ìçäåíßæïíôáé óôï ∂Ω. ÁðïìÝíåé, óõíåðþò, íá áðïäåßîïõìå üôé, áí

χ ∈ Sh, ôüôå õðÜñ÷ïõí óõíáñôÞóåéò g1, g2 ∈ L2(Ω) ôÝôïéåò þóôå

(4.41)

∫

Ω

χϕxi
dx = −

∫

Ω

giϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω), i = 1, 2,

ïðüôå, öõóéêÜ, ïé g1, g2 èá åßíáé ïé ãåíéêåõìÝíåò ðáñÜãùãïé χx1
êáé χx2

, áíôßóôïé÷á.

(Ãéá åõêïëßá óôïí óõìâïëéóìü ãñÜöïõìå x = (x1, x2) ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ R2.)

Óõìâïëßæïõìå ìå χ(τ) ôïí ðåñéïñéóìü ôçò χ óå êÜèå ôñßãùíï τ ôïõ ôñéãùíéóìïý

Th. Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé ïé óõíáñôÞóåéò gi, ðïõ ïñßæïíôáé óå êÜèå ôñßãùíï τ ôïõ

ôñéãùíéóìïý Th ùò

(4.42) gi :=
(

χ(τ)
)

xi
, i = 1, 2, óôï τ,

éêáíïðïéïýí ôçí (4.41), äçëáäÞ üôé ðáñáãùãßæïíôáò ùò ðñïò xi (ìå ôçí êëáóéêÞ Ýí-

íïéá) ôç χ óå êÜèå ôñßãùíï ôïõ ôñéãùíéóìïý ïäçãïýìáóôå óôç ãåíéêåõìÝíç ðáñÜãù-

ãï χxi
ôïõ χ. Óçìåéþóôå üôé êÜèå gi åßíáé óôáèåñÞ óå êÜèå ôñßãùíï τ, áöïý ç χ åßíáé

åêåß ðïëõþíõìï ôï ðïëý ðñþôïõ âáèìïý. Ôþñá, ãéá ϕ ∈ C∞
0 (Ω), Ý÷ïõìå, óýìöùíá

ìå ôïí ôýðï ôïõ Green, ï ïðïßïò éó÷ýåé êáé óå ôñßãùíá,
∫

τ

χ(τ)ϕxi
dx = −

∫

τ

giϕdx+

∫

∂τ

χ(τ)ϕn
(τ)
i dx,

ìå n(τ) =
(

n
(τ)
1 , n

(τ)
2

)

ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï åîùôåñéêü äéÜíõóìá óôï óýíïñï ∂τ ôïõ τ.

Áèñïßæïíôáò áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò ùò ðñïò üëá ôá ôñßãùíá ôïõ ôñéãùíéóìïý Th, ëáìâÜ-

íïõìå
∑

τ∈Th

∫

τ

χ(τ)ϕxi
dx = −

∑

τ∈Th

∫

τ

giϕdx+
∑

τ∈Th

∫

∂τ

χ(τ)ϕn
(τ)
i dy,

äçëáäÞ

(4.43)

∫

Ω

χϕxi
dx = −

∫

Ω

giϕdx+
∑

τ∈Th

∫

∂τ

χ(τ)ϕn
(τ)
i dy ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω).
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Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ôï Üèñïéóìá óôçí (4.43) ìçäåíßæåôáé. Áí õðïèÝóïõìå,

ðñïò ôï ðáñüí, üôé áõôü Ý÷åé áðïäåé÷èåß, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç (4.43) óõ-

íåðÜãåôáé ôçí (4.41). Ôþñá, ïé üñïé ôïõ áèñïßóìáôïò óôçí (4.43) äéáóðþíôáé óå

ïëïêëçñþìáôá ôçò ìïñöÞò

(4.44)

∫

S

χ(τ)ϕn
(τ)
i dy,

üðïõ S åßíáé ðëåõñÜ åíüò ôñéãþíïõ τ ôïõ ôñéãùíéóìïý Th. Äéáêñßíïõìå ôþñá äýï

ðåñéðôþóåéò: ç S íá åßíáé ìÝñïò ôïõ óõíüñïõ Þ íá åßíáé åóùôåñéêÞ ðëåõñÜ. Óôçí

ðñþôç ðåñßðôùóç, ï áíôßóôïé÷ïò üñïò (4.44) åîáöáíßæåôáé, áöïý ç ϕ ùò óõíÜñôçóç

äïêéìÞò ìçäåíßæåôáé óôï ∂Ω. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, ç S åßíáé ðëåõñÜ äýï ðáñá-

êåßìåíùí ôñéãþíùí τ` êáé τm ôïõ ôñéãùíéóìïý Th. ¸ôóé, óôï Üèñïéóìá óôçí (4.43)

åìöáíßæïíôáé áêñéâþò äýï ïëïêëçñþìáôá ðÜíù óôç óõãêåêñéìÝíç ðëåõñÜ,

(4.45)

∫

S

χ(τ`)ϕn
(τ`)
i dy êáé

∫

S

χ(τm)ϕn
(τm)
i dy.

¼ìùò, ïé ðåñéïñéóìïß óôï S ôùí χ(τ`) êáé χ(τm) óõìðßðôïõí, áöïý ç χ åßíáé óõíå÷Þò

óôï Ω̄. ÐåñáéôÝñù, n
(τ`)
i = −n(τm)

i , óõíåðþò ôá äýï ïëïêëçñþìáôá óôçí (4.45) åßíáé

áíôßèåôïé áñéèìïß, ïðüôå ïé óõíåéóöïñÝò ôùí áíôßóôïé÷ùí äýï üñùí óôï Üèñïéóìá

óôçí (4.43) áëëçëïáíáéñïýíôáé. ÅðïìÝíùò, ôï Üèñïéóìá óôçí (4.43) ìçäåíßæåôáé

ðñÜãìáôé, Üñá éó÷ýåé ç (4.41) ìå ôéò gi ∈ L2(Ω) ðïõ ïñßæïíôáé ôìçìáôéêÜ óôçí (4.42).

Óêïðüò ìáò óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé ïé ÷þñïé Sh Ý÷ïõí,

õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò ðïõ èá äéáôõðþóïõìå, ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (4.36)

ìå r = 2. Ôïí êáèïñéóôéêü ñüëï óå áõôÞ ôçí áðüäåéîç ôïí ðáßæåé ôï ëÞììá ôùí

Bramble–Hilbert, óôç ìåëÝôç ôïõ ïðïßïõ áöéåñþíåôáé ç åíüôçôá ðïõ áêïëïõèåß.

4.3.1 Ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert

Áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò áõôÞò ôçò åíüôçôáò áðïôåëåß ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert,

ðïõ áðïôåëåß èåìåëéþäåò åñãáëåßï óôç ìåëÝôç ðñïóåããéóôéêþí éäéïôÞôùí ÷þñùí

ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, âë. êáé ôçí Ðñüôáóç 3.1. Ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé óå ðïëý

ãåíéêüôåñç ìïñöÞ, åìåßò áñêïýìáóôå åäþ óå ìéá áðëÞ êáé áñêåôÞ ãéá ôïõò óôü÷ïõò

ìáò.
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Ðñüôáóç 4.6 (Ôï ëÞììá ôùí Bramble–Hilbert.) Óõìâïëßæïõìå ìå τ Ýíá ôñßãùíï. ¸óôù hτ

ç ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ ôïõ τ, ρτ ç áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ óôï τ, êáé στ := hτ/ρτ .

Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç ôïõ τ, ôÝôïéá þóôå

(4.46) ‖u−Qu‖ ≤ C(1 + στ )
2h2

τ |u|2 ∀u ∈ H2(τ)

êáé

(4.47) |u−Qu|1 ≤ C(1 + στ )
2hτ |u|2 ∀u ∈ H2(τ)

üðïõ Qu êáôÜëëçëï ðïëõþíõìï, âáèìïý ôï ðïëý Ýíá. Åðß ðëÝïí, Ýóôù F : H2(τ) →
[0,∞) Ýíá óõíáñôçóéáêü ôÝôïéï þóôå

F (v + w) ≤ F (v) + F (w) ∀v, w ∈ H2,

F (v) ≤ C‖v‖2 ∀v ∈ H2,

F (p) = 0 ∀p ∈ P1,

ìå ìéá óôáèåñÜC áíåîÜñôçôç ôçò v, üðïõH2 := H2(τ) êáé P1 ôï óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí

äýï ìåôáâëçôþí óôï τ âáèìïý ôï ðïëý Ýíá. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ Cτ , ôÝôïéá þóôå

(4.48) F (v) ≤ Cτ |v|2 ∀v ∈ H2.

Ç çìéíüñìá | · |2 ôïõ H2 äßíåôáé ùò |v|2 :=
(

‖vx1x1
‖2 + ‖vx1x2

‖2 + ‖vx2x2
‖2
)1/2

.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ðñïò ôï ðáñüí üôé ïé (4.46) êáé (4.47) Ý÷ïõí Þäç áðïäåé-

÷èåß. Ôüôå, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôï ðñïöáíÝò ãåãïíüò üôé |v − Qv|2 = |v|2,
Ý÷ïõìå

F (v) = F (v −Qv +Qv) ≤ F (v −Qv) + F (Qv) = F (v −Qv) ≤ C‖v −Qv‖ ≤ Cτ |v|2.

ÁðïìÝíåé, óõíåðþò, íá áðïäåßîïõìå ôéò (4.46) êáé (4.47). ¸óôù B ôï åóùôåñéêü

ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ óôï τ. Óõìâïëßæïõìå ìå x? ôï êÝíôñï ôïõ B, äçëáäÞ ôï

Ýãêåíôñï ôïõ τ, êáé ìå ρτ ôçí áêôßíá ôïõ B. Ãéá ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç u : τ → R êáé

y ∈ τ, èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï Taylor Tyu ôçò u ùò ðñïò ôï y, âáèìïý ôï ðïëý Ýíá,

Tyu(x) := (Tyu)(x) = u(y) + ux1
(y)(x1 − y1) + ux2

(y)(x2 − y2), x ∈ τ.

Áõôü ôï ðïëõþíõìï äåí ìðïñåß, äõóôõ÷þò, íá ïñéóèåß ãéá óõíáñôÞóåéò u ∈ H2(τ),

áöïý ïé ôéìÝò ux1
(y) êáé ux2

(y) äåí Ý÷ïõí íüçìá ãéá ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò. Óêïðüò ìáò
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ëïéðüí, êáô’ áñ÷Üò, åßíáé íá ôñïðïðïéÞóïõìå êáôÜëëçëá ôïí ïñéóìü, þóôå áõôüò íá

Ý÷åé íüçìá êáé ãéá ìç ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Èåùñïýìå ðñïò ôïýôï ôç óõíÜñôçóç ϕ,

ϕ(x) :=















c e
−

(

1−
(

2|x−x?|
ρτ

)2
)−1

, |x− x?| < 1

2
ρτ ,

0, |x− x?| ≥ 1

2
ρτ ,

ìå óôáèåñÜ c ôÝôïéá þóôå ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ϕ (óôïí B Þ óôïí R2) íá éóïýôáé ìå ôç

ìïíÜäá. Ðñïöáíþò ϕ ∈ C∞
0 (B) êáé suppϕ = B(x?; ρτ/2). ÖõóéêÜ, ç ϕ èá ìðïñïýóå

íá åß÷å åðéëåãåß Ýôóé þóôå ï öïñÝáò ôçò íá åß÷å ïðïéáäÞðïôå áêôßíá ìéêñüôåñç ôïõ

ρτ . Ïñßæïõìå ôþñá ôï óôáèìéóìÝíï ùò ðñïò ôïí êýêëï B ðïëõþíõìï Taylor Qu ∈ P1

ôçò u ùò åîÞò

(4.49) Qu(x) := (Qu)(x) :=

∫

B

Tyu(x)ϕ(y) dy, x ∈ τ,

õðïèÝôïíôáò áêüìá üôé ç óõíÜñôçóç u åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Óçìåéþóôå üôé ôï Qu

óôçí (4.49) Ý÷åé íüçìá êáé ãéá u ∈ H1(τ). ÐåñáéôÝñù, áìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé

Qu(x) =

∫

B

u(y)ϕ(y) dy −
∫

B

[

ux1
(y)y1 + ux2

(y)y2

]

ϕ(y) dy

+ x1

∫

B

ux1
(y)ϕ(y) dy + x2

∫

B

ux2
(y)ϕ(y) dy,

éäéáßôåñá Ý÷ïõìå üíôùò Qu ∈ P1. Åöáñìüæïíôáò óôá ïëïêëçñþìáôá ðïõ åìöáíßæï-

íôáé óå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ôïí ôýðï ôïõ Green, ìðïñïýìå íá ôç ãñÜøïõìå óôç ìïñöÞ

(4.50)

Qu(x) =

∫

B

u(y)
[

3ϕ(y) + y1ϕx1
(y) + y2ϕx2

(y)
]

dy

− x1

∫

B

u(y)ϕx1
(y) dy − x2

∫

B

u(y)ϕx2
(y) dy.

Óçìåéþóôå üôé ôï Qu óôçí (4.50) Ý÷åé ðëÝïí íüçìá êáé ãéá u ∈ L1
loc(B).

Óêïðüò ìáò ôþñá åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôï óöÜëìá u−Qu. ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ-

÷Üò üôé ç u åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ· óôçí ðåñßðôùóç u ∈ H2(τ) èá åðáíÝëèïõìå áñãü-

ôåñá. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ôï ïëïêëÞñùìá ôçò ϕ åßíáé Ýíá, Ý÷ïõìå

(4.51) u(x) −Qu(x) =

∫

B

[

u(x) − Tyu(x)
]

ϕ(y) dy, x ∈ τ.
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Êáô’ áñ÷Üò, ãéá ìéá óõíÜñôçóç f ∈ C2[0, 1], Ý÷ïõìå, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor ùò

ðñïò ôï ìçäÝí êáé ãñÜöïíôáò ôï õðüëïéðï óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ,

(4.52) f(1) = f(0) + f ′(0) +

∫ 1

0

sf ′′(1 − s) ds.

Ãéá x ∈ τ êáé y ∈ B, ìå f(s) := u
(

y + s(x− y)
)

, Ý÷ïõìå, óýìöùíá ìå ôçí (4.52),

(4.53)

u(x) − Tyu(x) = (x1 − y1)
2

∫ 1

0

sux1x1

(

x+ s(y − x)
)

ds

+ 2(x1 − y1)(x2 − y2)

∫ 1

0

sux1x2

(

x+ s(y − x)
)

ds

+ (x2 − y2)
2

∫ 1

0

sux2x2

(

x+ s(y − x)
)

ds.

Óõíåðþò, ç (4.51) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(4.54) u(x) −Qu(x) = I1(x) + I2(x) + I3(x), x ∈ τ,

ìå

I1(x) :=

∫

B

(x1 − y1)
2
[

∫ 1

0

sux1x1

(

x+ s(y − x)
)

ds
]

ϕ(y) dy,

I2(x) := 2

∫

B

(x1 − y1)(x2 − y2)
[

∫ 1

0

sux1x2

(

x+ s(y − x)
)

ds
]

ϕ(y) dy,

I3(x) :=

∫

B

(x2 − y2)
2
[

∫ 1

0

sux2x2

(

x+ s(y − x)
)

ds
]

ϕ(y) dy.

Èá åðéêåíôñþóïõìå êáô’ áñ÷Üò ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôï I1(x), ãéá ôá I2(x) êáé I3(x)

éó÷ýïõí åíôåëþò ðáñüìïéá ðñÜãìáôá. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëç-

ôÞò

z := x+ s(y − x) = sy + (1 − s)x.

Ðñïöáíþò, êáèþò ôï s ìåôáâÜëëåôáé óôï [0, 1], ôï z, ùò êõñôüò óõíäõáóìüò ôùí y

êáé x, äéáãñÜöåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ óõíäÝåé ôá y êáé x. Óôïí ÷þñï (y, s) ç

ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé óôï B × (0, 1], óôïí ÷þñï (z, s) ç ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé óôï A,

(4.55) A := {(z, s) : s ∈ (0, 1], |1
s
(z − x) + x− x?| < ρτ},
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áöïý y = 1
s
(z − x) + x. Óçìåéþíïõìå üôé, ãéá (z, s) ∈ A, 1

s
|z − x| < |x − x?| + ρτ ,

óõíåðþò

(4.56) s >
|z − x|

|x− x?| + ρτ

=: t.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç χA ôïõ A, ãñÜöïõìå ôï I1(x) óôç

ìïñöÞ

I1(x) =

∫∫

R3

χA(z, s)ϕ
(

x+
1

s
(z − x)

)

(x1 − z1)
2ux1x1

(z)s−3 dzds,

áöïý dz = s2dy. Óõìâïëßæïõìå ôþñá ìå Cx ôçí êõñôÞ èÞêç ôïõ óõíüëïõ {x}∪B, äç-

ëáäÞ ôï åëÜ÷éóôï êõñôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x êáé ôá óçìåßá ôïõ B. Óçìåéþíïõ-

ìå üôé ôï Cx åßíáé õðïóýíïëï ôïõ τ. Ðñïöáíþò, ôï A åßíáé õðïóýíïëï ôïõ Cx × [0, 1],

ïðüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôï I1(x) ùò

(4.57) I1(x) =

∫

Cx

(x1 − z1)
2ux1x1

(z)
[

∫ 1

0

ϕ
(

x+
1

s
(z − x)

)

χA(z, s)s−3 ds
]

dz.

Ôþñá, ìå

(4.58) k(x, z) :=

∫ 1

0

ϕ
(

x+
1

s
(z − x)

)

χA(z, s)s−3 ds,

ç (4.57) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(4.59) I1(x) =

∫

Cx

(x1 − z1)
2k(x, z)ux1x1

(z) dz.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (4.56) äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

|k(x, z)| ≤
∫ 1

t

ϕ
(

x+
1

s
(z − x)

)

s−3 ds,

ïðüôå

(4.60) |k(x, z)| ≤ 1

2
‖ϕ‖L∞(B)

1

t2
.

Ôþñá,
1

t
=

|x− x?| + ρτ

|z − x| ≤ hτ + ρτ

|z − x| ≤ ρτ (1 + στ )|z − x|−1,



4.3. Óõíå÷åßò êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò óå ôñéãùíéóìïýò 151

óõíåðþò ç (4.60) äßíåé

(4.61) |k(x, z)| ≤ 1

2
‖ϕ‖L∞(B) ρ

2
τ (1 + στ )

2|z − x|−2.

¼ìùò, Ý÷ïõìå

(4.62)
1

2
‖ϕ‖L∞(B) ρ

2
τ ≤ C,

ìå ìéá áðüëõôç óôáèåñÜ C, áíåîÜñôçôç áðü ôï ôñßãùíï τ, âë. ôç ó÷åôéêÞ óõæÞôçóç

ìåôÜ ôçí (4.7), óõíåðþò ç (4.61) äßíåé

(4.63) |k(x, z)| ≤ C(1 + στ )
2|z − x|−2.

Ôþñá |z − x|−2(x1 − z1)
2 ≤ 1, óõíåðþò ïé (4.59) êáé (4.63) äßíïõí

|I1(x)| ≤ C(1 + στ )
2

∫

Cx

|ux1x1
(z)| dz,

Þ, áöïý Cx ⊂ τ,

(4.64) |I1(x)| ≤ C(1 + στ )
2

∫

τ

|ux1x1
(z)| dz.

ÅðïìÝíùò, áöïý ôï åìâáäüí ôïõ τ åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ h2
τ , åêôéìþíôáò ôï ïëïêëÞñù-

ìá óôï äåîéü ìÝëïò ôçò (4.64) ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz, ëáìâÜíïõìå

(4.65) |I1(x)| ≤ C(1 + στ )
2hτ‖ux1x1

‖L2(τ).

Áðü ôçí (4.65) ðáßñíïõìå áìÝóùò

(4.66)

∫

τ

|I1(x)|2 dx ≤ C2(1 + στ )
4h4

τ‖ux1x1
‖2

L2(τ).

Áíôßóôïé÷åò åêôéìÞóåéò éó÷ýïõí êáé ãéá ôá I2 êáé I3, ïðüôå ç (4.54) äßíåé

(4.67) ‖u−Qu‖ ≤ C(1 + στ )
2h2

τ |u|2.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí åêôßìçóç ôùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí. Êáô’ áñ÷Üò

Ý÷ïõìå

(4.68) uxi
(x) −

(

Qu
)

xi
(x) =

∫

B

[

uxi
(x) − uxi

(y)
]

ϕ(y) dy.
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Ôþñá, ìå f(s) := uxi

(

y + s(x− y)
)

, ç ó÷Ýóç

f(1) − f(0) =

∫ 1

0

f ′(1 − s) ds,

äßíåé

(4.69)

uxi
(x) − uxi

(y) = (x1 − y1)

∫ 1

0

uxix1

(

y + s(x− y)
)

ds

+ (x2 − y2)

∫ 1

0

uxix2

(

y + s(x− y)
)

ds.

ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå

(4.70) uxi
(x) −

(

Qu
)

xi
(x) = Ji1(x) + Ji2(x), x ∈ τ,

ìå

Jij(x) :=

∫

B

(xj − yj)
[

∫ 1

0

uxixj

(

y + s(x− y)
)

ds
]

ϕ(y) dy, i, j = 1, 2.

Ðñï÷ùñþíôáò üðùò ðñïçãïõìÝíùò ëáìâÜíïõìå

(4.71) Jij(x) =

∫

Cx

(xj − yj)k(x, z)uxixj
(z) dz,

ìå ôïí ðõñÞíá k ðïõ äßíåôáé óôçí (4.58). ÅðïìÝíùò, âë. ôéò (4.63) êáé (4.64),

|Jij(x)| ≤ C(1 + στ )
2

∫

τ

|xj − yj|
|x− z|2 |uxixj

(z)| dz,

ïðüôå

(4.72) |Jij(x)| ≤ C(1 + στ )
2

∫

τ

|x− z|−1 |uxixj
(z)| dz.

Ôþñá, ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åêôßìçóç ôïõ |Jij(x)|, óçìåéþíïõìå ðñþôá üôé,

ãéá x ∈ τ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò Ý÷ïõìå

∫

τ

|x− z|−1 dz ≤
∫

B(x;hτ )

|x− z|−1 dz =

∫ hτ

0

(

∫

∂B(x;r)

1

r
dS
)

dr =

∫ hτ

0

2π dr,

óõíåðþò

(4.73)

∫

τ

|x− z|−1 dz ≤ 2πhτ .
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Ôþñá, ìå gij(x) :=
∫

τ
|x − z|−1 |uxixj

(z)| dz, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí

Cauchy–Schwarz êáé ôçí (4.73), Ý÷ïõìå

‖gij‖2 =

∫

τ

(

∫

τ

|x− z|−1 |uxixj
(z)| dz

)2

dx

≤
∫

τ

[

∫

τ

|x− z|−1 dz

∫

τ

|x− z|−1|uxixj
(z)|2 dz

]

dx

≤ 2πhτ

∫

τ

∫

τ

|x− z|−1|uxixj
(z)|2 dz dx

= 2πhτ

∫

τ

(

∫

τ

|x− z|−1 dx
)

|uxixj
(z)|2 dz

≤ 4π2h2
τ‖uxixj

‖2.

ÅðïìÝíùò, áðü ôçí (4.72) ðáßñíïõìå

(4.74) ‖Jij‖ ≤ C(1 + στ )
2hτ‖uxixj

‖, i, j = 1, 2.

Ïé (4.70) êáé (4.74) äßíïõí áìÝóùò

(4.75) |u−Qu|1 ≤ C(1 + στ )
2hτ |u|2.

Ï åðüìåíïò óôü÷ïò ìáò ôþñá åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé ïé åêôéìÞóåéò (4.67) êáé (4.75)

éó÷ýïõí êáé ãéá óõíáñôÞóåéò u ∈ H2(τ). Óçìåéþíïõìå êáô’ áñ÷Üò üôé, óýìöùíá ìå

ôçí (4.50), éó÷ýåé

(4.76) ‖Qu‖W 1,∞(τ) ≤ C‖u‖L1(B),

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôçò u. ¸óôù ôþñá u ∈ H2(τ). Ôüôå, õðÜñ÷åé ìéá áêï-

ëïõèßá (un)n∈N ⊂ C∞(τ̄), ç ïðïßá óõãêëßíåé óôç u óôïí H2(τ) (âë. ôï Èåþñçìá 4.9

ãéá ôï áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá ãéá ôïí H1(τ), ðïõ éó÷ýåé êáé ãéá ôñßãùíá). Ôþñá,

(4.77) ‖Q(u− un)‖H1(τ) ≤ C‖u− un‖L1(B) → 0, n → ∞.

ÅðïìÝíùò, åöáñìüæïíôáò ôéò (4.67) êáé (4.75) óôéò un êáé áöÞíïíôáò ôï n íá ôåßíåé

óôï Üðåéñï, ïäçãïýìáóôå óôá åðéèõìçôÜ áðïôåëÝóìáôá (4.46) êáé (4.47), áíôßóôïé÷á,

êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

ÐáñáôÞñçóç 4.3 (Ãåíßêåõóç ôçò Ðñüôáóçò 4.6.) ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ R2,

ìå ïìáëü óýíïñï ∂Ω. To Ω ëÝãåôáé áóôñïåéäÝò, áí õðÜñ÷åé êýêëïò B, ôÝôïéïò þóôå,
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ãéá êÜèå x ∈ Ω, ç êõñôÞ èÞêç Cx ôïõ óõíüëïõ {x} ∪ Ω íá ðåñéÝ÷åôáé óôï Ω. Áðü

ôçí áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 4.6 ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Ðñüôá-

óçò éó÷ýïõí êáé ãéá áóôñïåéäÞ ÷ùñßá Ω. Ôï ñüëï ôïõ hτ ôïí ðáßæåé ôüôå ôï ìÞêïò

ôçò äéáìÝôñïõ ôïõ Ω, äçëáäÞ ôïõ ìåãáëõôÝñïõ åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò ðïõ ðåñéÝ÷å-

ôáé óôï Ω̄, êáé ôïí ñüëï ôïõ ρτ ç áêôßíá ôïõ êýêëïõ B. Áò óçìåéùèåß áêüìá üôé ç

Ðñüôáóç 4.6 ãåíéêåýåôáé ðñïò ðïëëÝò êáôåõèýíóåéò, üðùò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôïí

ñüëï ôïõ P1 áíáëáìâÜíåé Ýíáò ÷þñïò Pm, m ≥ 2, ðïëõùíýìùí âáèìïý ôï ðïëý m, Þ

üôáí ôï Ω ðåñéÝ÷åôáé óôïí Rd, ìå d ≥ 3, êáé áêüìá üôáí åñãáæüìáóôå óôïõò ÷þñïõò

W k,p(Ω).

ÐáñáôÞñçóç 4.4 (Ç áíéóüôçôá ôïõ Sobolev.) Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò óôçí Ðñüôá-

óç 4.6 êáèþò êáé óôçí ÁðüäåéîÞ ôçò, áðü ôçí (4.54) êáé ôçí (4.65), êáèþò êáé ôéò

áíôßóôïé÷åò ôçò (4.65) åêôéìÞóåéò ãéá ôéò I2(x) êáé I3(x), ëáìâÜíïõìå

(4.78) ‖u−Qu‖L∞(τ) ≤ C(1 + στ )
2hτ |u|2.

Åðß ðëÝïí, áðü ôçí (4.49) ðñïêýðôåé áìÝóùò, áöïý ‖ϕ‖ ≤ C/ρτ ,

(4.79) ‖Qu‖L∞(τ) ≤ C(1 + hτ )
1

ρτ

‖u‖H1(τ).

Áðü ôéò (4.78) êáé (4.79) ëáìâÜíïõìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Sobolev

(4.80) ‖u‖L∞(τ) ≤ C
[

(1 + στ )
2hτ + (1 + hτ )

1

ρτ

]

‖u‖H2(τ) u ∈ H2(τ).

Óçìåéþíïõìå üôé áðü ôçí áíéóüôçôá ôïõ Sobolev ìðïñåß êáíåßò íá ïäçãçèåß åýêïëá

óôï óõìðÝñáóìá üôé êÜèå u ∈ H2(τ) åßíáé ó.ð. ßóç ìå ìéá óõíå÷Þ óôï τ̄ óõíÜñôçóç.

4.3.2 Ç ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (4.36)

Óêïðüò ìáò óå áõôÞ ôçí åíüôçôá åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé ç ïéêïãÝíåéá ôùí ÷þñùí

(Sh)0<h≤1 Ý÷åé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (4.36), ìå r = 2. Ìå êßíçôñï ôéò åêôéìÞ-

óåéò (4.46) êáé (4.47), êáëïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá ôñéãùíéóìþí (Th)0<h≤1 åíüò êõñôïý

ðïëõãþíïõΩ ïìáëÞ, áí õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ σ?, áíåîÜñôçôç ôïõ h, ôÝôïéá þóôå, ãéá

êÜèå ôñßãùíï τ ôïõ Th, íá éó÷ýåé

(4.81) στ ≤ σ?,
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âë. Ðñüôáóç 4.6. Åíáëëáêôéêïß ÷áñáêôçñéóìïß ïìáëþí ïéêïãåíåéþí ôñéãùíéóìþí

åßíáé åßôå üôé êÜèå ôñßãùíï τ, ìå ìÝãéóôç ðëåõñÜ hτ , Ý÷åé åìâáäüí ìåãáëýôåñï Þ

ßóï ôïõ ch2
τ , ìå c > 0 áíåîÜñôçôï ôïõ h, åßôå üôé üëåò ïé ãùíßåò ôùí ôñéãþíùí ôïõ Th

åßíáé ìåãáëýôåñåò áðü ìéá èåôéêÞ ãùíßá α, áíåîÜñôçôç ôïõ h, âë. ôçí ¶óêçóç 4.9.

Åðé÷åßñçìá ïìïéïãÝíåéáò. ¸óôù τ Ýíá ôñßãùíï ìå ìÝãéóôç ðëåõñÜ hτ . Óõìâïëßæïõìå

ìå τ̃ ôï ôñßãùíï ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï τ ùò åîÞò

τ̃ := { 1

hτ
x : x ∈ τ}.

Ôá ôñßãùíá τ êáé τ̃ åßíáé ðñïöáíþò üìïéá. Éäéáßôåñá, στ = στ̃ . Ãéá u ∈ H2(τ),

èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç ũ : τ̃ → R, ũ(x) := u(hτx). Ðñïöáíþò, ũ ∈ H2(τ̃). Åðß

ðëÝïí, éó÷õñéæüìáóôå üôé

(4.82) |ũ|H`(τ̃) = h`−1
τ |u|H`(τ), ` = 0, 1, 2.

ÐñÜãìáôé, ãéá ` = 0, ìå x := 1
hτ
y,

‖ũ‖2
L2(τ̃) =

∫

τ̃

|ũ(x)|2 dx =
1

h2
τ

∫

τ

|ũ( 1

hτ

y)|2 dy =
1

h2
τ

∫

τ

|u(y)|2 dy,

äçëáäÞ

‖ũ‖L2(τ̃) =
1

hτ
‖u‖L2(τ).

Óõíåðþò éó÷ýåé ç (4.82) ãéá ` = 0. Åî Üëëïõ, ũxi
(x) = hτuxi

(hτx) êáé ũxixj
(x) =

h2
τuxixj

(hτx), êáé üðùò ðñïçãïõìÝíùò äéáðéóôþíïõìå üôé ç (4.82) éó÷ýåé êáé ãéá ` = 1

êáé ` = 2.

Èåùñïýìå óôï τ̃ ôïí ôåëåóôÞ ðáñåìâïëÞò Iτ̃ : H2(τ̃) → P1,

(Iτ̃ ṽ)(P̃i) = ṽ(P̃i), i = 1, 2, 3,

üðïõ P̃1, P̃2, P̃3 ïé êïñõöÝò ôïõ τ̃ . Èåùñïýìå åðßóçò ôéò óõíáñôÞóåéò ϕ̃1, ϕ̃2, ϕ̃3, ðï-

ëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý Ýíá óôï τ̃ , ìå ôçí éäéüôçôá ϕ̃i(P̃j) = δij , i, j = 1, 2, 3. Ðñï-

öáíþò Ý÷ïõìå

(4.83) Iτ̃ ṽ =

3
∑

i=1

ṽ(P̃i)ϕ̃i.

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

(4.84) ‖Iτ̃ ṽ‖H1(τ̃) ≤ β(τ̃) sup
x̃∈τ̃

|ṽ(x̃)|
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ìå

(4.85) β(τ̃) :=
3
∑

i=1

‖ϕ̃i‖H1(τ̃).

¼óïí áöïñÜ ôï óöÜëìá ôçò ðáñåìâïëÞò, ãéá ṽ ∈ H2(τ̃), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãï-

íüò üôé hτ̃ = 1, êáé ôéò (4.84) êáé (4.80), Ý÷ïõìå

‖ṽ − Iτ̃ ṽ‖H1(τ̃) ≤ ‖ṽ −Qṽ‖H1(τ̃) + ‖Iτ̃ (ṽ −Qṽ)‖H1(τ̃)

≤ ‖ṽ −Qṽ‖H1(τ̃) + β(τ̃) sup
x̃∈τ̃

|(ṽ −Qṽ)(x̃)|

≤ ‖ṽ −Qṽ‖H1(τ̃) + C
(

στ , β(τ̃ )
)

‖ṽ −Qṽ‖H2(τ̃).

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôéò (4.46) êáé (4.47), áí ëÜâïõìå õð’ üøéí ìáò êáé ôç óõíèÞêç

(4.81) , Ý÷ïõìå

(4.86) ‖ṽ − Iτ̃ ṽ‖H2(τ̃) ≤ C
(

σ?, β(τ̃ )
)

|ṽ|H2(τ̃).

¸óôù ôþñá P1, P2, P3 ïé êïñõöÝò ôïõ τ.Èåùñïýìå óôï τ ôïí ôåëåóôÞ ðáñåìâïëÞò

Iτ : H2(τ) → P1,

(Iτv)(Pi) = v(Pi), i = 1, 2, 3.

ÁìÝóùò äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ˜Iτv = Iτ̃ ṽ. ÐñÜãìáôé óôéò êïñõöÝò ôùí ôñéãþíùí

Ý÷ïõìå, ìå êáôÜëëçëç áñßèìçóç ôùí êïñõöþí ôïõ τ,

( ˜Iτv)(P̃i) = (Iτv)(Pi) = v(Pi) = ṽ(P̃i) = (Iτ̃ ṽ)(P̃i), i = 1, 2, 3.

Ôï ôåëåõôáßï óçìáíôéêü âÞìá ãéá íá ïäçãçèïýìå óôçí áðüäåéîç ôçò åðéèõìç-

ôÞò ðñïóåããéóôéêÞò éäéüôçôáò ôçò ïéêïãÝíåéáò Sh åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé ïé ðï-

óüôçôåò β(τ̃) åßíáé ïìïéüìïñöá öñáãìÝíåò, õðü ôçí ðñïûðüèåóç (4.81), ãéá üëá ôá

ôñßãùíá τ̃ ìå ìÝãéóôç ðëåõñÜ ßóç ìå ôç ìïíÜäá.

Èåùñïýìå äýï ôñßãùíá τ̂ êáé τ̃ óôï åðßðåäï. Óõìâïëßæïõìå ìå P̂i êáé P̃i, i = 1, 2, 3,

ôéò êïñõöÝò ôïõ τ̂ êáé ôïõ τ̃ , áíôßóôïé÷á. Ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ïìïðáñáëëçëéêÞ

áðåéêüíéóç A : R2 → R2, A(x̂) = Oιx̂ + b, ìå Oι ∈ R2,2, ôÝôïéá þóôå A(P̂i) = P̃i, i =

1, 2, 3. ÐñÜãìáôé, ìå Oι =
(

aij

)

i,j=1,2
, b = (b1, b2)

T , P̂i = (x̂i1, x̂i2) êáé P̃i = (x̃i1, x̃i2),

i = 1, 2, 3, ïé ó÷Ýóåéò A(P̂i) = P̃i, i = 1, 2, 3, ãñÜöïíôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(4.87) aj1x̂i1 + aj2x̂i2 + bj = x̃ij, i = 1, 2, 3, j = 1, 2.
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Ãéá êÜèå j, ôï (4.87) åßíáé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá ìå ôñåéò åîéóþóåéò êáé ôñåéò áãíþ-

óôïõò, ôïõò aj1, aj2 êáé bj. Ç ïñßæïõóá D ôïõ ðßíáêá áõôþí ôùí óõóôçìÜôùí åßíáé

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̂11 x̂12 1

x̂21 x̂22 1

x̂31 x̂32 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̂11 x̂12 1

x̂21 − x̂11 x̂22 − x̂12 0

x̂31 − x̂11 x̂32 − x̂12 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

x̂21 − x̂11 x̂22 − x̂12

x̂31 − x̂11 x̂32 − x̂12

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ç ïñßæïõóá áõôÞ åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, áöïý Ý÷åé áðüëõôç ôéìÞ ßóç ìå ôï

äéðëÜóéï ôïõ åìâáäïý ôïõ τ̂ , âë. ôçí ¶óêçóç 4.11. ÅðïìÝíùò, ôá aj1, aj2 êáé bj,

j = 1, 2, ïñßæïíôáé ìïíïóÞìáíôá áðü ôéò (4.87).

ÊÜèå ôñßãùíï (ôï åóùôåñéêü ôïõ êáé ïé ðëåõñÝò ôïõ) áðïôåëåß ôçí êõñôÞ èÞêç

ôùí êïñõöþí ôïõ, óõíåðþò ç áðåéêüíéóç A áðåéêïíßæåé ôï τ̂ óôï τ̃ . Éäéáßôåñá, ï

ðßíáêáò Oι åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé çA áðïôåëåß áìöéìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç áðü

ôï τ̂ óôï τ̃ . Óôç óõíÝ÷åéá óõãêåêñéìåíïðïéïýìå ôï ôñßãùíï áíáöïñÜò τ̂ íá åßíáé ôï

ôñßãùíï ìå êïñõöÝò ôá óçìåßá (0, 0), (1, 0) êáé (0, 1). Óçìåéþóôå üôé êáé ç áðåéêüíéóç

ðïõ ìáò ðçãáßíåé áðü Ýíá ôñßãùíï τ óôï ôñßãùíï τ̃ åßíáé ïìïðáñáëëçëéêÞ, ðïëý

áðëÞò üìùò ìïñöÞò. Èá ìðïñïýóáìå íá áðåéêïíßóïõìå ôï ôñßãùíï áíáöïñÜò τ̂ áð’

åõèåßáò óôï τ, áëëÜ áðëïõóôåýåé êÜðùò ôçí áíÜëõóç íá ãßíåôáé áõôÞ ç áðåéêüíéóç

óå äýï óôÜäéá, ðáñåìâÜëëïíôáò êáé ôï ôñßãùíï τ̃ .

Óõìâïëßæïõìå ìå B̃ ôïí åããåãñáììÝíï êýêëï óôï ôñßãùíï τ̃ . Ôüôå, óõìâïëßæï-

íôáò ìå |Ω| ôï åìâáäüí åíüò ÷ùñßïõ Ω, Ý÷ïõìå áö’ åíüò

|B̃| ≤ |τ̃ | =

∫

τ̃

dx̃ =

∫

τ̂

| det Oι| dx̂ = | det Oι| |τ̂ | < | det Oι|,

êáé áö’ åôÝñïõ, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôçí (4.81),

|B̃| = π
(

ρτ̃

)2
=

π
(

στ̃

)2 ≥ π
(

σ?
)2 .

Óõíåðþò, ìå ε := π/(σ?)2 åîáñôþìåíï ìüíï áðü ôï σ?,

(4.88) | det Oι| ≥ ε > 0.

Ôþñá, ôï óýíïëï

(4.89) {B ∈ R2,2 : | det B| ≥ ε}

åßíáé êëåéóôü. ÃñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ τ̂ , óçìåßá ôïõ R2, ùò óôÞëåò P̂1 = (1, 0)T =

e1, P̂0 = (0, 1)T = e2, P̂3 = (0, 0)T = e0. Ìå êáôÜëëçëç áñßèìçóç, ïé êïñõöÝò ôïõ τ̃
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åßíáé P̃i = A(Pi), i = 1, 2, 3. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

A(ei) − A(e0) = Oιei = P̃i − P̃0, i = 1, 2,

ïðüôå, áöïý ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ τ̃ äåí îåðåñíïýí ôç ìïíÜäá, èá Ý÷ïõìå

|Oιei| ≤ 1, i = 1, 2,

äçëáäÞ

(ai1)
2 + (ai2)

2 ≤ 1, i = 1, 2.

Óõíåðþò, ôá óôïé÷åßá ôïõ Oι Ý÷ïõí áðüëõôï ôéìÞ ìéêñüôåñç Þ ßóç ôçò ìïíÜäáò.

(Éäéáßôåñá, | det Oι| ≤ 2.) ¼ëïé ïé ðßíáêåò Oι áíÞêïõí åðïìÝíùò, óýìöùíá êáé ìå

ôçí (4.89), óôï êëåéóôü êáé öñáãìÝíï, äçëáäÞ óõìðáãÝò, óýíïëï G,

(4.90) G := {B ∈ R2,2 : | det B| ≥ ε, |bij| ≤ 1, i, j = 1, 2}.

Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá ìéá ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí β(τ̃) êáé β(τ̂). ¼ðùò áíáöÝñáìå

Þäç, ç A åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç áðü ôï τ̂ óôï τ̃ , x̂ 7→ x̃ = Oιx̂ + b.

ÅðïìÝíùò, ç áíôßóôñïöç áðåéêüíéóç åßíáé A−1 : τ̃ → τ̂ , x̃ 7→ x̂ = Oι−1x̃ − Oι−1b.

Óôçí (4.85) ïé óõíáñôÞóåéò ϕ̃i åßíáé ðïëõþíõìá ðñþôïõ âáèìïý óôï τ̃ êáé ðáßñíïõí

ôçí ôéìÞ Ýíá óå ìßá êïñõöÞ ôïõ τ̃ , äéáöïñåôéêÞ ãéá êÜèå i, åíþ ìçäåíßæïíôáé óôéò

Üëëåò äýï. Ïé óõíáñôÞóåéò ϕ̂i,

ϕ̂i(x̂) := ϕ̃i(x̃), x̂ ∈ τ̂ , i = 1, 2, 3,

Ý÷ïõí áêñéâþò áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò, áëëÜ öõóéêÜ óôï ôñßãùíï τ̂ . Ðñïöáíþò Ý÷ïõ-

ìå

(4.91) ϕ̃i(x̃) = ϕ̂i(Oι−1x̃− Oι−1b), x̃ ∈ τ̃ , i = 1, 2, 3.

Ôþñá,

(Iτ̃ ṽ)(x̃) = (Iτ̂ v̂)(x̂) =
3
∑

i=1

v̂(P̂i)ϕ̂i(x̂) =
3
∑

i=1

v̂(P̂i)ϕ̂i(Oι−1x̃− Oι−1b)

=
3
∑

i=1

ṽ(P̃i)ϕ̂i(Oι−1x̃− Oι−1b),
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âë. ôçí (4.83). Ôþñá, Ý÷ïõìå

‖ϕ̃i‖2
L2(τ̃) =

∫

τ̃

|ϕ̃i(x̃)|2 dx̃ =

∫

τ̂

|ϕ̃i(Oιx̂+ b)|2 | det Oι| dx̂

=

∫

τ̂

|ϕ̂i(x̂)|2 | det Oι| dx̂,

óõíåðþò

(4.92) ‖ϕ̃i‖L2(τ̃) = | det Oι|1/2 ‖ϕ̂i‖L2(τ̂), i = 1, 2, 3.

ÅðïìÝíùò,

(4.93) ‖ϕ̃i‖L2(τ̃) ≤
√

2 ‖ϕ̂i‖L2(τ̂), i = 1, 2, 3.

Ôþñá, x̂ = Oι−1x̃ − Oι−1b, ïðüôå, áí óõìâïëßóïõìå ìå a−1
ij ôá óôïé÷åßá ôïõ Oι−1,

x̂i = a−1
i1 (x̃1 − b1) + a−1

i2 (x̃2 − b2), i = 1, 2. Óõíåðþò,

(4.94)
∂x̂i

∂x̃j

= a−1
ij , i, j = 1, 2.

Ðáñáãùãßæïíôáò óôçí (4.91) Ý÷ïõìå åðïìÝíùò

∂ϕ̃`

∂x̃j

(x̃) =
2
∑

i=1

a−1
ij

∂ϕ̂`

∂x̂i

,

äçëáäÞ

(4.95)

(

∂ϕ̃`

∂x̃1
(x̃)

∂ϕ̃`

∂x̃2
(x̃)

)

= (Oι−1)T

(

∂ϕ̂`

∂x̂1
(x̂)

∂ϕ̂`

∂x̂2
(x̂)

)

, ` = 1, 2, 3.

Ôþñá

(Oι−1)T =
1

det Oι

(

a22 −a21

−a12 a11

)

,

åðïìÝíùò, ãéá ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá |(Oι−1)T | ôïõ (Oι−1)T , Ý÷ïõìå

|(Oι−1)T | ≤ 1

| det Oι|
(

a2
11 + a2

21 + a2
12 + a2

22

)1/2
,

âë. ôçí ¶óêçóç 4.12. ËáìâÜíïíôáò åäþ õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé Oι ∈ G, óõìðåñáß-

íïõìå üôé

(4.96) |(Oι−1)T | ≤ 2

ε
.
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Ãéá ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ìßáò ðáñüìïéáò åêôßìçóçò ðáñáðÝìðïõìå óôçí ¶óêç-

óç 4.13. Áðü ôéò (4.95) êáé (4.96) ðñïêýðôåé üôé

(4.97)
(∂ϕ̃`

∂x̃1

(x̃)
)2

+
(∂ϕ̃`

∂x̃2

(x̃)
)2

≤ 4

ε2

[

(∂ϕ̂`

∂x̂1

(x̂)
)2

+
(∂ϕ̂`

∂x̂2

(x̂)
)2
]

, ` = 1, 2, 3.

Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôçí (4.93) Ý÷ïõìå ôþñá

(4.98) |ϕ̃i|H1(τ̃) ≤ 2
√

2

ε
|ϕ̂i|H1(τ̂), i = 1, 2, 3.

Áðü ôéò (4.93) êáé (4.98) óõìðåñáßíïõìå üôé

(4.99) β(τ̃) ≤ C β(τ̂)

ìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ C ãéá üëá ôá ôñßãùíá τ̃ ìå ìÝãéóôç ðëåõñÜ ßóç ìå ôç ìïíÜäá,

ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí (4.81).

ÅðïìÝíùò, ç (4.86) ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

(4.100) ‖ṽ − Iτ̃ ṽ‖H2(τ̃) ≤ C|ṽ|H2(τ̃).

Óýìöùíá ìå ôéò (4.82) êáé (4.100) Ý÷ïõìå ôþñá ãéá êÜèå ôñßãùíï τ ôïõ ôñéãùíéóìïý

Th,

‖v − Iτv‖L2(τ) = hτ‖ṽ − Iτ̃ ṽ‖L2(τ̃) ≤ Chτ |ṽ|H2(τ̃) = Ch2
τ |v|H2(τ)

êáé

|v − Iτv|H1(τ) = |ṽ − Iτ̃ ṽ|H1(τ̃) ≤ C|ṽ|H2(τ̃) = Chτ |v|H2(τ),

äçëáäÞ

(4.101) ‖v − Iτv‖L2(τ) ≤ Ch2|v|H2(τ)

êáé

(4.102) |v − Iτv|H1(τ) ≤ Ch|v|H2(τ).

¾óôåñá áðü üëç áõôÞ ôçí ðñïåñãáóßá, åýêïëá ôþñá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõ-

ìå üôé, õðü ôçí ðñïûðüèåóç (4.81), ïé ÷þñïé Sh Ý÷ïõí ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá

(4.36) ìå r = 2. Ãéá v ∈ H2(Ω), óõìâïëßæïõìå ìå Ihv ôï óôïé÷åßï ôïõ Sh ðïõ ðáñåì-

âÜëëåôáé óôç v óôïõò êüìâïõò ôïõ ôñéãùíéóìïý Th, äçëáäÞ ôçí ðáñåìâÜëëïõóá ôçò

v. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí (4.101),

‖v − Ihv‖2
L2(Ω) =

∑

τ∈Th

‖v − Ihv‖2
L2(τ) =

∑

τ∈Th

‖v − Iτv‖2
L2(τ) ≤ C2h4

∑

τ∈Th

|v|H2(τ),
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äçëáäÞ

(4.103) ‖v − Ihv‖L2(Ω) ≤ Ch2|v|H2(Ω).

Áêñéâþò áíôßóôïé÷á, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôçí (4.102), ëáìâÜíïõìå

(4.104) |v − Ihv|H1(Ω) ≤ Ch|v|H2(Ω).

ÐáñáôÞñçóç 4.5 (ÊõñôÜ åðßðåäá ÷ùñßá.) ¸óôù Ω ⊂ R2 Ýíá êõñôü ÷ùñßï ìå ïìáëü

óýíïñï ∂Ω. ÅããñÜöïõìå óôï ∂Ω Ýíá êõñôü ðïëýãùíï Ωh, ìå ìÝãéóôç ðëåõñÜ ôï

ðïëý h. Èåùñïýìå Ýíáí ôñéãùíéóìü Th ôïõ Ωh, ìå ôéò éäéüôçôåò ðïõ ðåñéãñÜøáìå

óôçí ðåñßðôùóç ðïëõãþíùí, êáé ó÷çìáôßæïõìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ÷þñïõò Sh, åðå-

êôåßíïíôáò ôá óôïé÷åßá ôïõò óôï Ω \ Ωh ùò ìçäåíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ðñïöáíþò ïé

Sh åßíáé õðü÷ùñïé ôïõ H1
0 (Ω). Ç áðüóôáóç êÜèå óçìåßïõ ôïõ ∂Ωh áðü ôï ∂Ω åßíáé

ôçò ôÜîçò ôïõ h2, óõíåðþò ôï ìÝñïò ôïõ Ω \Ωh ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ìéá ðëåõñÜ ôïõ

Ωh êáé ìÝñïò ôïõ ∂Ω åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ h3. Áöïý ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõ Ωh

åßíáé ôçò ôÜîçò h−1, óõìðåñáßíïõìå üôé ôï åìâáäüí ôïõ Ω \ Ωh åßíáé ôçò ôÜîçò h2.

Áðïäåéêíýåôáé ìåôÜ üôé ïé ÷þñïé áõôïß Ý÷ïõí ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (4.36).

ÁóêÞóåéò

4.1 ¸óôù Ω := {(x, y) ∈ R2 : −1 < x, y < 1} êáé u, v : Ω → R, u(x, y) := sgnx, v(x, y) :=

sgnx − sgn y. Áðïäåßîôå üôé ç ãåíéêåõìÝíç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò D(1,0)u äåí õðÜñ÷åé, åíþ ç

D(0,1)u õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìÜëéóôá ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç, êáé üôé ïé D(1,0)v êáé D(0,1)v äåí

õðÜñ÷ïõí, åíþ ç D(1,1)v õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìÜëéóôá ç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç.

4.2 (ÄéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ôùí ðïëõùíýìùí d ìåôáâëçôþí âáèìïý ôï ðïëý k.) Áðïäåßîôå üôé ç

äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ôùí ðïëõùíýìùí d ìåôáâëçôþí âáèìïý ôï ðïëý k (êáé, öõóéêÜ, êáé ôï

ðëÞèïò ôùí ðïëõäåéêôþí α ∈ Nd
0 ôÜîçò ôï ðïëý k) åßíáé

(d+k
k

)

.

[Õðüäåéîç: ÅðáãùãéêÜ ùò ðñïò d êáé ùò ðñïò k: Ãéá d = 1 ç ó÷Ýóç åßíáé ðñïöáíÞò. ¸óôù üôé

éó÷ýåé ãéá d− 1, ãéá üëá ôá k. Óôçí ðåñßðôùóç d ìåôáâëçôþí ôï åðáãùãéêü âÞìá k − 1 → k

åßíáé ôüôå: ÊÜèå ðïëõþíõìï d ìåôáâëçôþí âáèìïý ôï ðïëý k ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï

óôç ìïñöÞ

pk(x1, . . . , xd) = qk(x1, . . . , xd−1) + xdpk−1(x1, . . . , xd),

üðïõ ôï qk åßíáé ðïëõþíõìï d − 1 ìåôáâëçôþí âáèìïý ôï ðïëý k êáé ôï pk−1 ðïëõþíõìï

d ìåôáâëçôþí âáèìïý ôï ðïëý k − 1. ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ç
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æçôïýìåíç äéÜóôáóç åßíáé
(

d−1+k
k

)

+
(

d+k−1
k−1

)

. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ðñïöáíÞ ó÷Ýóç

(

m

n− 1

)

+

(

m

n

)

=

(

m+ 1

n

)

ãéá íá ïäçãçèåßôå óôï áðïôÝëåóìá.]

4.3 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôïí ôýðï ôïõ Green (4.16) ãéá íá áðïäåßîåôå ôïí ôýðï (4.17).

4.4 (Áñ÷Þ ôïõ Dirichlet.) Ìå ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.20), ïñßæïõìå óôïíH1
0 := H1

0 (Ω)

ôï óõíáñôçóéáêü J ùò åîÞò J(v) := 1
2(v, v)1 − (f, v). Áðïäåßîôå üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (4.21) åßíáé ôï ìüíï óôïé÷åßï ôïõ H1
0 , óôï ïðïßï ôï J ëáìâÜíåé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ

ôïõ.

4.5 (ÏìáëÝò áóèåíåßò ëýóåéò åßíáé êëáóéêÝò ëýóåéò.) ÕðïèÝôïõìå üôé f ∈ C(Ω) êáé üôé ç ëýóç u

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.21) áíÞêåé óôïí ÷þñï C2(Ω̄). Áðïäåßîôå ôüôå üôé áõôÞ ç ëýóç áðïôåëåß

êáé êëáóéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.20).

[Õðüäåéîç: Êáô’ áñ÷Üò, üóïí áöïñÜ ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç, áöïý u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C2(Ω̄), èá

Ý÷ïõìå u|∂Ω = 0 ìå ôçí êëáóéêÞ Ýííïéá. ¼óïí áöïñÜ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åöáñìüæïíôáò

ôïí ôýðï ôïõ Green, áðü ôçí (4.21) ëáìâÜíïõìå

∫

Ω
(−∆u+ u)v dx =

∫

Ω
fv dx ∀v ∈ C∞

0 (Ω).

×ñçóéìïðïéÞóôå ôþñá ôçí ðõêíüôçôá ôïõ C∞
0 (Ω) óôïí L2(Ω) ãéá íá ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝ-

ñáóìá üôé −∆u + u = f ó.ð. óôï Ω. ÔÝëïò, áöïý êáé ôá äýï ìÝëç áõôÞò ôçò éóüôçôáò åßíáé

óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, èá Ý÷ïõìå −∆u+ u = f óôï Ω. ]

4.6 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (4.25). ÕðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ç (4.24) êáé üôé ç óõíÜñôçóç a0

ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áðïäåßîôå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a åßíáé åëëåéðôéêÞ óôïí

H1
0 (Ω), äçëáäÞ áðïäåßîôå ôçí (4.32).

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs, âë. ôçí Ðñüôáóç 4.5.]

4.7 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (4.34). Ìå ôç âïÞèåéá ìéáò âÜóçò ôïõ ÷þñïõ Sr
h, ãñÜøôå áõôü ôï

ðñüâëçìá ùò Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá ìå ßäéï ðëÞèïò åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí. Áðïäåßîôå

üôé ï ðßíáêáò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò åßíáé óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

4.8 Èåùñïýìå Ýíá ôñßãùíï τ êáé óõìâïëßæïõìå ìå h ôç ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ ôïõ êáé ìå ρ ôçí

áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ. ¸óôù E ôï åìâáäüí ôïõ τ. Áðïäåßîôå üôé E ≥ ρh,

ïðüôå ìå σ := h/ρ, E ≥ h2/σ.

[Õðüäåéîç: Ôï E éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ ρ åðß ôçí çìéðåñßìåôñï ôïõ ôñéãþíïõ.]

4.9 Èåùñïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá ôñéãþíùí τ êáé óõìâïëßæïõìå ìå h ôç ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ ôïõò

êáé ìå ρ ôçí áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõò. ¸óôù E ôï åìâáäüí ôïõ τ. Áðïäåßîôå

üôé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:
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i. ÕðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ σ?, ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå ôñßãùíï ôçò ïéêïãÝíåéáò, íá

éó÷ýåé σ ≤ σ?, üðïõ σ := h/ρ.

ii. ÕðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c, ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå ôñßãùíï ôçò ïéêïãÝíåéáò, íá

éó÷ýåé E ≥ ch2.

iii. ÕðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ α, ôÝôïéá þóôå, üëåò ïé ãùíßåò ôùí ôñéãþíùí ôçò ïéêïãÝ-

íåéáò íá åßíáé ìåãáëýôåñåò ôçò α.

4.10 ¸óôù a, b, c êáé d ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. Áðïäåßîôå üôé ç ïñßæïõóá

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

Ý÷åé áðüëõôï ôéìÞ ßóç ìå ôï åìâáäüí E ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ ìå ðëåõñÝò ôá äéáíýóìáôá

(a, b) êáé (c, d).

[Õðüäåéîç. Ç ðñïâïëÞ (ã, b̃) ôïõ (c, d) óôï (a, b) åßíáé

(ã, b̃) =
1

a2 + b2
(ac+ bd) (a, b),

óõíåðþò ãéá ôï ýøïò h ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ ùò ðñïò ôç âÜóç (a, b) éó÷ýåé, óýìöùíá ìå

ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá,

h2 = c2 + d2 − (ac+ bd)2

a2 + b2
.

Ôþñá

E2 = h2(a2 + b2) = (c2 + d2)(a2 + b2) − (ac+ bd)2 = a2d2 + b2c2 − 2abcd = (ad− bc)2. ]

4.11 Èåùñïýìå Ýíá ôñßãùíï ìå êïñõöÝò (xi1, xi2), i = 1, 2, 3. Áðïäåßîôå üôé ç ïñßæïõóá

∣

∣

∣

∣

∣

x21 − x11 x22 − x12

x31 − x11 x32 − x12

∣

∣

∣

∣

∣

åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò.

[Õðüäåéîç. ÈåùñÞóôå Ýíá óýóôçìá ìå áñ÷Þ ôùí áîüíùí ôçí êïñõöÞ (x11, x12). Ôüôå, ùò ðñïò

áõôü ôï óýóôçìá, ïé Üëëåò äýï êïñõöÝò Ý÷ïõí óõíôåôáãìÝíåò (a, b) = (x21 − x11, x22 − x12)

êáé (c, d) = (x31 − x11, x32 − x12), áíôßóôïé÷á. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ¶óêçóç 4.10.]

4.12 ¸óôù A ∈ Rd,d, A = (aij)i,j=1,...,d. Èåùñïýìå óôïí Rd ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá | · | êáé

óõìâïëßæïõìå ìå | · | êáé ôçí åðáãüìåíç íüñìá óôïí Rd,d. Áðïäåßîôå üôé

|A| ≤
(

d
∑

i,j=1

a2
ij

)1/2
.
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[Õðüäåéîç. Ãéá x ∈ Rd Ý÷ïõìå

(Ax)i =
d
∑

j=1

aijxj,

óõíåðþò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz,

|Ax|2 =

d
∑

i=1

(

d
∑

j=1

aijxj

)2
≤

d
∑

i=1

d
∑

j=1

a2
ij

d
∑

j=1

x2
j =

d
∑

i,j=1

a2
ij |x|2. ]

4.13 ¸óôù Ω̂ êáé Ω̃ äýï ïìïðáñáëëçëéêÜ éóïäýíáìá ÷ùñßá óôïí Rd, äçëáäÞ ôÝôïéá þóôå íá

õðÜñ÷åé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç ïìïðáñáëëçëéêÞ áðåéêüíéóç A : Ω̂ → Ω̃, A(x̂) = Oιx̂ + b.

ÕðïèÝôïõìå üôé óôï Ω ðåñéÝ÷åôáé ìéá óöáßñá áêôßíáò ρ̂ êáé óõìâïëßæïõìå ìå h̃ ôç äéÜìåôñï

ôïõ Ω̃. Áðïäåßîôå ôçí åêôßìçóç

|Oι| ≤ h̃

ρ̂

ãéá ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá ôïõ ðßíáêá Oι. Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç åêôßìçóç ãéá ôçí |Oι−1|;
[Õðüäåéîç. Ðñïöáíþò

|Oι| =
1

ρ̂
sup
ξ∈Rd

|ξ|=ρ̂

|Oιξ|.

Ôþñá, êÜèå ξ ∈ Rd ôÝôïéï þóôå |ξ| = ρ̂, ìðïñåß íá ãñáöåß ùò äéáöïñÜ óôïé÷åßùí ôïõ Ω̂, ξ =

x̂− ŷ. ÅðïìÝíùò Oιξ = A(x̂) − A(ŷ), ïðüôå |Oιξ| = |A(x̂) −A(ŷ)| ≤ h̃, áöïýA(x̂), A(ŷ) ∈ Ω̃. ]

4.14 Âåëôéþóôå ôçí åêôßìçóç (4.96), áðïäåéêíýïíôáò üôé

|(Oι−1)T | ≤
√

2

ε
.
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ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò

ÌÝ÷ñé ôþñá ãíùñßóáìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá óôáôéêÝò åîéóþóåéò,

äçëáäÞ åîéóþóåéò áíåîÜñôçôåò ôïõ ÷ñüíïõ· óõãêåêñéìÝíá, áó÷ïëçèÞêáìå ìå ìåèü-

äïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá åëëåéðôéêÝò åîéóþóåéò óå ìßá äéÜóôáóç, äçëáäÞ

ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí, êáé óå äýï äéáóôÜóåéò. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëå-

ôÞóïõìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ìéá äõíáìéêÞ åîßóùóç, ôçí åîßóùóç

ôçò èåñìüôçôáò óå ìßá äéÜóôáóç. Ðñþôá èá áíáöÝñïõìå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò éäéü-

ôçôåò ôçò ëýóçò ôïõ óõíå÷ïýò ðñïâëÞìáôïò. Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå êáô’

áñ÷Üò ìå ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá, ôï ïðïßï åßíáé äéáêñéôü ùò ðñïò ôïí ÷þñï êáé

óõíå÷Ýò ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï. Ãéá íá ïäçãçèïýìå óå ìåèüäïõò ïé ïðïßåò äßíïõí ðñï-

óåããßóåéò ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí, ðñÝðåé íá äéáêñéôïðïéÞóïõìå êáé ùò ðñïò

ôïí ÷ñüíï, ðáßñíïíôáò Ýôóé ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá. Ç äéáêñéôïðïßçóç óôïí ÷ñü-

íï èá ãßíåé ìå ôñåéò ìåèüäïõò, ôéò ìåèüäïõò ôïõ Euler, Üìåóç êáé ðåðëåãìÝíç, êáé

ìå ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson. Ç Üìåóç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé åõóôáèÞò õðü

óõíèÞêåò, åíþ ïé Üëëåò äýï ìÝèïäïé åßíáé áðåñéüñéóôá åõóôáèåßò. Ïé ìÝèïäïé ôïõ

Euler åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò ôï ÷ñïíéêü âÞìá, ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson

åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò.

5.1 Ìéá ðáñáâïëéêÞ åîßóùóç

¸óôù T > 0. Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá

ìéá ðáñáâïëéêÞ åîßóùóç: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u : [0, 1] × [0, T ] → R, äýï öïñÝò

165
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óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò x êáé ìßá öïñÜ ùò ðñïò t, ôÝôïéá þóôå

(5.1)















ut = (aux)x − cu+ f óôï [0, 1] × [0, T ],

u(0, ·) = u(1, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1],

üðïõ c, f ∈ C([0, 1] × [0, T ]) êáé a ∈ C1([0, 1] × [0, T ]), a(x, t) > 0, ãéá x ∈ [0, 1] êáé

t ∈ [0, T ]. Óôç óõíÝ÷åéá èá õðïèÝôïõìå åðß ðëÝïí óõ÷íÜ üôé

(5.2) c(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ].

Óå áíôßèåóç ìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí, óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ç óõíèÞêç

(5.2) äåí åßíáé ïõóéáóôéêÞ, ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí åðçñåÜæåé ôçí ýðáñîç êáé ôç ìï-

íáäéêüôçôá ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÐñáãìáôéêÜ èÝôïíôáò ũ(x, t) := u(x, t)e−λt,

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ λ, ôï ðñüâëçìá (5.1) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(5.3)















ũt = (aũx)x − (λ+ c)ũ+ e−λtf óôï [0, 1] × [0, T ],

ũ(0, ·) = ũ(1, ·) = 0 óôï [0, T ],

ũ(·, 0) = u0 óôï [0, 1].

Áí ôï λ åðéëåãåß áñêåôÜ ìåãÜëï, ôüôå ç áíôßóôïé÷ç ôçò óõíèÞêçò (5.2) ãéá ôï ðñü-

âëçìá (5.3) ðñïöáíþò éêáíïðïéåßôáé. Óôï åîÞò èá õðïèÝôïõìå óõ÷íÜ üôé Ý÷åé Þäç

ãßíåé Ýíáò ôÝôïéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò, èá èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá óôç ìïñöÞ (5.1),

êáé èá õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ç (5.2).

Åßíáé ãíùóôü üôé áí ôá äåäïìÝíá åßíáé áñêåôÜ ïìáëÜ êáé óõìâáôÜ, ôüôå ôï ðñü-

âëçìá (5.1) Ý÷åé áêñéâþò ìéá ëýóç. Áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò u åßíáé

ç u0(0) = u0(1) = 0, åíþ ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò ut áðáéôåßôáé ç ðáñÜóôáóç

(au′
0)x − cu0 + f

íá ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá (0, 0) êáé (1, 0).

Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóçò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá. ¸óôù u1 ìéá ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (5.1), êáé u2 ìéá ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôçí ßäéá Ä.Å. êáé ôéò

ßäéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áëëÜ ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ũ0 áíôß ãéá u0. Ôüôå ãéá ôç

u := u1 − u2 Ý÷ïõìå

(5.4)















ut = (aux)x − cu óôï [0, 1] × [0, T ],

u(0, ·) = u(1, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 − ũ0 óôï [0, 1].
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ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç Ä.Å. óôï (5.4) åðß u, ïëïêëçñþíïíôáò óôï [0, 1], ïëïêëçñþ-

íïíôáò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáßñíïõìå, ëáì-

âÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôçí (5.2),

∫ 1

0

ut(x, t)u(x, t)dx ≤ −
∫ 1

0

a(x, t)[ux(x, t)]
2dx.

Ôþñá
∫ 1

0

ut(x, t)u(x, t)dx =
1

2

d

dt

∫ 1

0

[u(x, t)]2dx =
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2,

ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(5.5)
d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −2

∫ 1

0

a(x, t)[ux(x, t)]
2dx.

Áðü åäþ óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ç ‖u(·, t)‖ åßíáé öèßíïõóá óõíÜñôçóç ôïõ t,

éäéáßôåñá ëïéðüí

(5.6) ‖u(·, t)‖ ≤ ‖u(·, 0)‖ ∀t ∈ [0, T ]

Þ

(5.7) max
0≤t≤T

‖u1(·, t) − u2(·, t)‖ ≤ ‖u0 − ũ0‖,

ìéêñÞ äçëáäÞ ìåôáâïëÞ ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò óõíåðÜãåôáé ìéêñÞ ìåôáâïëÞ ôçò

ëýóçò Þ, üðùò óõíçèßæåôáé íá ëÝãåôáé, ç ëýóç åîáñôÜôáé óõíå÷þò áðü ôá áñ÷éêÜ

äåäïìÝíá.

Ìðïñïýìå åýêïëá íá âåëôéþóïõìå ôçí åêôßìçóç (5.6), áí åêìåôáëëåõèïýìå êá-

ëýôåñá ôï äåîéü ìÝëïò ôçò (5.5). Óýìöùíá ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs,

áðü ôçí (5.5) ëáìâÜíïõìå

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −2 min

x,t
a(x, t) ‖ux(·, t)‖2 ≤ −2µ ‖u(·, t)‖2,

üðïõ µ := minx,t a(x, t). Óõíåðþò

d

dt
[e2µt‖u(·, t)‖2] ≤ 0,

ïðüôå

(5.8) ‖u(·, t)‖ ≤ e−µt‖u(·, 0)‖ ∀t ∈ [0, T ].
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Óõíå÷Þò åîÜñôçóç áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç Ä.Å. óôï (5.1) åðß

u, ïëïêëçñþíïíôáò óôï [0, 1], ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ôçí (5.2) ëáìâÜíïõìå

(5.9)
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −min

x,t
a(x, t)‖ux(·, t)‖2 + (f(·, t), u(·, t)).

Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs,

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −2µ‖u(·, t)‖2 + 2‖f(·, t)‖ ‖u(·, t)‖

Þ
d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ 1

2µ
‖f(·, t)‖2

ïðüôå

(5.10) ‖u(·, t)‖2 ≤ ‖u(·, 0)‖2 +
1

2µ

∫ t

0

‖f(·, s)‖2ds ∀t ∈ [0, T ],

üðïõ µ = minx,t a(x, t). Áí u1 êáé u2 åßíáé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí ôçò ìïñöÞò (5.1)

ìå ôéò ßäéåò áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áëëÜ ìå Ä.Å. ìå ìç ïìïãåíåßò üñïõò

f1 êáé f2, áíôßóôïé÷á, ôüôå åýêïëá óõìðåñáßíïõìå áðü ôçí (5.10) üôé

(5.11) ‖u1(·, t) − u2(·, t)‖2 ≤ 1

2µ

∫ t

0

‖f1(·, s) − f2(·, s)‖2ds ∀t ∈ [0, T ].

ÐáñáôÞñçóç 5.1 (i). Ôüóï áðü ôçí (5.7) üóï êáé áðü ôçí (5.11) Ýðåôáé üôé ôï ðñü-

âëçìá (5.1) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

(ii). ÌåëåôÞóáìå îå÷ùñéóôÜ ôç óõíå÷Þ åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäï-

ìÝíá êáé áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï ãéá êáèáñÜ ðáéäáãùãéêïýò ëüãïõò. Áðü ôçí (5.10)

óõìðåñáßíïõìå üôé ç ëýóç åîáñôÜôáé óõíå÷þò ôüóï áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá üóï

êáé áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.

(iii). Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôï ðñüâëçìá (5.1) ìðïñïýí íá áíôéêáôá-

óôáèïýí ìå Üëëåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, üðùò áêñéâþò êáé óôï ðñüâëçìá äýï óç-

ìåßùí, öåñ’ åéðåßí ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann, ìå ìåéêôÝò óõíïñéáêÝò óõí-

èÞêåò Þ ìå ðåñéïäéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Èá áó÷ïëçèïýìå åí óõíôïìßá ìå ôçí

ðåñßðôùóç óõíïñéáêþí óõíèçêþí Neumann. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá áñ÷é-

êþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

(5.12)















ut = (aux)x − cu+ f óôï [0, 1] × [0, T ],

ux(0, ·) = ux(1, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1].
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Ïé óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ôùí a, c êáé f êáèþò êáé ôïõ ðñïóÞìïõ ôçò a åßíáé ïé ßäéåò

ìå åêåßíåò ãéá ôï ðñüâëçìá (5.1), ãéá ôç c üìùò, ðÝñáí ôçò (5.2), õðïèÝôïõìå ôþñá

üôé

(5.13) c? := min
0≤t≤T

∫ 1

0

c(x, t)dx > 0.

¼ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1), Ýôóé êáé ôþñá ï ðåñéïñéóìüò áõôüò

óôç c äåí åßíáé ïõóéáóôéêüò, âë. ôçí (5.3). ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç Ä.Å. óôï (5.12)

åðß u, ïëïêëçñþíïíôáò óôï [0, 1] êáé ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç ëáìâÜíïõìå

1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ − min

x,t
a(x, t)‖ux(·, t)‖2 − c? min

x
|u(x, t)|2

+ (f(·, t), u(·, t)).

Óýìöùíá ìå ôéò õðïäåßîåéò óôéò ÁóêÞóåéò 3.9 êáé 3.10, Ý÷ïõìå ëïéðüí

1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −C‖u(·, t)‖2 + ‖f(·, t)‖ ‖u(·, t)‖

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ C, êáé óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(5.14) ‖u(·, t)‖2 ≤ ‖u(·, 0)‖2 + C1

∫ t

0

‖f(·, s)‖2ds ∀t ∈ [0, T ].

Áðü ôçí (5.14) Ýðåôáé ç óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.12), ôüóï

áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá üóï êáé áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.

(iv). Èåùñïýìå ôþñá ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) ãéá ìéá ðéï ãåíéêÞ Ä.Å.

(5.15)















ut = (aux)x − bux − cu+ f óôï [0, 1] × [0, T ],

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1],

ìå ôéò ßäéåò óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ãéá ôéò a, c, f êáé a(x, t) > 0 êáé õðïèÝôïõìå ôþñá

üôé ç b åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ êáé

(5.16) c(x, t) − 1

2
bx(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ],

âë. ôçí (3.2). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé
∫ 1

0

b(x, t)ux(x, t)u(x, t)dx =
1

2

∫ 1

0

b(x, t){[u(x, t)]2}xdx

= −1

2

∫ 1

0

bx(x, t)[u(x, t)]
2dx

ìðïñïýìå åýêïëá íá áðïäåßîïõìå êáé ãé’ áõôü ôï ðñüâëçìá åêôéìÞóåéò ôçò ìïñöÞò

(5.7), (5.8) êáé (5.11).
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5.2 Çìéäéáêñéôïðïßçóç

¸óôù T > 0. Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå êÜðùò ôïí óõìâïëéóìü, èåùñïýìå ôï åîÞò ðñü-

âëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

(5.17)















ut = uxx + f óôï [0, 1] × [0, T ],

u(0, ·) = u(1, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1].

Óôç äéáêñéôïðïßçóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé-

÷åßùí åìöáíßæïíôáé üëá ôá ïõóéáóôéêÜ óçìåßá ôçò áíÜëõóçò· ç ãåíßêåõóç ãéá ôï

ðñüâëçìá (5.15), öåñ’ åéðåßí, äåí ðáñïõóéÜæåé åðéðñüóèåôåò äõóêïëßåò.

Åäþ f : [0, 1] × [0, T ] → R åßíáé ìéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç êáé u0 : [0, 1] → R åßíáé

ìéá äåäïìÝíç áñ÷éêÞ ôéìÞ. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá äåäïìÝíá åßíáé ïìáëÜ êáé óõìâáôÜ,

þóôå ôï ðñüâëçìá (5.17) íá Ý÷åé ìéá ëýóç, ç ïðïßá ìÜëéóôá åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ

þóôå íá Ý÷ïõí Ýííïéá ïé íüñìåò ôçò u ïé ïðïßåò èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôç óõíÝ÷åéá.

¸óôù v ∈ H1
0 (0, 1). Ðáßñíïíôáò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (5.17) ôï L2 åóù-

ôåñéêü ãéíüìåíï êáé ôùí äýï ìåëþí ìå ôç v, ïëïêëçñþíïíôáò óôïí ðñþôï üñï óôï

äåîéü ìÝëïò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ãñÜöïõìå ôï

ðñüâëçìá (5.17) óå ìåôáâïëéêÞ ìïñöÞ ùò åîÞò: Æçôåßôáé u(·, t) ∈ H1
0 (0, 1), t ∈ [0, T ],

ôÝôïéá þóôå

(5.18)

{
(

ut(·, t), v
)

+
(

ux(·, t), v′
)

=
(

f(·, t), v
)

∀v ∈ H1
0 ∀t ∈ [0, T ],

u(·, 0) = u0.

Ç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17) ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé-

÷åßùí âáóßæåôáé óôç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç (5.18).

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôç äéáêñéôïðïßçóç óôïí ÷þñï ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò (5.17) ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, ôç ëåãüìåíç çìéäéáêñé-

ôïðïßçóç. Ç çìéäéáêñéôïðïßçóç Ý÷åé ìüíï èåùñçôéêÞ óçìáóßá, áðïôåëåß Ýíá âÞìá

ãéá ôïí õðïëïãéóìü ðñïóåããßóåùí ôçò ëýóçò ôïõ (5.17). Ç çìéäéáêñéôÞ ëýóç åß-

íáé ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá Ýíá óýóôçìá óõíÞèùí äéáöïñéêþí

åîéóþóåùí. Èá ìåëåôÞóïõìå ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò ôçò çìéäéáêñéôÞò ëýóçò.

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá õðïëïãßóïõìå ðñïóåããßóåéò ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(5.17), ðñÝðåé íá äéáêñéôïðïéÞóïõìå ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá.

Áõôü ãßíåôáé ìå ôá ëåãüìåíá ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá. Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá
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ìåëåôÞóïõìå ôñßá ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá ãéá ôï ðñüâëçìá (5.17): ôçí ðåðëåãìÝ-

íç ìÝèïäï ôïõ Euler, ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson, êáé ôç ìÝèïäï ôïõ Euler. Èá

äïýìå ðëåïíåêôÞìáôá êáé ìåéïíåêôÞìáôá áõôþí ôùí ìåèüäùí êáé èá ìåëåôÞóïõìå

ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò ðëÞñùò äéáêñéôþí ðñïóåããßóåùí.

¸óôù Sr
h ìéá ïéêïãÝíåéá õðï÷þñùí ôïõ H1

0 , Nh := dimSr
h < ∞, ìå ôçí ðñïóåããé-

óôéêÞ éäéüôçôá (3.21). Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôï ðñüâëçìá (5.18) ïñßæïõìå ôçí çìéäéá-

êñéôÞ ëýóç uh, uh(·, t) ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ], ùò

(5.19)

{
(

uht(·, t), χ
)

+
(

uhx(·, t), χ′
)

=
(

f(·, t), χ
)

∀χ ∈ Sr
h ∀t ∈ [0, T ],

uh(·, 0) = u0
h,

üðïõ u0
h ∈ Sr

h ìéá ðñïóÝããéóç ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò u0.

Èá áðïäåßîïõìå êáô’ áñ÷Üò ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò çìéäéáêñéôÞò ëýóçò

uh. ¸óôù ëïéðüí {ϕ1, . . . , ϕNh
} ìéá âÜóç ôïõ Sr

h. Áöïý uh(·, t) ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ], ç uh

ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

uh(x, t) =

Nh
∑

j=1

αj(t)ϕj(x)

êáé ôï ðñüâëçìá (5.19) ãñÜöåôáé ùò

(5.20)















Nh
∑

j=1

(ϕj, ϕi)α
′
j(t) +

Nh
∑

j=1

(ϕ′
j, ϕ

′
i)αj(t) = (f(·, t), ϕi), i = 1, . . . , Nh,

αj(0) = γj, j = 1, . . . , Nh,

üðïõ ôá γj åßíáé ôÝôïéá þóôå u0
h =

∑Nh

j=1 γjϕj.

Ôï (5.20) åßíáé Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá Ýíá óýóôçìá óõíÞèùí äéáöïñé-

êþí åîéóþóåùí. Ï ðßíáêáò ìÜæáò (ϕj, ϕi)j,i=1,...,Nh
åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ùò ðßíáêáò

ôïõ Gram, óõíåðþò ôï (5.20) ëýíåôáé ìïíïóÞìáíôá.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ìåëÝôç ðñïóåããéóôéêþí éäéïôÞôùí ôçò çìéäéáêñéôÞò

ëýóçò, äßíïõìå Ýíá âïçèçôéêü áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï èá ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôç

óõíÝ÷åéá. Ôï áðïôÝëåóìá áíáöÝñåôáé óôç ëåãüìåíç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ. Ï ëüãïò

ãéá ôïí ïðïßïí åéóÜãïõìå ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ èá êáôáóôåß óáöÞò óôç óõíÝ-

÷åéá. Ðñïò ôï ðáñüí áíáöÝñïõìå áðëþò ôï êßíçôñï. Áí áöáéñÝóïõìå êáôÜ ìÝëç ôéò

äýï ðñþôåò ó÷Ýóåéò ôùí (5.18) êáé (5.19) êáôáëÞãïõìå óôçí

(

(u− uh)t(·, t), χ
)

+
(

(u− uh)x(·, t), χ′
)

= 0 ∀χ ∈ Sr
h ∀t ∈ [0, T ].
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Ôïíßæïõìå üôé áõôÞ ç ó÷Ýóç éó÷ýåé ãéá χ ∈ Sr
h, áöïý ï Sr

h åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ H1
0 .

Ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôï óöÜëìá u−uh, èá èÝëáìå íá åðéëÝîïõìå χ = u(·, t)−uh(·, t),
äõóôõ÷þò üìùò áõôü äåí åðéôñÝðåôáé, áöïý ç u(·, t) äåí åßíáé ãåíéêÜ óôïé÷åßï ôïõ

Sr
h. Áíôß ëïéðüí íá óõãêñßíïõìå ôç uh áð’ åõèåßáò ìå ôç u, èá ôç óõãêñßíïõìå ìå

ìéá “êáôÜëëçëç” ðñïâïëÞ ôçò u óôïí Sr
h. Ôï êáôÜëëçëç åäþ áíáöÝñåôáé óå äýï

ðñÜãìáôá: Áö’ åíüò ç áðüóôáóç ôçò ðñïâïëÞò áðü ôç u ðñÝðåé íá åßíáé ôçò ôÜîçò

O(hr) óôç íüñìá L2, áö’ åôÝñïõ äå ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ìéá ó÷Ýóç áíôßóôïé÷ç ôçò

(5.19) ìå Ýíá óöÜëìá óõíÝðåéáò ôçò ôÜîåùò O(hr). Ãéá íá åðéôåõ÷èåß ï ôåëåõôáßïò

óôü÷ïò ðñÝðåé íá áíáéñåèïýí êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ïé üñïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ÷ùñéêÝò

ðáñáãþãïõò, áöïý ãéá êÜèå ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï ç ôÜîç ðñïóÝããéóçò ìåéþíåôáé êá-

ôÜ Ýíá. Êáé ïé äýï óôü÷ïé åðéôõã÷Üíïíôáé ìå ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ, ôçí ïðïßá

åéóÜãïõìå óôç óõíÝ÷åéá. Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé ç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ åîõðçñå-

ôåß êáèáñÜ ëüãïõò èåùñçôéêÞò ìåëÝôçò, ï õðïëïãéóìüò ôçò ïýôå åöéêôüò åßíáé ïýôå

áíáãêáßïò. Áò óçìåéùèåß áêüìá üôé ï óõãêåêñéìÝíïò ïñéóìüò ôçò åëëåéðôéêÞò ðñï-

âïëÞò õðáãïñåýåôáé áðü ôç ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò óôï ðñüâëçìá (5.17) êáé ðñÝðåé íá

ôñïðïðïéåßôáé êáôÜëëçëá ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç êÜèå öïñÜ åîßóùóç.

ËÞììá 5.1 (Åêôßìçóç ãéá ôï óöÜëìá ôçò åëëåéðôéêÞò ðñïâïëÞò.) ¸óôù w ∈ Hr ∩H1
0 êáé

Rhw ç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ ôïõ w óôïí Sr
h, ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò

(5.21)
(

(Rhw)′, χ′
)

= (w′, χ′) ∀χ ∈ Sr
h.

Ç Rhw ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá êáé éó÷ýåé

(5.22) ‖w − Rhw‖ + h‖w′ − (Rhw)′‖ ≤ Chr‖w‖r.

Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå ϕ := −w′′, ïðüôå ç w åßíáé ëýóç ôïõ åëëåéðôéêïý ðñïâëÞìáôïò
{

− w′′ = ϕ óôï [0, 1],

w(0) = w(1) = 0.

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç Rhw ∈ Sr
h åßíáé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôçò w, üðùò

áõôÞ ïñßóôçêå óôç ìåëÝôç ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñü-

âëçìá äýï óçìåßùí, äçëáäÞ ãéá Ýíá åëëåéðôéêü ðñüâëçìá, óôï ÊåöÜëáéï 3. Áðü

áõôÞ ôç ìåëÝôç ãíùñßæïõìå üôé ç Rhw åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé üôé éó÷ýåé ç (5.22).

ÅõóôÜèåéá ôïõ çìéäéáêñéôïý ðñïâëÞìáôïò. ¸óôù uh ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.19) êáé

ũh áíôß ôçò uh ç áíôßóôïé÷ç ëýóç ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ ũ0
h áíôß ôçò u0

h. Ôüôå ãéá ôç äéáöïñÜ



5.2. Çìéäéáêñéôïðïßçóç 173

vh := uh − ũh Ý÷ïõìå

(5.23)
(

vht(·, t), χ
)

+
(

vhx(·, t), χ′
)

= 0.

ÅõóôÜèåéá óôçí L2−íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := vh óôçí (5.23) ëáìâÜíïõìå

1

2

d

dt
‖vh(·, t)‖2 + ‖vhx(·, t)‖2 = 0, t ∈ [0, T ],

Þ
d

dt
‖vh(·, t)‖2 ≤ 0

Þ

‖vh(·, t)‖ ≤ ‖vh(·, s)‖, 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(5.24) ‖vh(·, t)‖ ≤ ‖vh(·, 0)‖, t ∈ [0, T ].

ÅõóôÜèåéá óôçí H1−íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := vht óôçí (5.23) ëáìâÜíïõìå

‖vht(·, t)‖2 +
1

2

d

dt
‖vhx(·, t)‖2 = 0, t ∈ [0, T ],

Þ
d

dt
‖vhx(·, t)‖2 ≤ 0

Þ

‖vhx(·, t)‖ ≤ ‖vhx(·, s)‖, 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(5.25) ‖vhx(·, t)‖ ≤ ‖vhx(·, 0)‖, t ∈ [0, T ].

ÓõíÝðåéá. ¸óôù W (·, t) := Rhu(·, t) ç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (5.17). Èá áðïäåßîïõìå óõíÝðåéá ôïõ çìéäéáêñéôïý ó÷Þìáôïò (5.18) ãéá ôç W.

¸÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h,

(

Wt(·, t), χ
)

+
(

Wx(·, t), χ′
)

−
(

f(·, t), χ
)

=

=
(

Wt(·, t), χ
)

+
(

ux(·, t), χ′
)

−
(

f(·, t), χ
)

=

=
(

Wt(·, t), χ
)

−
(

ut(·, t), χ
)

,
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äçëáäÞ

(5.26)
(

Wt(·, t), χ
)

+
(

Wx(·, t), χ′
)

=
(

f(·, t), χ
)

−
(

ut(·, t) −Wt(·, t), χ
)

∀χ ∈ Sr
h.

Ç ðïóüôçôá −(ut(·, t) −Wt(·, t) åßíáé ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò ôçò W ãéá ôï çìéäéáêñéôü

ðñüâëçìá (5.19): Ýíá ìÝãåèïò ôçò áðïôõ÷ßáò ôçò W íá éêáíïðïéåß ôçí ðñþôç ó÷Ýóç

óôçí (5.19).

Ôþñá ï ôåëåóôÞò ôçò åëëåéðôéêÞò ðñïâïëÞò êáé ç ðáñáãþãéóç ùò ðñïò t áíôéìå-

ôáôßèåíôáé. ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h,

(

(Rhut)x, χ
′
)

=
(

(ut)x, χ
′
)

=
( ∂

∂t
ux, χ

′
)

=

=
d

dt
(ux, χ

′) =
d

dt

(

(Rhu)x, χ
′
)

=
( ∂

∂t
((Rhu)x), χ

′
)

=

=
(

((Rhu)t)x, χ
′
)

,

äçëáäÞ Rhut = (Rhu)t Þ Rh
∂
∂t
u = ∂

∂t
Rhu. Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí (5.22), Ý÷ïõìå

(5.27) ‖ut(·, t) −Wt(·, t)‖ ≤ Chr, t ∈ [0, T ].

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç ôçò

çìéäéáêñéôÞò ëýóçò ðñïò ôçí áêñéâÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17).

Óýãêëéóç óôçí L2−íüñìá.

Èåþñçìá 5.1 (Åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò óôçí L2−íüñìá.) ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò (5.17) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå éó÷ýåé

(5.28) max
0≤t≤T

‖u(·, t) − uh(·, t)‖ ≤ C
[

‖u0 − u0
h‖ + hr

]

.

Áðüäåéîç. Ìå ρ(·, t) = u(·, t) −W (·, t) êáé ϑ(·, t) := W (·, t) − uh(·, t) Ý÷ïõìå u− uh =

ρ+ ϑ. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (5.22),

(5.29) max
0≤t≤T

‖ρ(·, t)‖ ≤ Chr.

ÁðïìÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôçí ‖ϑ(·, t)‖. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò

(5.19) áðü ôçí (5.26) Ý÷ïõìå

(5.30)
(

ϑt(·, t), χ
)

+
(

ϑx(·, t), χ′
)

= −
(

ρt(·, t), χ
)

∀χ ∈ Sr
h ∀t ∈ [0, T ].
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ÈÝôïíôáò χ := ϑ(·, t) óôçí (5.30) ëáìâÜíïõìå

1

2

d

dt
‖ϑ(·, t)‖2 + ‖ϑx(·, t)‖2 = −

(

ρt(·, t), ϑ(·, t)
)

Þ
d

dt
‖ϑ(·, t)‖2 ≤ ‖ρt(·, t)‖2 + ‖ϑ(·, t)‖2

Þ
d

dt
{e−t‖ϑ(·, t)‖2} ≤ e−t‖ρt(·, t)‖2

Þ

e−t‖ϑ(·, t)‖2 ≤ ‖ϑ(·, 0)‖2 +

∫ t

0

e−s‖ρt(·, s)‖2ds

Þ, óýìöùíá ìå ôçí (5.27),

‖ϑ(·, t)‖2 ≤ C
[

‖ϑ(·, 0)‖2 + h2r
]

.

ÅðïìÝíùò

(5.31) ‖ϑ(·, t)‖ ≤ C
[

‖ϑ(·, 0)‖ + hr
]

.

Ôþñá ϑ(·, 0) = W (·, 0)−u0
h = (u0 −u0

h)−
(

u0 −W (·, 0)
)

, ïðüôå óýìöùíá ìå ôçí (5.22),

(5.32) ‖ϑ(·, 0)‖ ≤ C‖u0 − u0
h‖ + Chr.

Áðü ôéò (5.31) êáé (5.32) Ýðåôáé üôé

(5.33) max
0≤t≤T

‖ϑ(·, t)‖ ≤ C
[

‖u0 − u0
h‖ + Chr

]

.

Ïé (5.29) êáé (5.33) äßíïõí áìÝóùò ôçí (5.28).

Óýãêëéóç óôçí H1−íüñìá.

Èåþñçìá 5.2 (Åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò óôçí H1−íüñìá.) ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò (5.17) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå éó÷ýåé

(5.34) max
0≤t≤T

‖ux(·, t) − uhx(·, t)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + Chr−1.
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Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áðüäåé-

îç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.1. Óýìöùíá ìå ôçí (5.22) Ý÷ïõìå êáô’ áñ÷Üò

(5.35) max
0≤t≤T

‖ρx(·, t)‖ ≤ Chr−1.

ÈÝôïíôáò ôþñá χ := ϑt(·, t) óôçí (5.30) ëáìâÜíïõìå

‖ϑt(·, t)‖2 +
1

2

d

dt
‖ϑx(·, t)‖2 = −

(

ρt(·, t), ϑt(·, t)
)

Þ

‖ϑt(·, t)‖2 +
1

2

d

dt
‖ϑx(·, t)‖2 ≤ 1

2
‖ρt(·, t)‖2 +

1

2
‖ϑt(·, t)‖2,

ïðüôå
d

dt
‖ϑx(·, t)‖2 ≤ ‖ρt(·, t)‖2,

óõíåðþò

‖ϑx(·, t)‖2 ≤ ‖ϑx(·, 0)‖2 +

∫ t

0

‖ρt(·, s)‖2ds.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí (5.27) Ý÷ïõìå

‖ϑx(·, t)‖2 ≤ ‖ϑx(·, 0)‖2 + C2h2r

Þ

(5.36) ‖ϑx(·, t)‖ ≤ ‖ϑx(·, 0)‖ + Chr.

Ôþñá,

‖ϑx(·, 0)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + ‖u0
x −Wx(·, 0)‖,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (5.22),

(5.37) ‖ϑx(·, 0)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + Chr−1.

Áðü ôéò (5.36) êáé (5.37) Ýðåôáé üôé

(5.38) max
0≤t≤T

‖ϑx(·, t)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + Chr−1.

Ïé (5.35) êáé (5.38) äßíïõí áìÝóùò ôçí (5.34).
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ÐáñáôÞñçóç 5.2 (Õðåñóýãêëéóç.) Ãéá u0
h := W (·, 0) Ý÷ïõìå ϑ(·, 0) = 0, êáé ç (5.36)

äßíåé ôï åîÞò áðïôÝëåóìá “õðåñóýãêëéóçò”

(5.39) max
0≤t≤T

‖ϑx(·, t)‖ ≤ Chr.

ÐáñáôÞñçóç 5.3 (Ìåôáâëçôïß óõíôåëåóôÝò.) Áò õðïèÝóïõìå üôé èÝëïõìå íá ìåëåôÞ-

óïõìå ôç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(5.40)















ut = (aux)x + f óôï [0, 1] × [0, T ],

u(·, 0) = u(·, 1) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1],

ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. Ç óõíÜñôçóç a : [0, 1]×[0, T ] õðïôßèåôáé

ïìáëÞ êáé èåôéêÞ, a(x, t) ≥ α > 0. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç a åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ

t, ôá ìÝ÷ñé ôþñá áðïôåëÝóìáôá ãåíéêåýïíôáé áðñüóêïðôá. Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç

áðáéôïýíôáé êÜðïéåò ôñïðïðïéÞóåéò óå üóá áíáöÝñïíôáé óôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ.

Ïñßæïõìå ôþñá ôïí ôåëåóôÞ åëëåéðôéêÞò ðñïâïëÞò Rh(t) : H1
0 (0, 1) → Sr

h, t ∈
[0, T ], ùò åîÞò

(5.41)
(

a(·, t)(Rh(t)v)x, χ
′
)

=
(

a(·, t)vx, χ
′
)

∀χ ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ].

Ôüôå, ðñïöáíþò,

(5.42) ‖v −Rh(t)v‖ + h‖v′ − (Rh(t)v)x‖ ≤ chr.

Ðáñáãùãßæïíôáò óôçí (5.41) ùò ðñïò t ðáßñíïõìå, ãéá t ∈ [0, T ],

(5.43)
(

a(·, t)(R′
h(t)v)x, χ

′
)

+
(

at(·, t)(Rh(t)v)x, χ
′
)

=
(

at(·, t)vx, χ
′
)

∀χ ∈ Sr
h,

äçëáäÞ

(5.44)
(

a(·, t)(R′
h(t)v)x, χ

′
)

=
(

at(·, t)(v −Rh(t)v)x, χ
′
)

∀χ ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ].

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç ìå ôçí (5.42) ëáìâÜíïõìå áìÝóùò

(5.45) ‖(R′
h(t)v)x‖ ≤ chr−1.

ÐñïêåéìÝíïõ íá ïäçãçèïýìå óôçí áíôßóôïé÷ç åêôßìçóç âÝëôéóôçò ôÜîçò óôçíL2−íüñìá,

èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(5.46)

{

−
(

a(·, t)ϕx

)

x
= R′

h(t)v óôï [0, 1],

ϕ(0) = ϕ(1) = 0.
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Ôüôå

(5.47)
(

a(·, t)ϕx, z
′
)

=
(

R′
h(t)v, z

)

∀z ∈ H1
0 (0, 1).

Ìå z := R′
h(t)v Ý÷ïõìå óõíåðþò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôçí (5.44), ãéá ïðïéïäÞðïôå

χ ∈ Sr
h,

‖R′
h(t)v‖2 =

(

a(·, t)ϕx, (R
′
h(t)v)x

)

=
(

a(·, t)(R′
h(t)v)x, ϕx − χ′

)

+
(

a(·, t)(R′
h(t)v)x, χ

′
)

=
(

a(·, t)(R′
h(t)v)x, (ϕ− χ)x

)

+
(

at(·, t)(v −Rh(t)v)x, χ
′
)

,

äçëáäÞ

(5.48)
‖R′

h(t)v‖2 =
(

a(·, t)(R′
h(t)v)x, (ϕ− χ)x

)

−
(

at(·, t)(v −Rh(t)v)x, (ϕ− χ)x

)

+
(

at(·, t)(v −Rh(t)v)x, ϕx

)

.

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé êáé ïé ôñåéò üñïé óôï äåîéü ìÝëïò ôçò (5.48) öñÜóóï-

íôáé áðü Chr‖ϕ‖2, ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí åêôßìçóç åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò, áðü

Chr‖R′
h(t)v‖. Ãéá ôïõò äýï ðñþôïõò üñïõò áõôü Ýðåôáé áðü ôéò (5.45) êáé (5.42), áíôß-

óôïé÷á, êáèþò êáé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (3.21). Ãéá ôïí ôñßôï üñï áðáéôåßôáé

ðñþôá ìßá ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç þóôå ï üñïò v−Rh(t)v íá åìöáíßæåôáé ÷ùñßò ôçí

ðáñÜãùãï ùò ðñïò x êáé åí óõíå÷åßá ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áðü ôçí (5.42). Óõìðå-

ñáßíïõìå åðïìÝíùò üôé

(5.49) ‖R′
h(t)v‖ ≤ chr.

Ïñßæïõìå ôþñá ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ W ôçò ëýóçò u ôçò åîßóùóçò (5.40) ùò

W (·, t) := Rh(t)u(·, t). Ôüôå

Wt(·, t) = Rh(t)ut(·, t) +R′
h(t)u(·, t),

óõíåðþò

(5.50) ut(·, t) −Wt(·, t) =
[

ut(·, t) −Rh(t)ut(·, t)
]

− R′
h(t)u(·, t).

Óýìöùíá ìå ôéò (5.42) êáé (5.49) êáé ïé äýï üñïé óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé óôçíL2−íüñìá

ôçò ôÜîçò hr, óõíåðþò

(5.51) ‖ut(·, t) −Wt(·, t)‖ ≤ chr, t ∈ [0, T ],

üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç óôáèåñþí óõíôåëåóôþí, âë. ôçí (5.27).
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5.3 ÐëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôñßá ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá ãéá ôï ðñü-

âëçìá (5.17): ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler, ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson êáé

ôç ìÝèïäï ôïõ Euler.

5.3.1 Ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler

¸óôù N ∈ N, k := T
N
, êáé tn := nk, n = 0, . . . , N. Ãéá v0, . . . , vN ∈ H1

0 èá ÷ñçóéìï-

ðïéÞóïõìå ôïí óõìâïëéóìü

∂vn :=
vn+1 − vn

k
.

Äéáêñéôïðïéïýìå ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá (5.19) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï ìå ôçí ðåðëåã-

ìÝíç ìÝèïäï ôïõ Åuler êáé ïäçãïýìáóôå óå ðñïóåããßóåéò Un ∈ Sr
h ôùí un := u(·, tn),

ïé ïðïßåò äßíïíôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôï ó÷Þìá

(5.52)

{

(∂Un, χ) + (Un+1
x , χ′) =

(

f(·, tn+1), χ
)

∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

¸óôù üôé Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ôï Un. Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá âÜóç ôïõ Sr
h, ôüôå

äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï Un+1 ðñÝðåé íá ëýóïõìå Ýíá

dimSr
h ×dimSr

h ãñáììéêü óýóôçìá. Ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò åßíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ n,

åßíáé óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò. Éäéáßôåñá ëïéðüí ïé ðñïóåããßóåéò U 0, . . . ,

UN ïñßæïíôáé êáëþò äéá ôçò (5.52).

ÅõóôÜèåéá. ¸óôù U 0, . . . , UN ∈ Sr
h êáé Ũ0, . . . , ŨN ∈ Sr

h äýï áêïëïõèßåò ðïõ éêáíï-

ðïéïýí ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (5.52), äçëáäÞ åßíáé ðñïóåããßóåéò Euler, ðïõ áíôéóôïé-

÷ïýí óå áñ÷éêÝò ôéìÝò U 0 êáé Ũ0. Ôüôå ãéá ôéò äéáöïñÝò V n := Un − Ũn, n = 0, . . . , N,

Ý÷ïõìå

(5.53) (∂V n, χ) + (V n+1
x , χ′) = 0 ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1.

ÅõóôÜèåéá óôçí L2−íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := V n+1 óôçí (5.53) ëáìâÜíïõìå

(∂V n, V n+1) + ‖V n+1
x ‖2 = 0,

ïðüôå

(∂V n, V n+1) ≤ 0
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Þ

‖V n+1‖2 ≤ (V n, V n+1),

óõíåðþò

‖V n+1‖2 ≤ ‖V n‖ ‖V n+1‖,

ïðüôå

(5.54) ‖V n+1‖ ≤ ‖V n‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(5.55) max
1≤n≤N

‖V n‖ ≤ ‖V 0‖.

ÐáñáôÞñçóç 5.4 (¾ðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá.) Ãéá äåäïìÝíï n, áí èåùñÞóïõìå ôï áíôß-

óôïé÷ï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ôïõ (5.52), èÝóïõìå äçëáäÞ Un = 0 êáé f = 0,

ôüôå óýìöùíá ìå ôçí (5.54) èá Ý÷ïõìå Un+1 = 0. Óçìåéþíïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá

ôåôñáãùíéêÜ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá, ìå ßäéï ðëÞèïò åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí, êáé

üôé óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò óõíåðÜãåôáé êáé ýðáñîç ôçò

ëýóçò. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå ðÜëé üôé ôá U 1, . . . , UN ïñßæïíôáé êáëþò.

ÅõóôÜèåéá óôçí H1−íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := ∂V n óôçí (5.53) ëáìâÜíïõìå

‖∂V n‖2 + (V n+1
x , ∂V n

x ) = 0

êáé óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(5.56) ‖V n+1
x ‖ ≤ ‖V n

x ‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(5.57) max
1≤n≤N

‖V n
x ‖ ≤ ‖V 0

x ‖.

ÓõíÝðåéá. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ çìéäéáêñéôïý ðñïâëÞìáôïò, èá áðïäåßîïõ-

ìå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (5.52) ãéá ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ W ôçò ëýóçò u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.17), W (·, t) := Rhu(·, t). ÈÝôïõìå W n := W (·, tn), n = 0, . . . , N, êáé

Ý÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h, óýìöùíá ìå ôçí (5.21),

(∂W n,χ) + (W n+1
x , χ′) −

(

f(·, tn+1), χ
)

= (∂W n, χ) + (un+1
x , χ′) −

(

f(·, tn+1), χ
)

.
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ËáìâÜíïíôáò ôþñá õð’ üøéí ôçí (5.18) Ý÷ïõìå

(5.58)
(∂W n, χ) + (W n+1

x , χ′) =
(

f(·, tn+1), χ
)

+
(

∂W n − ut(·, tn+1), χ
)

∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1.

Èá ðñÝðåé ëïéðüí íá åêôéìÞóïõìå ôï óöÜëìá óõíÝðåéáòEn ôçòW ãéá ôï ó÷Þìá (5.52),

En := ∂W n − ut(·, tn+1). Ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò åßíáé Ýíá ìÝãåèïò ôçò áðïôõ÷ßáò ôçò

W íá éêáíïðïéåß ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôïõ ðñïóåããéóôéêïý ó÷Þìáôïò (5.52). ÈÝôïõìå

En
1 := ∂W n − ∂un êáé En

2 := ∂un − ut(·, tn+1) êáé Ý÷ïõìå En = En
1 + En

2 . Ôþñá

En
1 =

1

k

∫ tn+1

tn
[Wt(·, t) − ut(·, t)]dt,

óõíåðþò

‖En
1 ‖ ≤ 1

k

∫ tn+1

tn
‖Wt(·, t) − ut(·, t)‖dt,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (5.27), Ý÷ïõìå

(5.59) max
0≤n≤N−1

‖En
1 ‖ ≤ Chr.

Åðßóçò, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor Ý÷ïõìå

En
2 =

1

k

∫ tn+1

tn
(tn − s)utt(·, s)ds,

óõíåðþò

(5.60) max
0≤n≤N−1

‖En
2 ‖ ≤ Ck.

Áðü ôéò (5.59) êáé (5.60) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé éó÷ýåé ç áêüëïõèç åêôßìçóç ãéá

ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò

(5.61) max
0≤n≤N−1

‖En‖ ≤ C(k + hr).

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç ôùí

ðñïóåããßóåùí, ðïõ äßíåé ôï ðåðëåãìÝíï ó÷Þìá ôïõ Euler, ðñïò ôçí áêñéâÞ ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.17).

Èåþñçìá 5.3 (Åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò.) ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17)

åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò U 0, . . . , UN , ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí (5.52),

éó÷ýåé

(5.62) max
0≤n≤N

‖un − Un‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k + hr).
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Áðüäåéîç. Ìå ρn := un − W n êáé ϑn := W n − Un, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå un − Un =

ρn + ϑn. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (5.22),

(5.63) max
0≤n≤N

‖ρn‖ ≤ Chr.

ÁðïìÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôç ‖ϑn‖.Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (5.52)

áðü ôçí (5.58) ëáìâÜíïõìå

(5.64) (∂ϑn, χ) + (ϑn+1
x , χ′) = (En, χ) ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1.

ÈÝôïíôáò χ = ϑn+1 óôçí (5.64) êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß k Ý÷ïõìå

‖ϑn+1‖2 − (ϑn, ϑn+1) + k‖ϑn+1
x ‖2 = k(En, ϑn+1),

ïðüôå

‖ϑn+1‖2 ≤ {‖ϑn‖ + k‖En‖}‖ϑn+1‖

Þ

‖ϑn+1‖ ≤ ‖ϑn‖ + k‖En‖.

ÅðïìÝíùò

‖ϑn‖ ≤ ‖ϑ0‖ + k
n−1
∑

j=0

‖Ej‖

Þ

‖ϑn‖ ≤ ‖ϑ0‖ +Nk max
0≤j≤N−1

‖Ej‖,

oðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (5.61),

(5.65) max
0≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ ‖ϑ0‖ + C(k + hr).

Ôþñá

‖ϑ0‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + ‖u0 −W 0‖ ≤ ‖u0 − u0

h‖ + Chr,

êáé ç (5.65) äßíåé

(5.66) max
0≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k + hr).

Áðü ôéò (5.63) êáé (5.66) Ýðåôáé áìÝóùò ç (5.62).
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5.3.2 Ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson

¼ðùò âëÝðïõìå áðü ôçí åêôßìçóç (5.62), ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler Ý÷åé ôÜîç

áêñßâåéáò Ýíá ùò ðñïò ôçí ðáñÜìåôñï äéáêñéôïðïßçóçò óôïí ÷ñüíï k. Ç ìÝèïäïò

ôùí Crank–Nicolson, ôçí ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå óå áõôü ôï åäÜöéï, åßíáé äåýôåñçò

ôÜîçò ùò ðñïò k. Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé ðéï

“öõóéïëïãéêÞ” áðü ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò, ìå

ôçí Ýííïéá üôé ïé ðñïóåããßóåéò ðïõ äßíåé ç ìÝèïäïò ôïõ Euler ìéìïýíôáé êáëýôåñá ôéò

éäéüôçôåò åîïìÜëõíóçò (ïìáëïðïßçóçò) ôùí ëýóåùí ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí. Ç

åîÞãçóç ãéá áõôü ôï ãåãïíüò îåöåýãåé áðü ôïõò óêïðïýò ôçò ðáñïýóçò åéóáãùãÞò

óôï èÝìá.

ÐÝñáí ôùí óõìâïëéóìþí ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åäáößïõ, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ

êáé ôïí åîÞò óõìâïëéóìü

vn+ 1

2 :=
1

2
(vn + vn+1)

ãéá v0, . . . , vN ∈ H1
0 , êáé, áíÜëïãá, tn+ 1

2 := 1
2
(tn + tn+1). Ç vn+ 1

2 åßíáé äçëáäÞ ï ìÝóïò

üñïò ôùí vn êáé vn+1.

Ïé ðñïóåããßóåéò ôùí Crank–Nicolson Un ∈ Sr
h ôùí un = u(·, tn) äßíïíôáé áíáäñï-

ìéêÜ áðü ôï åîÞò ó÷Þìá

(5.67)







(∂Un, χ) + (U
n+ 1

2
x , χ′) =

(

f(·, tn+ 1

2 ), χ
)

∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

ÅõóôÜèåéá. Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôçí (5.53) ïäçãïýìáóôå óôç ìåëÝôç ôïõ ó÷Þìáôïò

(5.68) (∂V n, χ) + (V
n+ 1

2
x , χ′) = 0 ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1,

ìå V n ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N.

ÅõóôÜèåéá óôçí L2−íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := V n+ 1

2 óôçí (5.68) ëáìâÜíïõìå

(∂V n, V n+ 1

2 ) + ‖V n+ 1

2
x ‖2 = 0,

óõíåðþò

(V n+1 − V n, V n+1 + V n) ≤ 0

Þ

‖V n+1‖2 ≤ ‖V n‖2,
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ïðüôå

(5.69) ‖V n+1‖ ≤ ‖V n‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(5.70) max
1≤n≤N

‖V n‖ ≤ ‖V 0‖.

Áðü ôçí (5.69) Ýðåôáé åýêïëá üôé ïé ðñïóåããßóåéò ôùí Crank–Nicolson U 1, . . . , UN

ïñßæïíôáé êáëþò.

ÅõóôÜèåéá óôçí H1−íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := ∂V n óôçí (5.68) ëáìâÜíïõìå

‖∂V n‖2 + (V
n+ 1

2
x , ∂V n

x ) = 0,

ïðüôå
(

(V n + V n+1)x, (V
n+1 − V n)x

)

≤ 0

Þ

(5.71) ‖V n+1
x ‖ ≤ ‖V n

x ‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(5.72) max
1≤n≤N

‖V n
x ‖ ≤ ‖V 0

x ‖.

ÓõíÝðåéá. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler, èá áðï-

äåßîïõìå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò ôùí Crank–Nicolson ãéá ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ

W ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (5.21), ãéá χ ∈ Sr
h,

Ý÷ïõìå

(∂W n, χ) + (W
n+ 1

2
x , χ′) −

(

f(·, tn+ 1

2 ), χ
)

=

= (∂W n, χ) + (u
n+ 1

2
x , χ′) −

(

f(·, tn+ 1

2 ), χ
)

,

ïðüôå ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí (5.18) Ý÷ïõìå, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(5.73) (∂W n, χ) + (W
n+ 1

2
x , χ′) =

(

f(·, tn+ 1

2 ), χ
)

+ (En, χ) ∀χ ∈ Sr
h,

ìå óöÜëìá óõíÝðåéáò En ôçò W ãéá ôï ó÷Þìá (5.67),

En := (∂W n − ∂un) + [∂un − ut(·, tn+ 1

2 )] + [uxx(·, tn+ 1

2 ) − u
n+ 1

2
xx ].
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Ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò åßíáé êáé ðÜëé Ýíá ìÝãåèïò ôçò áðïôõ÷ßáò ôçòW íá éêáíïðïéåß

ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôïõ ó÷Þìáôïò (5.67). ÈÝôïõìå

En
1 := ∂W n − ∂un,

En
2 := ∂un − ut(·, tn+ 1

2 ),

En
3 := uxx(·, tn+ 1

2 ) − u
n+ 1

2
xx ,

êáé ðñïöáíþò Ý÷ïõìå En = En
1 + En

2 + En
3 . Ôï En

1 åßíáé ôï ßäéï üðùò êáé óôçí ðå-

ðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Åuler, óõíåðþò óýìöùíá ìå ôçí (5.59) Ý÷ïõìå

(5.74) max
1≤n≤N−1

‖En
1 ‖ ≤ Chr.

Åðßóçò, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï tn+ 1

2 , Ý÷ïõìå

En
2 =

1

2k

[

∫ tn+1
2

tn
(s− tn)2uttt(·, s)ds+

∫ tn+1

tn+1
2

(s− tn+1)2uttt(·, s)ds
]

,

åðïìÝíùò

(5.75) max
1≤n≤N−1

‖En
2 ‖ ≤ Ck2.

Åðß ðëÝïí Ý÷ïõìå

2
[

u(·, tn+ 1

2 ) − un+ 1

2

]

=

∫ tn+1

tn+1
2

(s− tn+1)utt(·, s)ds−
∫ tn+1

2

tn
(s− tn)utt(·, s)ds,

êáé áêñéâþò áíôßóôïé÷ç ó÷Ýóç ãéá ôç uxx, óõíåðþò

(5.76) max
1≤n≤N−1

‖En
3 ‖ ≤ Ck2.

Áðü ôéò (5.74), (5.75) êáé (5.76) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé éó÷ýåé ç áêüëïõèç åêôß-

ìçóç ãéá ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò

(5.77) max
1≤n≤N−1

‖En‖ ≤ C(k2 + hr).

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç.

Èåþñçìá 5.4 (Åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò.) ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17)

åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò U 0, . . . , UN , ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí (5.67),

éó÷ýåé

(5.78) max
1≤n≤N

‖un − Un‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k2 + hr).
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Áðüäåéîç. Ìå ρn := un − W n êáé ϑn := W n − Un, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå un − Un =

ρn + ϑn. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (5.22),

(5.79) max
1≤n≤N

‖ρn‖ ≤ Chr.

ÁðïìÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôç ‖ϑn‖.Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (5.67)

áðü ôçí (5.73) ëáìâÜíïõìå

(5.80) (∂ϑn, χ) + (ϑ
n+ 1

2
x , χ′) = (En, χ) ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1.

ÈÝôïíôáò χ = ϑn+ 1

2 óôçí (5.80) êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß 2k Ý÷ïõìå

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 + 2k‖ϑn+ 1

2
x ‖2 = k(En, ϑn + ϑn+1),

ïðüôå

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 ≤ k‖En‖(‖ϑn‖ + ‖ϑn+1‖)

Þ

(5.81) ‖ϑn+1‖ ≤ ‖ϑn‖ + k‖En‖, n = 0, . . . , N − 1.

Ðñï÷ùñþíôáò ôþñá üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.3 êáé ëáìâÜíïíôáò õð’

üøéí ôçí (5.77) áðïäåéêíýïõìå üôé

(5.82) max
1≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k2 + hr).

Áðü ôéò (5.79) êáé (5.82) Ýðåôáé áìÝóùò ç (5.78).

5.3.3 Ç ìÝèïäïò ôïõ Åuler

Ïé äýï ìÝèïäïé ðïõ ìåëåôÞóáìå ìÝ÷ñé ôþñá, äçëáäÞ ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ

Euler êáé ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson, åßíáé ðåðëåãìÝíåò. Áðïäåßîáìå, ìåôáîý

Üëëùí, üôé áìöüôåñåò åßíáé áðåñéüñéóôá åõóôáèåßò, äçëáäÞ åõóôáèåßò ÷ùñßò ðåñéï-

ñéóìïýò óôéò ðáñáìÝôñïõò äéáêñéôïðïßçóçò. Ç ìÝèïäïò ôïõ Euler, ôçí ïðïßá èá

ìåëåôÞóïõìå ôþñá, åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò k, åõóôáèÞò õðü óõíèÞêåò, êáé ü÷é

÷ñÞóéìç ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. ÌåëåôÜôáé åäþ êõñßùò ãéá ðáéäáãùãéêïýò

ëüãïõò.
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Äéáêñéôïðïéïýìå ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá (5.18) ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï ìå ôç ìÝèï-

äï ôïõ Euler êáé ïäçãïýìáóôå óå ðñïóåããßóåéò Un ∈ Sr
h ôùí un = u(·, tn), ïé ïðïßåò

äßíïíôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôï ó÷Þìá

(5.83)

{

(∂Un, χ) + (Un
x , χ

′) = (f(·, tn), χ) ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

ÅõóôÜèåéá. Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôçí (5.53) ïäçãïýìáóôå óôç ìåëÝôç ôïõ ó÷Þìáôïò

(5.84) (∂V n, χ) + (V n
x , χ

′) = 0 ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

ìå V n ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N.

ÐÝñáí ôçò ðñïóåããéóôéêÞò éäéüôçôáò (3.21) õðïèÝôïõìå óôï åîÞò êáé ôçí áêü-

ëïõèç áíôßóôñïöç áíéóüôçôá ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá {Sr
h}0<h≤1

(5.85) ‖χ′‖ ≤ C1h
−1‖χ‖ ∀χ ∈ Sr

h,

ìå ìéá óôáèåñÜ C1 áíåîÜñôçôç ôïõ h, âë. ôçí ¶óêçóç 3.27.

ÈÝôïíôáò χ := V n óôçí (5.84) ëáìâÜíïõìå

(V n+1, V n) − ‖V n‖2 + k‖V n
x ‖2 = 0

Þ

(5.86)
1

2
{‖V n+1‖2 − ‖V n‖2 − ‖V n+1 − V n‖2} + k‖V n

x ‖2 = 0.

ÈÝôïíôáò åî Üëëïõ χ := ∂V n óôçí (5.84) ëáìâÜíïõìå

‖∂V n‖2 + (V n
x , ∂V

n
x ) = 0,

Þ

‖V n+1 − V n‖2 + k(V n
x , V

n+1
x − V n

x ) = 0

ïðüôå

‖V n+1 − V n‖2 ≤ k‖V n
x ‖ ‖V n+1

x − V n
x ‖.

×ñçóéìïðïéþíôáò óõíåðþò ôçí (5.85) Ý÷ïõìå

‖V n+1 − V n‖2 ≤ C1
k

h
‖V n

x ‖ ‖V n+1 − V n‖,
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ïðüôå

(5.87) ‖V n+1 − V n‖ ≤ C1
k

h
‖V n

x ‖.

Áðü ôéò (5.87) êáé (5.87) ëáìâÜíïõìå

(5.88) ‖V n+1‖2 − ‖V n‖2 ≤ (C2
1

k

h2
− 2)k‖V n

x ‖2.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé éêáíïðïéåßôáé ç åîÞò óõíèÞêç

(5.89)
k

h2
≤ 2

C2
1

.

Áðü ôéò (5.88) êáé (5.89) ëáìâÜíïõìå

(5.90) ‖V n+1‖ ≤ ‖V n‖, n = 0, . . . , N − 1,

éäéáßôåñá åðïìÝíùò Ý÷ïõìå

(5.91) max
1≤n≤N

‖V n‖ ≤ ‖V 0‖.

ÐáñáôÞñçóç 5.5 (Ðïëý ðåñéïñéóôéêÞ óõíèÞêç.) Ç óõíèÞêç (5.89), õðü ôçí ïðïßá áðï-

äåßîáìå åõóôÜèåéá ôçò ìåèüäïõ ôïõ Euler, åßíáé ðïëý ðåñéïñéóôéêÞ, ãåãïíüò ðïõ

êáèéóôÜ ôç ìÝèïäï ó÷åäüí Ü÷ñçóôç ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá.

ÓõíÝðåéá. Åñãáæüìåíïé üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler,

áðïäåéêíýïõìå åýêïëá üôé éó÷ýåé

(5.92)
(∂W n, χ) + (W n

x , χ
′) = (f(·, tn), χ) + (En, χ) ∀χ ∈ Sr

h,

n = 0, . . . , N − 1,

ìå óöÜëìá óõíÝðåéáò En ôÝôïéï þóôå

(5.93) max
0≤n≤N−1

‖En‖ ≤ C(k + hr).

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç.

Èåþñçìá 5.5 (Åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò.) ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17)

åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, êáé üôé éó÷ýïõí ïé (5.85) êáé(5.89). Ôüôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò U 0, . . . ,

UN , ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí (5.83), éó÷ýåé

(5.94) max
0≤n≤N

‖un − Un‖ ≤ C‖u0 − u0
h‖ + (k + hr).



5.3. ÐëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá 189

Áðüäåéîç. Ìå ρn := un − W n êáé ϑn := W n − Un, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå un − Un =

ρn + ϑn. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (5.22),

(5.95) max
0≤n≤N

‖ρn‖ ≤ Chr.

ÌÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôçí ‖ϑn‖. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (5.83)

áðü ôçí (5.92) ëáìâÜíïõìå

(5.96) (∂ϑn, χ) + (ϑn
x, χ

′) = (En, χ) ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1.

ÈÝôïíôáò χ := ϑn óôçí (5.96) ëáìâÜíïõìå

(ϑn+1, ϑn) − ‖ϑn‖2 + k‖ϑn
x‖2 = k(En, ϑn)

Þ

(5.97)
1

2

[

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 − ‖ϑn+1 − ϑn‖2
]

+ k‖ϑn
x‖2 = k(En, ϑn).

ÈÝôïíôáò åî Üëëïõ χ := ∂ϑn óôçí (5.96) ëáìâÜíïõìå

‖ϑn+1 − ϑn‖2 + k(ϑn
x, ϑ

n+1
x − ϑn

x) = k(En, ϑn+1 − ϑn),

óõíåðþò

‖ϑn+1 − ϑn‖2 ≤ k‖ϑn
x‖ ‖ϑn+1

x − ϑn
x‖ + k‖En‖ ‖ϑn+1 − ϑn‖,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (5.85),

‖ϑn+1 − ϑn‖2 ≤ C1
k

h
‖ϑn

x‖ ‖ϑn+1 − ϑn‖ + k‖En‖ ‖ϑn+1 − ϑn‖

Þ

‖ϑn+1 − ϑn‖ ≤ C1
k

h
‖ϑn

x‖ + k‖En‖,

óõíåðþò

(5.98) ‖ϑn+1 − ϑn‖2 ≤ C2
1

k2

h2
‖ϑn

x‖2 + k2‖En‖2 + 2C1
k2

h
‖ϑn

x‖ ‖En‖.

Áðü ôéò (5.97) êáé (5.98), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí (5.85), ëáìâÜíïõìå

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 ≤ (C2
1

k2

h2
− 2k)‖ϑn

x‖2 + k2‖En‖2 + 2k(En, ϑn)

+ 2C2
1

k2

h2
‖ϑn‖ ‖En‖
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ïðüôå

‖ϑn+1‖2 ≤ (1 + ck)‖ϑn‖2 + Ck‖En‖2.

ÅðïìÝíùò

‖ϑn‖2 ≤ (1 + ck)n‖ϑ0‖2 + Ck
n−1
∑

j=0

(1 + ck)j‖Ej‖2

≤ enck‖ϑ0‖2 + max
0≤j≤N−1

‖Ej‖2 · Ck
N−1
∑

j=0

ejck

= enck‖ϑ0‖2 + max
0≤j≤N−1

‖Ej‖2 · Ck eNck − 1

eck − 1

≤ ecT ‖ϑ0‖2 +
C

c
max

0≤j≤N−1
‖Ej‖2 (ecT − 1).

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí (5.93) ëáìâÜíïõìå

max
0≤n≤N

‖ϑn‖2 ≤ C‖ϑ0‖2 + C(k + hr)2

Þ

(5.99) max
0≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ C‖ϑ0‖ + C(k + hr).

Áðü ôéò (5.95) êáé (5.99) Ýðåôáé åýêïëá ç (5.94).

ÁóêÞóåéò

5.1 (Ç áíéóüôçôá ôïõ Gronwall óå ïëïêëçñùôéêÞ ìïñöÞ.) ¸óôù ϕ ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óôï

äéÜóôçìá [0, T ], êáé α, β ∈ R ìå β ≥ 0. Áí éó÷ýåé

ϕ(t) ≤ α+ β

∫ t

0
ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ α eβt ∀t ∈ [0, T ].

[Õðüäåéîç: ÈåùñÞóôå Ýíá èåôéêü ε êáé áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç ψ,ψ(t) := (α+ ε) eβt, t ∈
[0, T ], éêáíïðïéåß ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

ψ(t) = α+ ε+ β

∫ t

0
ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].
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Ðñïöáíþò ϕ(0) < ψ(0). ¸óôù t0 ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò óôï äéÜóôçìá [0, T ] ãéá ôïí ïðïßïí

ϕ(t0) = ψ(t0).Áðïäåßîôå üôé áõôü äåí åßíáé äõíáôüí, ãéáôß ïäçãåß óôç ó÷Ýóç ϕ(t0) < ψ(t0). ]

5.2 (Ãåíßêåõóç ôçò ¶óêçóçò 5.1.) Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôçò ðñïçãïýìåíçò ¶óêçóçò, õðïèÝ-

ôïõìå üôé

ϕ(t) ≤ α+

∫ t

0
h(s)ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

üðïõ h ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óôï [0, T ] ç ïðïßá ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áðï-

äåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ α e
R t

0
h(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

[Õðüäåéîç: ÈåùñÞóôå Ýíá èåôéêü ε êáé áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóçψ,ψ(t) := (α+ε) e
R t

0
h(s) ds, t ∈

[0, T ], éêáíïðïéåß ôçí ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç

ψ(t) = α+ ε+

∫ t

0
h(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Åñãáóôåßôå üðùò óôçí ¶óêçóç 5.2.]

5.3 (Ç áíéóüôçôá ôïõ Gronwall óå äéáöïñéêÞ ìïñöÞ.) ÕðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç ϕ ôçò ¶óêç-

óçò 5.1 åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï äéÜóôçìá [0, T ] êáé éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá

ϕ′(t) ≤ βϕ(t) ∀t ∈ [0, T ].

Áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ ϕ(0) eβt ∀t ∈ [0, T ].

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ ϕ(0) + β

∫ t

0
ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ]

êáé ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ¶óêçóç 5.1. Åíáëëáêôéêüò ôñüðïò áðüäåéîçò: ÃñÜøôå ôç äéáöï-

ñéêÞ áíßóùóç óôç ìïñöÞ
(

e−βsϕ(s)
)′ ≤ 0

êáé ïëïêëçñþóôå áðü 0 ìÝ÷ñé t. ]

5.4 (Ãåíßêåõóç ôçò ¶óêçóçò 5.3.) ÕðïèÝôïõìå üôé ìéá óõíÜñôçóç ϕ åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãß-

óéìç óôï äéÜóôçìá [0, T ] êáé éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá

ϕ′(t) ≤ h(t)ϕ(t) ∀t ∈ [0, T ],

üðïõ h ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óôï [0, T ], ç ïðïßá ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áðï-

äåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ ϕ(0) e
R t

0
h(s)ds ∀t ∈ [0, T ].
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5.5 (ÄéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall, áíôßóôïé÷ç ôçò äéáöïñéêÞò ìïñöÞò: ïìïéüìïñöïò äéáìåñéóìüò.)

¸óôù T > 0, N ∈ N êáé k := T
N . Áí α0, . . . , αN êáé ε0, . . . , εN−1 ìç áñíçôéêïß áñéèìïß

ôÝôïéïé þóôå ìå γ > 0

αn+1 ≤ (1 + γk)αn + kεn, n = 0, . . . , N − 1,

áðïäåßîôå üôé

max
1≤n≤N

αn ≤ eγTα0 +
1

γ
eγT max

0≤n≤N−1
εn.

5.6 (ÄéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall, áíôßóôïé÷ç ôçò äéáöïñéêÞò ìïñöÞò: ìç ïìïéüìïñöïò äéáìå-

ñéóìüò.) ¸óôù T > 0, 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ [0, T ], hn :=

tn+1 − tn, n = 0, . . . , N − 1. Áí α0, . . . , αN êáé ε0, . . . , εN−1 ìç áñíçôéêïß áñéèìïß ôÝôïéïé

þóôå ìå γ > 0

αn+1 ≤ (1 + γhn)αn + hnεn, n = 0, . . . , N − 1,

áðïäåßîôå üôé

max
1≤n≤N

αn ≤ eγTα0 +

∫ T

0
eγ(T−s)ds max

0≤n≤N−1
εn.

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé

αn+1 ≤ (1 + γkn)(1 + γkn−1) · · · (1 + γk0)α0

+
{

kn + (1 + γkn)kn−1 + (1 + γkn)(1 + γkn−1)kn−2 + · · ·
+ (1 + γkn)(1 + γkn−1) · · · (1 + γk1)k0

}

max
0≤m≤n

εm

≤ eγtn+1

α0 +
{

kn + eγ(tn+1−tn)(tn − tn−1) + eγ(tn+1−tn−1)(tn−1 − tn−2)

+ · · · + eγ(tn+1−t1)(t1 − t0)
}

max
0≤m≤n

εm

êáé üôé

eγ(tn+1−tκ)(tκ − tκ−1) ≤
∫ tκ

tκ−1

eγ(tn+1−s)ds. ]

5.7 (ÄéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall, áíôßóôïé÷ç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò ìïñöÞò.) ¸óôù T > 0, N ∈ N

êáé h := T
N . Áí α0, . . . , αN êáé E ìç áñíçôéêïß áñéèìïß ôÝôïéïé þóôå ìå γ > 0 íá éó÷ýåé

αn+1 ≤ E + γh

n
∑

`=0

α` n = 0, . . . , N − 1,

áðïäåßîôå üôé

max
1≤n≤N

αn ≤ C(hα0 + E)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h.
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[Õðüäåéîç: ¸óôù ϕn := γh
∑n

`=0 α`. Ôüôå ϕn+1 − ϕn = γhαn+1, óõíåðþò

ϕn+1 ≤ γhE + (1 + γk)ϕn, n = 0, . . . , N − 1.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ¶óêçóç 5.6 ãéá íá åêôéìÞóåôå ôá ϕn, êáé ôçí

αn+1 ≤ E + ϕn

ãéá íá åêôéìÞóåôå ôá αn. ]

5.8 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(?)















ut = (aux)x − bux − cu óôï [0, 1] × [0, T ],

u(0, ·) = u(1, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1],

üðïõ a ∈ C1([0, 1] × [0, T ]), a(x, t) > 0, b, c ∈ C([0, 1] × [0, T ]), c(x, t) > 0. Áí

(•) max
x,t

|b(x, t)|2 ≤ 4min
x,t

a(x, t) min
x,t

c(x, t),

áðïäåßîôå üôé

‖u(·, t)‖ ≤ ‖u0‖ ∀t ∈ [0, T ].

5.9 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (?) ôçò ¶óêçóçò 5.8, ÷ùñßò üìùò ôþñá ôç óõíèÞêç (•). Áðïäåßîôå

üôé
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ C‖u(·, t)‖2 ∀t ∈ [0, T ]

êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

‖u(·, t)‖ ≤ eCt ‖u0‖ ∀t ∈ [0, T ],

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ C.

5.10 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (?) ôçò ¶óêçóçò 5.8, ÷ùñßò ôç óõíèÞêç (•) êáé ðÜëé. Áðïäåßîôå

üôé

1

2

d

dt

∫ b

a
a(ux)2dx ≤ C‖ux(·, t)‖2 ∀t ∈ [0, T ]

êáé

‖ux(·, t)‖ ≤ C̃ect‖u′
0‖ ∀t ∈ [0, T ],

ìå óôáèåñÝò C êáé C̃.
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[Õðüäåéîç: ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç Ä.Å. óôï (?) åðß ut, ïëïêëçñþóôå óôï [0, 1], ïëïêëçñþóôå

êáôÜ ìÝñç, ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áñéèìçôéêÞ–ãåùìåôñéêÞ áíéóüôçôá êáé ôçí áíéóüôçôá ôùí

Poincaré–Friedrichs.]

5.11 Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç

ôïõ Schrödinger














ut = iαuxx + i β(x, t)u óôï [0, 1] × [0, T ],

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1],

üðïõ i ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, α Ýíáò ìç ìçäåíéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò êáé β ìéá ïìáëÞ

óõíÜñôçóç, ç ïðïßá ðáßñíåé ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò. Áðïäåßîôå üôé ç L2−íüñìá ôçò u(·, t) åßíáé

áíåîÜñôçôç ôïõ t,

‖u(·, t)‖ = ‖u0‖.

[Õðüäåéîç: ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç Ä.Å. åðß ū (ôç óõæõãÞ ôçò u), ïëïêëçñþóôå óôï äéÜóôçìá

[a, b] êáé ðÜñôå ðñáãìáôéêÜ ìÝñç.]

5.12 Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí















ut = uxx − u+ f óôï [0, 1] × [0, T ],

ux(a, ·) = ux(b, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï [0, 1].

ÈåùñÞóôå Ýíáí êáôÜëëçëï ÷þñï ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá, âë. ôçí

¶óêçóç 3.18. Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíïõí ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá ïé ìÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí óôïé-

÷åßùí Euler, ðåðëåãìÝíç Euler, êáé Crank–Nicolson. Áðïäåßîôå åêôéìÞóåéò áíôßóôïé÷åò áõ-

ôþí ðïõ äüèçêáí óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï.

5.13 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò ¶óêçóçò 5.11. ÌåëåôÞóôå ôç ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí óôïé-

÷åßùí/ Crank–Nicolson ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá. Éäéáßôåñá, áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò Un

üôé Ý÷ïõí ôçí ßäéá L2−íüñìá ãéá üëá ôá n (ãéá êÜèå óõãêåêñéìÝíï h), ôï ó÷Þìá åßíáé üðùò

ëÝìå óõíôçñçôéêü.

5.14 ¸óôù ϑ ∈ [0, 1]. Èåùñïýìå ôçí åîÞò ìÝèïäï ãéá ôç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ çìéäéáêñéôïý

ðñïâëÞìáôïò (5.19) óôï ÷ñüíï



























(∂Un, χ) + (ϑUn+1
x + (1 − ϑ)Un

x , χ
′) =

= (ϑf(·, tn+1) + (1 − ϑ)f(·, tn), χ) ∀χ ∈ Sr
h,

n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.
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Ðïéåò ìÝèïäïé ðñïêýðôïõí óôéò ðåñéðôþóåéò ϑ = 0 êáé ϑ = 1, áíôßóôïé÷á; Ðïéá åßíáé ç

äéáöïñÜ ôçò ìåèüäïõ ãéá ϑ = 1/2 áðü ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson; Óçìåéþíïõìå üôé ç

êëÜóç ôùí åí ëüãù ìåèüäùí áíáöÝñåôáé óôç âéâëéïãñáößá ùò ìÝèïäïé èÞôá.

5.15 ¸óôù Ω Ýíá öñáãìÝíï ÷ùñßï ôïõ Rd. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí

óõíèçêþí














ut = ∆u+ f óôï Ω × [0, T ],

u = 0 óôï ∂Ω × [0, T ],

u(·, 0) = u0 óôï Ω,

üðïõ u = u(x, t) : Ω × [0, T ] → R, ∆u = ux1x1
+ · · · + uxdxd

. Ïé f : Ω × [0, T ] → R êáé

u0 : Ω → R åßíáé åäþ äåäïìÝíåò óõíáñôÞóåéò. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá äåäïìÝíá åßíáé ïìáëÜ êáé

óõìâáôÜ þóôå ôï ðñüâëçìá íá Ý÷åé ìéá ïìáëÞ ëýóç. Èåùñïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá
(

Sr
h

)

0<h≤1

õðï÷þñùí ôïõ H1
0 (Ω), ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (4.36).

i. ÌåëåôÞóôå ôçí çìéäéáêñéôïðïßçóç óôïí ÷þñï ôïõ äïèÝíôïò ðñïâëÞìáôïò ìå ôç ìÝèï-

äï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. Éäéáßôåñá, äþóôå åêôéìÞóåéò âÝëôéóôçò ôÜîçò óôçí

L2−íüñìá ãéá ôï óöÜëìá ôçò çìéäéáêñéôïðïßçóçò.

ii. ÌåëåôÞóôå ôç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ çìéäéáêñéôïý ðñïâëÞìáôïò ôïõ i. óôï ÷ñüíï ìå ôçí

ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler êáé äþóôå åêôéìÞóåéò âÝëôéóôçò ôÜîçò óôçí L2−íüñìá

ãéá ôï óöÜëìá ôïõ ðëÞñùò äéáêñéôïý ó÷Þìáôïò.





6. ÐáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò

óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, èá ìåëåôÞóïõìå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ãéá ðáñáâïëéêÝò åîé-

óþóåéò. Èá áñ÷ßóïõìå ìå ìåñéêÝò ãåíéêÝò ðáñáôçñÞóåéò ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþ-

óåéò óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ, ôüóï ãñáììéêÝò üóï êáé ìç ãñáììéêÝò. Óôç óõíÝ÷åéá èá

ìåëåôÞóïõìå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò, êáé èá äþóïõìå ôüóï åê ôùí ðñïôÝñùí üóï êáé

åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò ôùí óöáëìÜôùí. Ôï åíäéáöÝñïí ìáò åäþ åðéêåíôñþíåôáé

óôç äéáêñéôïðïßçóç óôï ÷ñüíï. Ùò åê ôïýôïõ, äåí Ý÷åé éäéáßôåñç óçìáóßá ôï åëëåé-

ðôéêü ìÝñïò ôçò åîßóùóçò, ãéáõôü êáé ôç äßíïõìå óå áöçñçìÝíç ìïñöÞ. Èá äïýìå

ïñéóìÝíá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ôá ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, ãéá

ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç· èá ãíùñßóïõìå üìùò êáé êÜðïéá Üëëá ðñÜãìáôá, öåñ’ åéðåßí

åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò.

6.1 ÅéóáãùãÞ

¸óôù (H, (·, ·)) Ýíáò (ðñáãìáôéêüò) ÷þñïò ôïõ Hilbert, A : D(A) → H Ýíáò èåôéêÜ

ïñéóìÝíïò, áõôïóõæõãÞò, ãñáììéêüò ôåëåóôÞò ìå ðåäßï ïñéóìïý D(A) ðõêíü óôïí

H, f : [0, T ] → H ìéá óõíÜñôçóç êáé u0 ∈ H. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá

áñ÷éêþí ôéìþí: Íá ðñïóäéïñéóèåß óõíÜñôçóç u : [0, T ] → D(A) ôÝôïéá þóôå

(6.1)

{

u′(t) + Au(t) = f(t), 0 < t < T,

u(0) = u0,

Õðü áõôÝò ôéò õðïèÝóåéò ïñßæåôáé ï ôåëåóôÞò A1/2, âë. ôçí ¶óêçóç 6.13 ãéá ôïí

ïñéóìü ôçò ñßæáò åíüò ôåëåóôÞ óå ìéá áðëÞ ðåñßðôùóç, ïñéóìü ðïõ ìðïñåß íá ãå-

íéêåõèåß êáôÜëëçëá. ÈÝôïõìå V := D(A1/2), êáé óõìâïëßæïõìå ôéò íüñìåò óôïõò H

êáé V ìå | · | êáé ‖ · ‖, ‖v‖ := |A1/2v| = (Av, v)1/2, áíôßóôïé÷á. Åßíáé ãíùóôü üôé ï
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÷þñïò (V, ‖ · ‖) åßíáé ÷þñïò ôïõ Hilbert. Ôáõôßæïõìå ôþñá ôïí H ìå ôïí äõúêü ôïõ

(ìå ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz), êáé óõìâïëßæïõìå ìå V ′ ôïí äõúêü ôïõ V

(V ⊂ H ⊂ V ′ ). Óõìâïëßæïõìå ìå (·, ·) ôï äõúêü æåýãïò ìåôáîý ôùí V ′ êáé V, äçëáäÞ

÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ßäéï óõìâïëéóìü üðùò êáé óôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôïõ H, êáé

ìå ‖ · ‖? ôç äõúêÞ íüñìá óôïí V ′, ‖v‖? := |A−1/2v| = (v, A−1v)1/2. Èõìßæïõìå üôé ç

äõúêÞ íüñìá ïñßæåôáé ùò

‖v‖? := sup
w∈V
w 6=0

(v, w)

‖w‖ .

Ôïíßæïõìå üôé ç ‖·‖? åßíáé ç ìéêñüôåñç äõíáôÞ íüñìá ðïõ éêáíïðïéåß ôç ãåíéêåõìÝíç

áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz,

(6.2) |(v, w)| ≤ ‖v‖? ‖w‖ ∀v ∈ V ′ ∀w ∈ V.

6.1.1 ÅõóôÜèåéá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áðïäåßîïõìå åõóôÜèåéá ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ-

÷éêþí ôéìþí (6.1), éäéáßôåñá óõíå÷Þ åîÜñôçóç ôùí ëýóåùí áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá

êáé ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.

ËáìâÜíïíôáò óôç Ä.Å. óôçí (6.1) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ôç u, Ý÷ïõìå

(u′, u) + ‖u‖2 = (f, u),

üðïõ, ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå êÜðùò ôïí óõìâïëéóìü, ðáñáëåßøáìå ôï t. Ôþñá

(u′, u) =
1

2

d

dt
|u|2 êáé (f, u) ≤ ‖f‖? ‖u‖ ≤ 1

2

(

‖f‖2
? + ‖u‖2

)

,

ïðüôå óõìðåñáßíïõìå üôé

1

2

d

dt
|u|2 + ‖u‖2 ≤ 1

2

(

‖f‖2
? + ‖u‖2

)

,

Þ
d

dt
|u|2 + ‖u‖2 ≤ ‖f‖2

?.

Ïëïêëçñþíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç áðü 0 Ýùò t, t ≤ T, ðáßñíïõìå

|u(t)|2 − |u(0)|2 +

∫ t

0

‖u(s)‖2ds ≤
∫ t

0

‖f(s)‖2
?ds
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Þ

(6.3) |u(t)|2 +

∫ t

0

‖u(s)‖2ds ≤ |u0|2 +

∫ t

0

‖f(s)‖2
?ds, t ∈ [0, T ].

Áí ôþñá èåùñÞóïõìå êáé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

(6.4)

{

v′(t) + Av(t) = g(t), 0 < t < T,

v(0) = v0,

ôüôå ç äéáöïñÜ u − v ôùí ëýóåùí ôùí ðñïâëçìÜôùí (6.1) êáé (6.4) áðïôåëåß, ëüãù

ôçò ãñáììéêüôçôáò ôùí åîéóþóåùí, ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

(6.5)

{

(u− v)′(t) + A(u− v)(t) = (f − g)(t), 0 < t < T,

(u− v)(0) = u0 − v0.

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (6.3), éó÷ýåé ç áêüëïõèç åêôßìçóç åõóôÜèåéáò áíáöïñé-

êÜ ôüóï ìå ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò üóï êáé ìå ôïõò ìç ïìïãåíåßò üñïõò

(6.6) |(u− v)(t)|2 +

∫ t

0

‖(u− v)(s)‖2ds ≤ |u0 − v0|2 +

∫ t

0

‖(f − g)(s)‖2
?ds, t ∈ [0, T ].

Éäéáßôåñá áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé ç ìïíáäéêüôçôá ïìáëþí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (6.1).

6.1.2 ÅõóôÜèåéá: Ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áðïäåßîïõìå åõóôÜèåéá ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷é-

êþí ôéìþí ãéá ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò, âë. ôçí (6.7) óôç óõíÝ÷åéá, éäéáßôåñá óõíå÷Þ

åîÜñôçóç ôùí ëýóåùí áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá.

Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò êáé ìå Ýíáí (ìç

ãñáììéêü, ãåíéêÜ) ôåëåóôÞ B(t, ·) : D(A) → H, ï ïðïßïò ìðïñåß íá åðåêôáèåß êáé ùò

ôåëåóôÞò B(t, ·) : V → V ′, ãéá t ∈ [0, T ], (ïõóéáóôéêÞ ãéá ôá åðüìåíá åßíáé ç äåý-

ôåñç áõôÞ éäéüôçôá, ç ðñþôç ôßèåôáé ìüíï ÷Üñéí åõêïëßáò) èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

áñ÷éêþí ôéìþí

(6.7)

{

u′(t) + Au(t) = B
(

t, u(t)
)

, 0 < t < T,

u(0) = u0.
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Äß÷ùò ðåñéïñéóìïýò óôïí B, ôï ðñüâëçìá áõôü äåí åßíáé ãåíéêÜ ðáñáâïëéêü, öåñ’

åéðåßí, ìå B = 2A ïäçãïýìáóôå óôçí åîßóùóç u′(t) − Au(t) = 0 êáé ï ôåëåóôÞò −A
åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíïò. Èá ÷ñåéáóôåß åðïìÝíùò êÜðïéá óõíèÞêç. ÖõóéïëïãéêÝò

óõíèÞêåò èåùñïýíôáé ïé óõíèÞêåò ôïõ Lipschitz, åßôå ç áìößðëåõñç åßôå ç ìïíü-

ðëåõñç. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò, ãéá íá ìçí åßíáé ðïëý ðåñéïñéóôéêÝò, ôßèåíôáé óõíÞèùò

ôïðéêÜ, óå ìéá ðåñéï÷Þ ôçò ëýóçò. Ãéá áðëüôçôá åìåßò åäþ èá õðïèÝóïõìå, ðñïò ôï

ðáñüí, ôçí ïëéêÞ ìïíüðëåõñç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz,

(6.8)
(

B(t, v) −B(t, w), v − w
)

≤ λ‖v − w‖2 + µ|v − w|2 ∀v, w ∈ V,

ìå ìéá óôáèåñÜ λ ìéêñüôåñç ôçò ìïíÜäáò, λ < 1, êáé ìéá óôáèåñÜ µ. Óçìåéþíïõìå üôé

áõôÞ ç ó÷Ýóç óõó÷åôßæåé ôïõò ôåëåóôÝò A êáé B, ðáñÜ ôï üôé ï A äåí åìöáíßæåôáé

Üìåóá, áöïý ç íüñìá ‖ · ‖ ïñßæåôáé ìå âÜóç ôïí ôåëåóôÞ A. Ï ðåñéïñéóìüò óôç óôá-

èåñÜ λ ôßèåôáé ãéá íá áðïêëåßóïõìå ðåñéðôþóåéò üðùò ç B = 2A, ðïõ áíáöÝñèçêå

ðñïçãïõìÝíùò. Åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ç óõíèÞêç (6.8) ìðïñåß íá ãñáöåß

éóïäýíáìá êáé ùò óõíèÞêç ôýðïõ Gårding,

(6.9)
(

F (t, v) − F (t, w), v − w
)

≥ (1 − λ)‖v − w‖2 − µ|v − w|2 ∀v, w ∈ V,

ìå F (t, v) := Av − F (t, v). Óõãêñßíåôå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ìå ôéò ó÷Ýóåéò óôéò ÁóêÞ-

óåéò 6.1, 6.2 êáé 6.3· ðáñáôçñÞóôå üôé ç F åäþ ðáßæåé ôïí ñüëï ôçò −f óå áõôÝò ôéò

áóêÞóåéò.

ÐáñÜëëçëá ìå ôï (6.7) èåùñïýìå êáé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

(6.10)

{

v′(t) + Av(t) = B
(

t, v(t)
)

, 0 < t < T,

v(0) = v0.

Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óôá ðñïâëÞìáôá (6.7) êáé (6.10)

ëáìâÜíïõìå

(u− v)′ + A(u− v) = B(t, u) −B(t, v).

Ðáßñíïíôáò ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå u − v Ý÷ïõìå, üðùò êáé óôç ãñáììéêÞ ðåñß-

ðôùóç,
1

2

d

dt
|u− v|2 + ‖u− v‖2 =

(

B(t, u) − B(t, v), u− v
)

,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (6.8),

1

2

d

dt
|u− v|2 + ‖u− v‖2 ≤ λ‖u− v‖2 + µ|u− v|2,
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óõíåðþò
d

dt
|u− v|2 − 2µ|u− v|2 + 2(1 − λ)‖u− v‖2 ≤ 0,

ïðüôå
d

dt

(

e−2µt|u− v|2
)

+ 2(1 − λ)e−2µt‖u− v‖2 ≤ 0.

Ïëïêëçñþíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç áðü 0 Ýùò t, t ≤ T, ðáßñíïõìå

e−2µt|(u− v)(t)|2 − |(u− v)(0)|2 + 2(1 − λ)

∫ t

0

e−2µs‖(u− v)(s)‖2ds ≤ 0

Þ

(6.11) |(u− v)(t)|2 + 2(1 − λ)

∫ t

0

e2µ(t−s)‖(u− v)(s)‖2ds ≤ e2µt|u0 − v0|2, t ∈ [0, T ].

Éäéáßôåñá áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé ç ìïíáäéêüôçôá ïìáëþí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (6.7).

6.2 Äéáêñéôïðïßçóç óôïí ÷ñüíï

¸óôù N ∈ N, k := T/N, êáé tn := nk, n = 0, . . . , N. Ïé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé, ìå

ôéò ïðïßåò èá áó÷ïëçèïýìå åäþ, äßíïõí ðñïóåããßóåéò Un ôùí ôéìþí un ôçò áêñéâïýò

ëýóçò óôï óçìåßï tn, un := u(tn).

6.2.1 ÐåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler

ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler ãéá ôï ðñüâëçìá (6.1) åßíáé

(6.12)

{

U0 := u0,

Un+1 + kAUn+1 = Un + kf(tn+1), n = 0, . . . , N − 1.

Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôùí ëýóåùí ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí åýêïëá ìå ôï

èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, áöïý ï
(

V, ‖ · ‖
)

åßíáé ÷þñïò ôïõ Hilbert.

Ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler ãéá ôï ðñüâëçìá (6.7) åßíáé

(6.13)

{

U0 := u0,

Un+1 + kAUn+1 = Un + kB
(

tn+1, Un+1
)

, n = 0, . . . , N − 1.
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Ç ìïíáäéêüôçôá ôùí ëýóåùí, ãéá k < 1/µ, áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ùò åîÞò. Äïèåßóçò

ôçò ðñïóÝããéóçò Un, Ýóôù üôé õðÜñ÷ïõí äýï ðñïóåããßóåéò Un+1 êáé V n+1, ïé ïðïßåò

éêáíïðïéïýí ôçí (6.13) êáé ôçí

V n+1 + kAV n+1 = Un + kB
(

tn+1, V n+1
)

,

áíôßóôïé÷á. Ãéá ôç äéáöïñÜ ôïõò ϑn+1, ϑn+1 := Un+1 − V n+1, Ý÷ïõìå

ϑn+1 + kAϑn+1 = k
[

B
(

tn+1, Un+1
)

− B
(

tn+1, V n+1
)]

.

Ðáßñíïíôáò åäþ ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ϑn+1 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí õðüèåóç

(6.8), ëáìâÜíïõìå

|ϑn+1|2 + k‖ϑn+1‖2 ≤ λk‖ϑn+1‖2 + µk|ϑn+1|2,

ïðüôå

(1 − µk)|ϑn+1|2 + k(1 − λ)‖ϑn+1‖2 ≤ 0.

Ëüãù ôùí õðïèÝóåùí λ < 1 êáé µk < 1 óõìðåñáßíïõìå üôé ϑn+1 = 0.

Ãéá ôçí ýðáñîç èá áðïäåßîïõìå üôé ï ôåëåóôÞò G : V → V ′, G(v) := v + kAv −
kB(tn+1, v)−Un, Ý÷åé äýï éäéüôçôåò: åßíáé éó÷õñÜ ìïíüôïíïò êáé éêáíïðïéåß ôç óõíèÞ-

êç ôïõ Lipschitz. Ïé äýï áõôÝò éäéüôçôåò äßíïõí ìáæß ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò

ðñïóÝããéóçò Un+1, ãéá k < 1/µ. Ãéá ôçí ðñþôç éäéüôçôá áñêïýí ïé óõíèÞêåò ðïõ

õðïèÝóáìå ìÝ÷ñé ôþñá, ãéá ôç äåýôåñç õðïèÝôïõìå åðß ðëÝïí üôé ï B éêáíïðïéåß

ôçí åîÞò óõíèÞêç ôïõ Lipschitz

(6.14) ‖B(t, v) −B(t, w)‖? ≤ L̃‖v − w‖ ∀v, w ∈ V,

ìå ìéá óôáèåñÜ L̃ ðïõ åðéôñÝðåôáé íá îåðåñíÜåé ôç ìïíÜäá. ÁíáöÝñïõìå üôé áõôÞ ç

óõíèÞêç äåí åßíáé ðåñéïñéóôéêÞ.

Êáô’ áñ÷Üò, üðùò áðïäåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò ìïíáäéêüôçôá, äéáðéóôþíïõìå üôé

(

G(v) −G(w), v − w
)

≥ (1 − µk)|v − w|2 + k(1 − λ)‖v − w‖2,

ïðüôå, ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ α, ðïõ åîáñôÜôáé êáé áðü ôï k,

(6.15)
(

G(v) −G(w), v − w
)

≥ α‖v − w‖2 ∀v, w ∈ V.

Åðßóçò, ìå ìéá óôáèåñÜ L, ðïõ åîáñôÜôáé êáé áðü ôï k, äéáðéóôþíïõìå üôé

(6.16) ‖G(t, v) −G(t, w)‖? ≤ L‖v − w‖ ∀v, w ∈ V.
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Ôþñá, ï ôåëåóôÞò G̃, G̃(v) := A−1/2G
(

A−1/2v
)

, áðåéêïíßæåé ôïíH óôïí åáõôü ôïõ êáé

éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò

(6.17)
(

G̃(v) − G̃(w), v − w
)

≥ α|v − w|2, ∀v, w ∈ H

êáé

(6.18) |G(t, v) −G(t, w)| ≤ L|v − w| ∀v, w ∈ H.

(Ç óõíèÞêç (6.17) áíáöÝñåôáé óôç âéâëéïãñáößá ùò éó÷õñÞ ìïíïôïíßá ôïõ ôåëåóôÞ

G̃.) Áðü ôéò (6.17) êáé (6.18) Ýðåôáé üôé ï ôåëåóôÞò F ,

F(v) := v − α

L2
G̃(v),

åßíáé óõóôïëÞ óôïí
(

H, (·, ·)
)

, åðïìÝíùò Ý÷åé áêñéâþò Ýíá óôáèåñü óçìåßï, ôï ïðïßï

åßíáé ç ìüíç ñßæá ôïõ G̃ êáé, óõíåðþò, êáé ôïõ G, âë. ôçí ¶óêçóç 6.24.

ÓõíÝðåéá. Áðïäåéêíýïõìå óõíÝðåéá ôçò ìåèüäïõ êáô’ åõèåßáí ãéá ôï ðñüâëçìá (6.7),

ïðüôå Ýðåôáé ùò åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáé ç óõíÝðåéá ãéá ôï ðñüâëçìá (6.1). Óçìåéþ-

íïõìå üôé ç áðüäåéîç åßíáé åî ßóïõ áðëÞ êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ,

ïñßæïõìå ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò En ùò

(6.19) kEn = u(tn+1) − u(tn) + kAu(tn+1) − kB
(

tn+1, u(tn+1)
)

.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï (6.7), Ý÷ïõìå

(6.20) kEn = u(tn+1) − u(tn) − ku′(tn+1).

Ôþñá, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor,

u(tn) = u(tn+1) − ku′(tn+1) +

∫ tn+1

tn
(s− tn)u′′(s) ds,

óõíåðþò

kEn =

∫ tn+1

tn
(s− tn)u′′(s) ds,

ïðüôå

(6.21) max
0≤n≤N−1

‖En‖? ≤ Ck,
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ìå ðñïöáíÞ ôçí áðáéôïýìåíç ïìáëüôçôá ôçò u êáé ôçí Ýííïéá ôçò óôáèåñÜò C.

Óýãêëéóç. Äåí èá áðïäåßîïõìå îå÷ùñéóôÜ åõóôÜèåéá ôçò ìåèüäïõ áëëÜ èá ðñï÷ù-

ñÞóïõìå êáô’ åõèåßáí óôçí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò· ç áðüäåéîç ôçò åõóôÜèåéáò èá

åßíáé ìåôÜ ðñïöáíÞò. Ç áðüäåéîç åßíáé áðëïýóôåñç óôç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç, (6.1),

áò äïýìå üìùò ôçí áðüäåéîç ãéá ôï ãåíéêüôåñï ìç ãñáììéêü ðñüâëçìá (6.7).

ÈÝôïíôáò em := um − Um êáé áöáéñþíôáò ôï âÞìá ôçò ìåèüäïõ ðïõ äßíåôáé óôçí

(6.13) áðü ôçí (6.19), ðáßñíïõìå

(6.22) en+1 + kAen+1 = en + k
[

B
(

tn+1, u(tn+1)
)

−B
(

tn+1, Un+1
)]

+ kEn.

ËáìâÜíïíôáò åäþ ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå en+1 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.8),

Ý÷ïõìå

(6.23) |en+1|2 + k‖en+1‖2 ≤ (en, en+1) + λk‖en+1‖2 + µk|en+1|2 + k(En, en+1).

Ôþñá,

(en, en+1) ≤ |en| |en+1| ≤ 1

2
|en|2 +

1

2
|en+1|2

êáé

(En, en+1) ≤ ‖En‖? ‖en+1‖ ≤ 1

4ε
‖En‖2

? + ε‖en+1‖2,

ãéá êÜèå èåôéêÞ óôáèåñÜ ε (ç ïðïßá èá åðéëåãåß êáôÜëëçëá óôç óõíÝ÷åéá), êáé ç

(6.23) äßíåé

(6.24) (1 − µk)|en+1|2 + 2(1 − λ− ε)k‖en+1‖2 ≤ |en|2 +
1

2ε
k‖En‖2

?.

ÅðéëÝãïõìå ôþñá ôï ε, Ýôóé þóôå 1−λ−ε > 0, öåñ’ åéðåßí ε := (1−λ)/2, êáé Ý÷ïõìå

(6.25) (1 − µk)|en+1|2 + (1 − λ)k‖en+1‖2 ≤ |en|2 +
1

1 − λ
k‖En‖2

?.

ÅðïìÝíùò, ãéá k ≤ 1/(2µ),

(6.26) |en+1|2 + 2(1 − λ)k‖en+1‖2 ≤ (1 + 2µk)|en|2 +
2

1 − λ
k‖En‖2

?.

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé åýêïëá åðáãùãéêÜ (äéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall)

üôé

(6.27) |en|2 + 2(1 − λ)k
n
∑

`=1

‖e`‖2 ≤ e2µtn 2

1 − λ
k

n−1
∑

`=1

‖E`‖2
?.
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ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôçí åêôßìçóç ìå ôç óõíÝðåéá (6.21), ïäçãïýìáóôå óôçí åðéèõ-

ìçôÞ åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò

(6.28) max
1≤n≤N

(

|en|2 + 2(1 − λ)k
n
∑

`=1

‖e`‖2
)1/2

≤ C̃k,

ìå óôáèåñÜ C̃ áíåîÜñôçôç ôïõ k.

Ç (6.28) ëÝãåôáé åêôßìçóç åê ôùí ðñïôÝñùí, ãéáôß ôï öñÜãìá óôï äåîéü ôçò ìÝëïò

äåí åîáñôÜôáé áðü ôéò ðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò, ìáò äßíåé äçëáäÞ ðëçñïöïñßåò ãéá ôéò

ðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò ÷ùñßò íá ôéò ÷ñçóéìïðïéåß. ÔÝôïéåò åêôéìÞóåéò åßíáé ÷ñÞóé-

ìåò, ãéáôß ìáò åîáóöáëßæïõí üôé üôáí ç ëýóç Ý÷åé ìéá óõãêåêñéìÝíç ïìáëüôçôá,

ôüôå ôï óöÜëìá Ý÷åé ìéá óõãêåêñéìÝíç áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ, óôçí ðñïêåéìÝ-

íç ðåñßðôùóç üôé öèßíåé ãñáììéêÜ ìå ôï k. Áðü ôéò åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò äåí

ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ðëçñïöïñßåò ôçò ìïñöÞò üôé ôï óöÜëìá äåí îåðåñíÜåé Ýíáí

ðñïêáèïñéóìÝíï áñéèìü, ãéáôß ïé óôáèåñÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óå áõôÝò åîáñôþíôáé

áðü íüñìåò ôçò (Üãíùóôçò) ëýóçò. Ãéá ôÝôïéåò ðëçñïöïñßåò êáôáöåýãïõìå óå åê

ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò, óôéò ïðïßåò èá åðáíÝëèïõìå áíáëõôéêüôåñá áñãüôåñá.

6.2.2 ÌÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson

Ç ìÝèïäïò ôïõ ìÝóïõ, óôçí ðåñßðôùóç Ìåñéêþí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, áíáöÝ-

ñåôáé ùò ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson. Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå ëßãï ôá ðñÜãìáôá

åéóÜãïõìå ëßãï óõìâïëéóìü. Ãéá äåäïìÝíá v0, . . . , vN , èÝôïõìå

vn+ 1

2 :=
1

2
(vn + vn+1), n = 0, . . . , N − 1.

Ãéá ôï ðñüâëçìá (6.1) ç ìÝèïäïò åßíáé

(6.29)

{

U0 := u0,

Un+1 + kAUn+ 1

2 = Un + kf(tn+ 1

2 ), n = 0, . . . , N − 1.

Ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson ãéá ôï ðñüâëçìá (6.7) åßíáé

(6.30)

{

U0 := u0,

Un+1 + kAUn+ 1

2 = Un + kB
(

tn+ 1

2 , Un+ 1

2

)

, n = 0, . . . , N − 1.
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Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôùí ëýóåùí áðïäåéêíýåôáé üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç

ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, óôç ìç ãñáììéêÞ ðåñß-

ðôùóç ï êáôÜëëçëïò ôåëåóôÞò åßíáé ôþñá G : V → V ′,

G(v) := v +
1

2
kAv − kB

(

tn+ 1

2 ,
1

2
(v + Un)

)

− 1

2
kAUn − Un.

ÓõíÝðåéá. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler, áðïäåé-

êíýïõìå óõíÝðåéá ôçò ìåèüäïõ ôùí Crank–Nicolson êáô’ åõèåßáí ãéá ôï ðñüâëçìá

(6.7), ïðüôå Ýðåôáé ùò åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáé ç óõíÝðåéá ãéá ôï ðñüâëçìá (6.1). ÊáôÜ

ôá ãíùóôÜ, ïñßæïõìå ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò En ùò

(6.31) kEn = un+1 − un + kAun+ 1

2 − kB
(

tn+ 1

2 , un+ 1

2

)

.

Ðñïóèáöáéñþíôáò ðñïöáíåßò üñïõò ãñÜöïõìå áõôÞ ôç ó÷Ýóç óôç ìïñöÞ

(6.32)
kEn =un+1 − un + kA

[

un+ 1

2 − u(tn+ 1

2 )
]

− k
[

B
(

tn+ 1

2 , un+ 1

2

)

−B
(

tn+ 1

2 , u(tn+ 1

2 )
)]

+ k
[

Au(tn+ 1

2 ) −B
(

tn+ 1

2 , u(tn+ 1

2 )
)]

,

ïðüôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï (6.7),

(6.33)
kEn =un+1 − un + ku′(tn+ 1

2 ) + kA
[

un+ 1

2 − u(tn+ 1

2 )
]

− k
[

B
(

tn+ 1

2 , un+ 1

2

)

−B
(

tn+ 1

2 , u(tn+ 1

2 )
)]

Ôþñá, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï tn+ 1

2 , Ý÷ïõìå

(6.34) un+ 1

2 = u(tn+ 1

2 ) +
1

2

[

∫ tn+1
2

tn
(s− tn)u′′(s) ds+

∫ tn+1

tn+1
2

(tn+1 − s)u′′(s) ds
]

.

Åðß ðëÝïí, áíáðôýóóïíôáò ðÜëé êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï tn+ 1

2 ,

(6.35)

u(tn+1) − u(tn) − ku′(tn+ 1

2 ) =

1

2

[

∫ tn+1
2

tn
(s− tn)2u′′′(s) ds+

∫ tn+1

tn+1
2

(tn+1 − s)2u′′′(s) ds
]

.

ïðüôå, ç (6.33) äßíåé, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz,

(6.36) max
0≤n≤N−1

‖En‖? ≤ Ck2,
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ìå ðñïöáíÞ ôçí áðáéôïýìåíç ïìáëüôçôá ôçò u êáé ôçí Ýííïéá ôçò óôáèåñÜò C.

Óýãêëéóç. Èá ðñï÷ùñÞóïõìå êáô’ åõèåßáí óôçí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ìåèü-

äïõ ôùí Crank–Nicolson· ç áðüäåéîç ôçò åõóôÜèåéáò èá åßíáé ìåôÜ ðñïöáíÞò. Ðñï-

êåéìÝíïõ íá áðïöýãïõìå åðáíáëÞøåéò, èá äþóïõìå ôçí áðüäåéîç ãéá ôï ìç ãñáììé-

êü ðñüâëçìá (6.7).

ÈÝôïíôáò em := um − Um êáé áöáéñþíôáò ôï âÞìá ôçò ìåèüäïõ ðïõ äßíåôáé óôçí

(6.30) áðü ôçí (6.31), ðáßñíïõìå

(6.37) en+1 − en + kAen+ 1

2 = k
[

B
(

tn+ 1

2 , un+ 1

2

)

−B
(

tn+ 1

2 , Un+ 1

2

)]

+ kEn.

ËáìâÜíïíôáò åäþ ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå en+ 1

2 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.8),

Ý÷ïõìå

1

2

(

|en+1|2 − |en|2
)

+ k‖en+ 1

2 ‖2 ≤ λk‖en+ 1

2 ‖2 + µk|en+ 1

2 |2 + k(En, en+ 1

2 )

Þ

(6.38)
1

2

(

|en+1|2−|en|2
)

+k‖en+ 1

2 ‖2 ≤ λk‖en+ 1

2 ‖2+µk|en+ 1

2 |2+εk‖en+ 1

2 ‖2+
1

4ε
k‖En‖2

?

ãéá êÜèå èåôéêÞ óôáèåñÜ ε (ç ïðïßá èá åðéëåãåß êáôÜëëçëá óôç óõíÝ÷åéá), âë. ôçí

áíôßóôïé÷ç áðüäåéîç óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler. Ôþñá,

|en+ 1

2 |2 ≤ 1

4

(

|en| + |en+1|
)2 ≤ 1

2

(

|en|2 + |en+1|2
)

êáé ç (6.38) äßíåé

|en+1|2 + 2(1 − λ− ε)k‖en+ 1

2 ‖2 ≤ |en|2 + µk|en+1|2 + µk|en|2 +
1

2ε
k‖En‖2

?

Þ

(1 − µk)|en+1|2 + 2(1 − λ− ε)k‖en+ 1

2 ‖2 ≤ (1 + µk)|en|2 +
1

2ε
k‖En‖2

?.

ÅðéëÝãïõìå ôþñá ôç óôáèåñÜ ε Ýôóé þóôå 1 − λ − ε > 0, ð.÷., ε := (1 − λ)/2, êáé

Ý÷ïõìå

(6.39) (1 − µk)|en+1|2 + (1 − λ)k‖en+ 1

2 ‖2 ≤ (1 + µk)|en|2 +
1

1 − λ
k‖En‖2

?.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ôï k åßíáé áñêåôÜ ìéêñü, k ≤ 1/(2µ), ïðüôå µk ≤ 1/2. Óçìåéþ-

íïõìå üôé ç Üëëç ðåñßðôùóç åßíáé åýêïëç. Ôþñá

1

1 − µk
≤ 1

2
êáé

1 + µk

1 − µk
≤ 1 + 4µk,
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ïðüôå ç (6.39) äßíåé , ãéá k ≤ 1/(2µ),

(6.40) |en+1|2 + 2(1 − λ)k‖en+ 1

2 ‖2 ≤ (1 + 4µk)|en|2 +
2

1 − λ
k‖En‖2

?.

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé åýêïëá åðáãùãéêÜ (äéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall)

üôé

(6.41) |en|2 + 2(1 − λ)k
n−1
∑

`=0

‖e`+ 1

2 ‖2 ≤ e4µtn 2

1 − λ
k

n−1
∑

`=1

‖E`‖2
?.

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôçí åêôßìçóç ìå ôç óõíÝðåéá (6.36), ïäçãïýìáóôå óôçí åðéèõ-

ìçôÞ åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò

(6.42) max
1≤n≤N

(

|en|2 + 2(1 − λ)k
n−1
∑

`=0

‖e`+ 1

2 ‖2
)1/2

≤ C̃k2,

ìå óôáèåñÜ C̃ áíåîÜñôçôç ôïõ k.

6.2.3 Ç äéâçìáôéêÞ ìÝèïäïò áíÜäñïìùí äéáöïñþí

ÈÝôïõìå U 0 := u0 êáé ïñßæïõìå ôç U 1 ùò ôçí ðñïóÝããéóç ðïõ äßíåé ç ðåðëåãìÝíç

ìÝèïäïò ôïõ Euler ãéá ôï ðñüâëçìá (6.7),

U1 + kAU 1 = kB(t1, U1).

¸÷ïíôáò Þäç óôç äéÜèåóÞ ìáò äýï áñ÷éêÝò ðñïóåããßóåéò, õðïëïãßæïõìå ôéò ðñïóåã-

ãßóåéò U 2, . . . , UN ìå ôç äéâçìáôéêÞ ìÝèïäï áíÜäñïìùí äéáöïñþí, ãéá ôï ðñüâëçìá

(6.7),

(6.43)
3

2
Un+2 − 2Un+1 +

1

2
Un + kAUn+2 = kB(tn+2, Un+2), n = 0, . . . , N − 2.

Ç ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôùí ðñïóåããßóåùí, ãéá áñêåôÜ ìéêñü k, áðïäåéêíýå-

ôáé åíôåëþò áíÜëïãá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler· ðñïò

áðïöõãÞí åðáíáëÞøåùí, ç áðüäåéîç ðáñáëåßðåôáé.

ÓõíÝðåéá. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, ïñßæïõìå ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò En ôçò ìåèüäïõ, ãéá ôï

ðñüâëçìá (6.7), ùò

(6.44) kEn =
3

2
un+2 − 2un+1 +

1

2
un + k

[

Aun+2 −B(tn+2, un+2)
]

.
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×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï (6.7), Ý÷ïõìå

(6.45) kEn =
3

2
un+2 − 2un+1 +

1

2
un − ku′(tn+2).

Ôþñá, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor, ùò ðñïò ôï óçìåßï tn+2, Ý÷ïõìå

un+1 = un+2 − ku′(tn+2) +
1

2
k2u′′(tn+2) − 1

2

∫ tn+2

tn+1

(s− tn+1)2u′′′(s) ds

êáé

un = un+2 − 2ku′(tn+2) + 2k2u′′(tn+2) − 1

2

∫ tn+2

tn
(s− tn)2u′′′(s) ds.

ÅðïìÝíùò, ç (6.45) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(6.46) kEn =

∫ tn+2

tn+1

(s− tn+1)2u′′′(s) ds− 1

4

∫ tn+2

tn
(s− tn)2u′′′(s) ds,

ïðüôå, ìå ðñïöáíÞ ôçí áðáéôïýìåíç ïìáëüôçôá ôçò u êáé ôçí Ýííïéá ôçò óôáèåñÜò

C, Ý÷ïõìå

(6.47) max
0≤n≤N−2

‖En‖? ≤ Ck2.

Óýãêëéóç. ÈÝôïíôáò em := um − Um êáé áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôçí (6.43) áðü ôçí

(6.44), ðáßñíïõìå

(6.48)
3

2
en+2 − 2en+1 +

1

2
en + kAen+2 + k

[

B(tn+2, un+2) −B(tn+2, Un+2)
]

+ kEn.

ËáìâÜíïíôáò åäþ ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå en+2 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.8),

Ý÷ïõìå

(3

2
en+2 − 2en+1 +

1

2
en, en+2

)

+ k‖en+2‖2 ≤ λk‖en+2‖2 + µk|en+2|2 + k(En, en+2).

ïðüôå, êáôÜ ôá ãíùóôÜ,

(6.49)
(3

2
en+2 − 2en+1 +

1

2
en, en+2

)

+ (1 − λ− ε)k‖en+2‖2 ≤ µk|en+2|2 +
1

4ε
k‖En‖2

?,

ãéá ïðïéáäÞðïôå èåôéêÞ óôáèåñÜ ε. ÅðéëÝãïõìå ôþñá ε := (1 − λ)/2, êáé Ý÷ïõìå

(6.50)
(3

2
en+2 −2en+1 +

1

2
en, en+2

)

+
1

2
(1−λ)k‖en+2‖2 ≤ µk|en+2|2 +

1

2(1 − λ)
k‖En‖2

?.
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×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí ôáõôüôçôá

(
3

2
εn+2 − 2εn+1 +

1

2
εn, εn+2) =

5

4
|εn+2|2 − |εn+1|2 − 1

4
|εn|2

−
[

(εn+2, εn+1) − (εn+1, εn)
]

+
1

4
|εn+2 − 2εn+1 + εn|2

ëáìâÜíïõìå

(6.51)

[5

4
|en+2|2 − (en+2, en+1) +

1

4
|en+1|2

]

+
1

2
(1 − λ)k‖en+2‖2 ≤

[5

4
|en+1|2 − (en+1, en) +

1

4
|en|2

]

+ µk|en+2|2 +
1

2(1 − λ)
k‖En‖2

?.

Ôþñá

(en+2, en+1) ≤ |en+2|2 +
1

4
|en+1|2,

ïðüôå

(6.52)
[5

4
|en+2|2 − (en+2, en+1) +

1

4
|en+1|2

]

≥ 1

4
|en+2|2,

êáé ç (6.51) äßíåé

(6.53)

(1 − 4µk)
[5

4
|en+2|2 − (en+2, en+1) +

1

4
|en+1|2

]

+
1

2
(1 − λ)k‖en+2‖2 ≤

[5

4
|en+1|2 − (en+1, en) +

1

4
|en|2

]

+
1

2(1 − λ)
k‖En‖2

?.

¸óôù ôþñá k ≤ 1/(8µ). Ôüôå

1

1 − 4µk
≤ 2 êáé

1

1 − 4µk
≤ 1 + 8µk,

åðïìÝíùò ç (6.53) äßíåé

(6.54)

[5

4
|en+2|2 − (en+2, en+1) +

1

4
|en+1|2

]

+ (1 − λ)k‖en+2‖2 ≤

(1 + 8µk)
[5

4
|en+1|2 − (en+1, en) +

1

4
|en|2

]

+
1

1 − λ
k‖En‖2

?.

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé åýêïëá åðáãùãéêÜ (äéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall)

üôé
[5

4
|en+2|2 − (en+2, en+1) +

1

4
|en+1|2

]

+ (1 − λ)k
n+2
∑

`=1

‖e`‖2 ≤

e2µtn+1
[

[5

4
|e1|2 − (e1, e0) +

1

4
|e0|2

]

+
1

1 − λ
k

n
∑

`=1

‖E`‖2
?

]

.
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Þ

(6.55)

[5

4
|en+2|2 − (en+2, en+1) +

1

4
|en+1|2

]

+ (1 − λ)k
n+2
∑

`=1

‖e`‖2 ≤

e2µtn+1
[5

4
|e1|2 +

1

1 − λ
k

n
∑

`=1

‖E`‖2
?

]

.

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÞ ôçí åêôßìçóç ìå ôçí (6.52), ôç óõíÝðåéá (6.47), êáé ôçí åêôßìçóç

ãéá ôçí |e1|, óôçí ïðïßá ïäçãåßôáé êáíåßò ðïëý åýêïëá, üðùò åßäáìå óôçí ðåðëåãìÝ-

íç ìÝèïäï ôïõ Euler, ïäçãïýìáóôå óôçí åðéèõìçôÞ åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò

(6.56) max
1≤n≤N

(

|en|2 + (1 − λ)k
n
∑

`=1

‖e`‖2
)1/2

≤ C̃k2,

ìå óôáèåñÜ C̃ áíåîÜñôçôç ôïõ k.

6.3 Åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò ôùí óöáëìÜôùí

Ãéá íá ïäçãçèïýìå óå åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò, óõíäõÜæïõìå ôç óõíÝðåéá ìå

ôçí åõóôÜèåéá ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ. ¼ðùò ãíùñßæïõìå Þäç, ôï óöÜëìá óõíÝ-

ðåéáò áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï ãéá ôï ìÝãåèïò ôçò áðïôõ÷ßáò ôçò áêñéâïýò ëýóçò íá åßíáé

ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç, äçëáäÞ íá éêáíïðïéåß ôçí áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï. Óôéò åê ôùí

õóôÝñùí åêôéìÞóåéò ïäçãïýìáóôå óõíäõÜæïíôáò ôï ëåãüìåíï õðüëïéðï ìå ôçí åõ-

óôÜèåéá ôïõ óõíå÷ïýò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí. Ôï õðüëïéðï ðáßæåé óå áõôÝò ôéò

åêôéìÞóåéò ñüëï áíôßóôïé÷ï åêåßíïõ ôïõ óöÜëìáôïò óõíÝðåéáò óôéò åê ôùí ðñïôÝ-

ñùí åêôéìÞóåéò. Ôï õðüëïéðï áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï ãéá ôï ìÝãåèïò ôçò áðïôõ÷ßáò ôçò

ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò íá åßíáé áêñéâÞò ëýóç, äçëáäÞ íá éêáíïðïéåß ôç äéáöïñéêÞ

åîßóùóç. ÖõóéêÜ, ãéá íá ìðïñåß êáíåßò êáí íá ìéëÞóåé ãéá ôï õðüëïéðï, ðñÝðåé íá

Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ ôïõ ìéá ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ïñéóìÝíç óå üëï ôï äéÜóôçìá [0, T ]

êáé ü÷é ìüíï óôïõò êüìâïõò ìéáò äéáêñéôïðïßçóçò. Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï êáôá-

óêåõÜæïõìå ôÝôïéåò ðñïóåããßóåéò, ðñïêåéìÝíïõ íá ïäçãçèïýìå óå êáôÜëëçëåò åê

ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò, áðïôåëåß êåíôñéêü èÝìá ó’ áõôÞ ôç ìåëÝôç êáé åîáñôÜôáé

êÜèå öïñÜ áðü ôç ìÝèïäï óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå. Óå áíôéäéáóôïëÞ ìå ôéò åê ôùí

ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò, üðïõ ç Ýñåõíá Ý÷åé ðñï÷ùñÞóåé ðÜñá ðïëý, ç Ýñåõíá óå èÝ-

ìáôá åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåùí ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò âñßóêåôáé áêüìá óå

áñ÷éêü óôÜäéï.
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6.3.1 ÐåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler

Óýìöùíá ìå ôçí (6.28), ãéá ôï óöÜëìá ôùí ðñïóåããßóåùí ðïõ äßíåé ç ìÝèïäïò ôïõ

Euler, Ý÷ïõìå

(6.57) max
1≤n≤N

|un − Un| ≤ C̃k,

õðïèÝôïíôáò êáôÜëëçëç ïìáëüôçôá ôçò áêñéâïýò ëýóçò. ÅðïìÝíùò, ìéá ëïãéêÞ åðé-

ëïãÞ ãéá íá ïäçãçèïýìå óå ðñïóåããßóåéò U(t) ôùí ôéìþí u(t) ìå ôÜîç áêñßâåéáò

Ýíá, åßíáé íá ïñßóïõìå ôç U, U(0) = U 0, êáôÜ ôìÞìáôá óôáèåñÞ óôá äéáóôÞìáôá

In := (tn−1, tn], n = 1, . . . , N, ìå ôéìÝò U(t) = Un, t ∈ In, n = 1, . . . , N. Åßíáé ðñÜãìáôé

åýêïëï íá ðåéóèïýìå üôé éó÷ýåé

(6.58) sup
0≤t≤T

|u(t) − U(t)| ≤ c̃k.

¼ðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá, ôï õðüëïéðï ôçò U äåí ìáò ïäçãåß óå ðñþôçò ôÜîçò åê

ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò. Ãéá íá ïäçãçèïýìå óå ôÝôïéåò åêôéìÞóåéò, åéóÜãïõìå êáé

ôçí ðñïóÝããéóç Û , Û(0) = U 0, ùò ôçí êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ (ðïëõþíõìï âáèìïý

ôï ðïëý Ýíá) óõíÜñôçóç ðïõ ðáñåìâÜëëåôáé óôéò ôéìÝò U 0, . . . , UN , äçëáäÞ

(6.59) Û(t) := Un−1 +
1

k
(Un − Un−1)(t− tn−1), t ∈ In, n = 1, . . . , N.

Ç Û áíáöÝñåôáé ùò áíáêáôáóêåõÞ ôçò ðñïóÝããéóçò U.

Ç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ãñáììéêïý ðñïâëÞìáôïò (6.1), ôï õðü-

ëïéðï R ôçò ðñïóÝããéóçò U åßíáé R(t) := U ′(t) + AU(t) − f(t), äçëáäÞ

(6.60) R(t) = AU(t) − f(t).

Óçìåéþíïõìå üôé ôï õðüëïéðï äåí ïñßæåôáé óôïõò êüìâïõò tn, áëëÜ áõôü äåí åßíáé

óçìáíôéêü ãéá üóá èá áêïëïõèÞóïõí. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ

(6.1) óôçí (6.60) ðáßñíïõìå

(6.61) R(t) = −u′(t) − A[u(t) − U(t)].

¼ðùò âëÝðïõìå ï äåýôåñïò üñïò åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò k, áëëÜ ï ðñþôïò üñïò

åßíáé ìçäåíéêÞò ôÜîçò, äçëáäÞ áíåîÜñôçôïò ôïõ k. Ãéá áõôüí áêñéâþò ôïí ëüãï, ôï

åí ëüãù õðüëïéðï äåí åßíáé êáôÜëëçëï ãéá íá ìáò ïäçãÞóåé óå åê ôùí õóôÝñùí åêôé-

ìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò ðñþôçò ôÜîçò, äçëáäÞ ßäéáò ôÜîçò ìå ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí
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åêôßìçóç. [Ç âáèýôåñç áéôßá ãéá áõôü ôï öáéíüìåíï Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé, üôáí

ðñïóåããßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç ìå êáôÜ ôìÞìáôá ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò âáèìïý

ôï ðïëý q, êáé ðñïóåããßæïõìå ôçí ðáñÜãùãü ôçò ìå ôçí ðáñÜãùãï ôçò ðñïóÝããéóçò,

ôüôå áõôÞ åßíáé ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç âáèìïý ôï ðïëý q − 1, êáé åðïìÝíùò ÷Üíå-

ôáé ìßá ôÜîç áêñßâåéáò.] Ãéá íá áíáêôÞóïõìå ôç âÝëôéóôç ôÜîç, êáôáöåýãïõìå óôçí

áíáêáôáóêåõÞ Û ôçò U, ç ïðïßá åßíáé ôìçìáôéêÜ ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç âáèìïý

ôï ðïëý Ýíá. Ôï õðüëïéðï R̂ ôçò Û åßíáé

(6.62) R̂(t) := Û ′(t) + AÛ(t) − f(t).

Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (6.12),

1

k
(Un − Un−1) = −AUn + f(tn),

ïðüôå, ãéá t ∈ (tn−1, tn),

(6.63) Û ′(t) = −AUn + f(tn)

Þ

(6.64) Û ′(t) + AU(t) = f(tn),

óõíåðþò ç (6.62) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôéò ìïñöÝò

(6.65) R̂(t) = A[Û(t) − Un] − [f(t) − f(tn)], t ∈ (tn−1, tn),

Þ

(6.66) R̂(t) = A[Û(t) − U(t)] − [f(t) − f(tn)], t ∈ (tn−1, tn).

¼ìùò, óýìöùíá ìå ôçí (6.59), ãéá t ∈ (tn−1, tn),

Û(t) − Un =
1

k
(Un − Un−1)(t− tn),

óõíåðþò ç (6.64) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

(6.67) R̂(t) =
1

k
A(Un − Un−1)(t− tn) − [f(t) − f(tn)], t ∈ (tn−1, tn).

Ôï õðüëïéðï R̂(t) åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò k, õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò ïìáëü-

ôçôáò.
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Èåùñïýìå ôþñá ôá óöÜëìáôá e êáé ê ôùí ðñïóåããßóåùí U êáé Û , áíôßóôïé÷á,

e(t) := u(t) − U(t) êáé ê(t) := u(t) − Û(t).

Áöáéñþíôáò ôçí (6.64) êáôÜ ìÝëç áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá (6.1),

ðáßñíïõìå

(6.68) ê′(t) + Ae(t) = Rf(t)

ìå

(6.69) Rf(t) := f(t) − f(tn), t ∈ (tn−1, tn).

Ôþñá

(Ae, ê) =
1

2

(

‖e‖2 + ‖ê‖2 − ‖ê− e‖2
)

=
1

2

(

‖e‖2 + ‖ê‖2 − ‖Û − U‖2
)

,

ïðüôå, ðáßñíïíôáò óôçí (6.68) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ê(t) ëáìâÜíïõìå

(6.70)
d

dt
|ê(t)|2 +

(

‖e(t)‖2 + ‖ê(t)‖2
)

= ‖Û(t) − U(t)‖2 + 2
(

Rf (t), ê(t)
)

.

Ôþñá,

2
(

Rf (t), ê(t)
)

≤ 2‖Rf(t)‖2
? +

1

2
‖ê(t)‖2,

óõíåðþò ç (6.70) äßíåé

d

dt
|ê(t)|2 +

(

‖e(t)‖2 +
1

2
‖ê(t)‖2

)

≤ ‖Û(t) − U(t)‖2 + 2‖Rf(t)‖2
?.

Ïëïêëçñþíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç áðü 0 Ýùò t ≤ T, ëáìâÜíïõìå

(6.71) |ê(t)|2+

∫ t

0

(

‖e(s)‖2+
1

2
‖ê(s)‖2

)

ds ≤
∫ t

0

‖Û(s)−U(s)‖2 ds+2

∫ t

0

‖Rf(s)‖2
? ds

êáé åýêïëá ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

(6.72)

max
0≤τ≤t

[

|ê(τ)|2 +

∫ τ

0

(

‖e(s)‖2 +
1

2
‖ê(s)‖2

)

ds
]

≤
∫ t

0

‖Û(s) − U(s)‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖Rf(s)‖2
? ds.
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Óçìåéþíïõìå üôé áõôÞ åßíáé ìéá åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç, áöïý ôï öñÜãìá óôï

äåîéü ôçò ìÝëïò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß.

Ç ìç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç. Ôï õðüëïéðï R̂ ôçò áíáêáôáóêåõÞò Û , âë. ôçí (6.59), ãéá

ôï ðñüâëçìá (6.7), åßíáé

(6.73) R̂(t) := Û ′(t) + AÛ(t) −B
(

t, Û(t)
)

.

Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (6.13),

1

k
(Un − Un−1) = −AUn +B(tn, Un),

ïðüôå, ãéá t ∈ (tn−1, tn),

(6.74) Û ′(t) = −AUn +B(tn, Un),

óõíåðþò ç (6.73) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôéò ìïñöÝò

(6.75) R̂(t) = A[Û(t) − Un] − [B
(

t, Û(t)
)

−B(tn, Un)], t ∈ (tn−1, tn),

Þ

(6.76) R̂(t) = A[Û(t) − U(t)] − [B
(

t, Û(t)
)

−B
(

tn, U(t)
)

], t ∈ (tn−1, tn).

ÃñÜöïõìå ôþñá ôçí (6.74) óôç ìïñöÞ

(6.77) Û ′(t) + AU(t) = B(tn, Un), t ∈ (tn−1, tn).

Áöáéñþíôáò ôçí (6.77) êáôÜ ìÝëç áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá (6.7),

ðáßñíïõìå

ê′(t) + Ae(t) = B
(

t, u(t)
)

− B(tn, Un),

ó÷Ýóç ðïõ ôç ãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ

(6.78) ê′(t) + Ae(t) = B
(

t, u(t)
)

− B
(

t, U(t)
)

+RU (t)

ìå

(6.79) RU (t) := B
(

t, Un
)

−B(tn, Un), t ∈ (tn−1, tn).
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Ôþñá,

(

B(t, u(t)) −B(t, U(t)), ê(t)
)

=
(

B(t, u(t)) − B(t, U(t)), e(t)
)

+
(

B(t, u(t)) −B(t, U(t)), U(t) − Û(t)
)

êáé, ëüãù ôùí (6.8) êáé (6.14), óôïé÷åéþäåéò õðïëïãéóìïß äßíïõí

(6.80)
(

B(t, u(t)) −B(t, U(t)), ê(t)
)

≤ λ‖e(t)‖2 + µ|e(t)|2 + L̃‖e(t)‖ ‖(Û − U)(t)‖.

Áíôßóôïé÷á,

(

B(t, u(t)) − B(t, U(t)), ê(t)
)

=
(

B(t, u(t)) −B(t, Û(t)), ê(t)
)

+
(

B(t, Û(t)) − B(t, U(t)), ê(t)
)

êáé

(6.81)
(

B(t, u(t)) −B(t, U(t)), ê(t)
)

≤ λ‖ê(t)‖2 + µ|ê(t)|2 + L̃‖ê(t)‖ ‖(Û − U)(t)‖.

Áèñïßæïíôáò ôéò (6.80) êáé (6.81), ëáìâÜíïõìå

(6.82)
2
(

B(t, u(t)) − B(t, U(t)), ê(t)
)

≤ λ
(

‖ê(t)‖2 + ‖e(t)‖2
)

+ µ
(

|ê(t)|2 + |e(t)|2
)

+ L̃
(

‖ê(t)‖ + ‖e(t)‖
)

‖(Û − U)(t)‖.

Ôþñá,

|e(t)|2 ≤
(

|ê(t)| + |(Û − U)(t)|
)2 ≤ 2|ê(t)|2 + 2|(Û − U)(t)|2

êáé

L̃
(

‖ê(t)‖ + ‖e(t)‖
)

‖(Û − U)(t)‖ ≤

≤ ε

2

(

‖ê(t)‖ + ‖e(t)‖
)2

+
L̃2

2ε
‖(Û − U)(t)‖2

≤ ε
(

‖ê(t)‖2 + ‖e(t)‖2
)

+
L̃2

2ε
‖(Û − U)(t)‖2.

ÅðïìÝíùò, áðü ôçí (6.82) ðáßñíïõìå

(6.83)

2
(

B(t, u(t)) −B(t, U(t)), ê(t)
)

≤ λ
(

‖ê(t)‖2 + ‖e(t)‖2
)

+ 3µ|e(t)|2

+ 2µ|(Û − U)(t)|2 + ε
(

‖ê(t)‖2 + ‖e(t)‖2
)

+
L̃2

2ε
‖(Û − U)(t)‖2

ãéá ïðïéáäÞðïôå èåôéêÞ óôáèåñÜ ε.
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Ðáßñíïíôáò óôç (6.78) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ê(t) Ý÷ïõìå

(6.84)

d

dt
|ê(t)|2 + ‖e(t)‖2 + ‖ê(t)‖2 = ‖Û(t) − U(t)‖2

+ 2
(

B(t, u(t)) −B(t, U(t)), ê(t)
)

+ 2
(

RU (t), ê(t)
)

,

ïðüôå, ëüãù ôçò (6.83),

(6.85)

d

dt
|ê(t)|2 + (1 − λ− 2ε)

(

‖ê(t)‖2 + ‖e(t)‖2
)

≤ 3µ|ê(t)|2

+
(

1 +
L̃2

2ε

)

‖(Û − U)(t)‖2 + 2µ|(Û − U)(t)|2 +
1

ε
‖RU(t)‖2

?.

Ìå ôç äéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall êáôáëÞãïõìå ôþñá åýêïëá óôçí åðéèõìçôÞ

åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç, åðéëÝãïíôáò, öåñ’ åéðåßí, ε := (1 − λ)/4,

(6.86)

|ê(t)|2 +
1 − λ

2

∫ t

0

e3µ(t−s)
(

‖ê(s)‖2 + ‖e(s)‖2
)

ds

≤
∫ t

0

e3µ(t−s)
[

(

1 +
2L̃2

1 − λ

)

‖(Û − U)(s)‖2

+ 2µ|(Û − U)(s)|2 +
4

1 − λ
‖RU(s)‖2

?

]

ds.

6.3.2 ÌÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson

Ç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç.

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (6.1) êáé ôç äéáêñéôïðïßçóÞ ôïõ ìå ôç ìÝèïäï ôùí Crank–

Nicolson, ìå Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, T ], ìå âÞìá k, âë. ôçí

(6.29).

Áöïý ôá óöÜëìáôá um −Um åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò, ãéá íá ðÜñïõìå ìéá ðñïóÝããé-

óç U(t) ôçò u(t), äåýôåñçò ôÜîçò, ãéá êÜèå t ∈ [0, T ], ïñßæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ôùí

Crank–Nicolson U ôçò u ðáñåìâÜëëïíôáò ãñáììéêÜ ìåôáîý ôùí ôéìþí Un−1 êáé Un,

(6.87) U(t) = Un+ 1

2 +
1

k
(Un − Un−1)(t− tn+ 1

2 ), t ∈ In.

Óõìâïëßæïõìå ìå R(t) ∈ H,

(6.88) R(t) := U ′(t) + AU(t) − f(t), t ∈ In,
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ôï õðüëïéðï ôçò U, ôï ïðïßï áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï ãéá ôï ìÝãåèïò ôçò áðïôõ÷ßáò ôçò

ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò U íá áðïôåëåß áêñéâÞ ëýóç ôïõ (6.1). Ôþñá

U ′(t) + AU(t) =
1

k
(Un − Un−1) + AUn+ 1

2 +
1

k
(t− tn+ 1

2 )A(Un − Un−1), t ∈ In,

ïðüôå, ëüãù ôçò (6.29),

U ′(t) + AU(t) = f(tn+ 1

2 ) +
1

k
(t− tn+ 1

2 )A(Un − Un−1), t ∈ In.

ÅðïìÝíùò, ôï õðüëïéðï ìðïñåß åðßóçò íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

(6.89) R(t) =
1

k
(t− tn+ 1

2 )A(Un − Un−1) + [f(tn+ 1

2 ) − f(t)], t ∈ In.

Ðñïöáíþò, ôï R(t) åßíáé ìéá åê ôùí õóôÝñùí ðïóüôçôá ðñþôçò ôÜîçò, áêüìç êáé

óôçí ðåñßðôùóç ìéáò âáèìùôÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò u′(t) = f(t), ìïëï-

íüôé ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson äßíåé ðñïóåããßóåéò äåýôåñçò ôÜîçò. ÅðåéäÞ ôï

óöÜëìá e := u−U éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç e′+Ae = −R, áí åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï

ôçò åíÝñãåéáò óôçí åîßóùóç óöÜëìáôïò, ïäçãïýìáóôå áíáãêáóôéêÜ óå öñÜãìáôá ôá

ïðïßá äåí åßíáé âÝëôéóôçò ôÜîçò.

ÁíáêáôáóêåõÞ ôçò ðñïóÝããéóçò ôùí Crank–Nicolson.

ÐñïêåéìÝíïõ íá áíáêôÞóïõìå ôç âÝëôéóôç ôÜîç, åéóÜãïõìå ôçí áíáêáôáóêåõÞ Û

ôçò ðñïóÝããéóçò ôùí Crank–Nicolson U, ùò ìéá ôìçìáôéêÜ ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç

óôïí ÷ñüíï, âáèìïý ôï ðïëý äýï, Û : [0, T ] → H üðùò óôç óõíÝ÷åéá. Êáô’ áñ÷Üò

åéóáãÜãïõìå ôç óõíÜñôçóç ϕ : In → H ùò ôç ãñáììéêÞ ðáñåìâÜëëïõóá ôçò f óôïõò

êüìâïõò tn−1 êáé tn+ 1

2 ,

(6.90) ϕ(t) := f(tn+ 1

2 ) +
2

k
(t− tn+ 1

2 )[f(tn+ 1

2 ) − f(tn−1)], t ∈ In,

êáé åí óõíå÷åßá ïñßæïõìå ìéá ôìçìáôéêÜ ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç, ôï ðïëý äåõôÝñïõ

âáèìïý, Φ ùò Φ(t) :=
∫ t

tn−1 ϕ(s)ds, t ∈ In, äçëáäÞ

(6.91) Φ(t) = (t− tn−1)f(tn+ 1

2 ) − 1

k
(t− tn−1)(tn − t)[f(tn+ 1

2 ) − f(tn−1)].

¼ðùò èá êáôáóôåß óáöÝò óôç óõíÝ÷åéá, ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôçò Φ åßíáé üôé

(6.92) Φ(tn−1) = 0, Φ(tn) = kf(tn+ 1

2 ) =

∫

In

f(tn+ 1

2 )dt.
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Ïñßæïõìå ôþñá ôçí áíáêáôáóêåõÞ Û ôçò ðñïóÝããéóçò ôùí Crank–Nicolson U ùò

(6.93) Û(t) := Un−1 −
∫ t

tn−1

AU(s) ds+ Φ(t) ∀t ∈ In.

Ðñïöáíþò,

Û ′(t) + AU(t) = ϕ(t), ∀t ∈ In.

Õðïëïãßæïíôáò ôï ïëïêëÞñùìá óôçí (6.93) ìå ôïí êáíüíá ôïõ ôñáðåæßïõ, ëáìâÜíïõ-

ìå

(6.94) Û(t) = Un−1 − 1

2
(t− tn−1)A[U(t) + Un−1] + Φ(t) ∀t ∈ In,

ó÷Ýóç ðïõ ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

Û(t) = Un−1 − A[(t− tn−1)Un−1 +
1

2k
(t− tn−1)2(Un − Un−1)] + Φ(t) ∀t ∈ In.

Ðñïöáíþò, Û(tn−1) = Un−1. Åðß ðëÝïí, ëüãù ôùí (6.92) êáé (6.29), Ý÷ïõìå

Û(tn) = Un−1 − kAUn+ 1

2 + Φ(tn)

= Un−1 + k[−AUn+ 1

2 + f(tn+ 1

2 )] = Un−1 + (Un − Un−1) = Un.

Óõíåðþò, ïé Û êáé U óõìðßðôïõí óôïõò êüìâïõòt0, . . . , tN . Éäéáßôåñá, ç Û : [0, T ] → H

åßíáé óõíå÷Þò.

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôéò (6.93) êáé (6.90), Ý÷ïõìå

(6.95) Û ′(t) + AU(t) = f(tn+ 1

2 ) +
2

k
(t− tn+ 1

2 )[f(tn+ 1

2 ) − f(tn−1)], t ∈ In.

Óõíåðþò, ôï õðüëïéðï R̂(t) ôçò Û ,

(6.96) R̂(t) := Û ′(t) + AÛ(t) − f(t), t ∈ In,

ìðïñåß íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

(6.97)
R̂(t) = A[Û(t) − U(t)]

+
[

f(tn+ 1

2 ) +
2

k
(t− tn+ 1

2 )[f(tn+ 1

2 ) − f(tn−1)] − f(t)
]

, t ∈ In.

Ç åê ôùí õóôÝñùí ðïóüôçôá R̂(t) åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò.

Åêôßìçóç ôçò äéáöïñÜò Û − U. Èá äïýìå ôþñá ÷ñÞóéìåò ðáñáóôÜóåéò, êáèþò êáé

åêôéìÞóåéò, ôçò äéáöïñÜò Û − U.
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Áðü ôçí (6.94) ðáßñíïõìå

Û(t) − U(t) = Un−1 − U(t) − 1

2
(t− tn−1)A[U(t) + Un−1] + Φ(t)

= −1

k
(t− tn−1)(Un − Un−1) − 1

2
(t− tn−1)A[U(t) + Un−1] + Φ(t).

Óõíåðþò, ëüãù ôçò (6.29),

Û(t) − U(t) = (t− tn−1)
[

AUn+ 1

2 − f(tn+ 1

2 )
]

− 1

2
(t− tn−1)A[U(t) + Un−1] + Φ(t)

= −1

2
(t− tn−1)A[U(t) − Un] + Φ(t) − (t− tn−1)f(tn+ 1

2 ),

ïðüôå, ëüãù ôçò (6.91), ãéá t ∈ In,

(6.98) Û(t) − U(t) = (t− tn−1)(tn − t)
( 1

2k
A(Un − Un−1) − 1

k
[f(tn+ 1

2 ) − f(tn−1)]
)

,

êáé áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé maxt∈In
|Û(t) − U(t)| = O(k2).

Åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò. ¼ðùò êáé ðñéí, óõìâïëßæïõìå ìå e êáé ê ôá óöÜëìáôá ôùí

ðñïóåããßóåùí U êáé Û , áíôßóôïé÷á, e := u−U êáé ê := u− Û .Áöáéñþíôáò ôçí (6.95)

áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá (6.1), ëáìâÜíïõìå

(6.99) ê′(t) + Ae(t) = Rf(t)

ìå

(6.100) Rf(t) := f(t) −
[

f(tn+ 1

2 ) +
2

k
(t− tn+ 1

2 )[f(tn+ 1

2 ) − f(tn−1)]
]

, t ∈ In.

Ðáßñíïíôáò óôçí (6.99) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ê(t), Ý÷ïõìå

(6.101)
1

2

d

dt
|ê(t)|2 +

(

Ae(t), ê(t)
)

=
(

Rf(t), ê(t)
)

.

Ôþñá,
(

Ae(t), ê(t)
)

=
1

2

(

‖e(t)‖2 + ‖ê(t)‖2 − ‖ê(t) − e(t)‖2
)

êáé
(

Rf (t), ê(t)
)

≤ ‖Rf(t)‖2
? +

1

4
‖ê(t)‖2,

óõíåðþò ç (6.101) äßíåé

(6.102)
d

dt
|ê(t)|2 + ‖e(t)‖2 +

1

2
‖ê(t)‖2 ≤ ‖Û(t) − U(t)‖2 + 2‖Rf(t)‖2

?.
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Ïëïêëçñþíïíôáò ôçí (6.102) áðü ôï 0 Ýùò ôï t ≤ T êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôï

ãåãïíüò üôé ê(0) = 0, ðáßñíïõìå

(6.103)

|ê(t)|2 +

∫ t

0

(

‖e(s)‖2 +
1

2
‖ê(s)‖2

)

ds

≤
∫ t

0

‖Û(s) − U(s)‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖Rf(s)‖2
? ds.

Áðü ôçí (6.103) óõìðåñáßíïõìå åýêïëá ôçí åðéèõìçôÞ åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç

(6.104)

max
0≤τ≤t

[

|ê(τ)|2 +

∫ τ

0

(

‖e(s)‖2 +
1

2
‖ê(s)‖2

)

ds
]

≤
∫ t

0

‖Û(s) − U(s)‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖Rf(s)‖2
? ds.

Ç ìç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç.

¼ðùò êáé óôç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç, ïñßæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ôùí Crank–Nicolson

(6.105) U(t) = Un+ 1

2 +
1

k
(Un − Un−1)(t− tn+ 1

2 ), t ∈ In.

¸óôù b : In → H ç ãñáììéêÞ ðáñåìâÜëëïõóá ôçò B(·, U(·)) óôïõò êüìâïõò tn−1 êáé

tn− 1

2 ,

(6.106) b(t) := B(tn+ 1

2 , Un+ 1

2 ) +
2

k
(t− tn+ 1

2 )
[

B(tn+ 1

2 , Un+ 1

2 ) −B(tn−1, Un−1)
]

,

t ∈ In. Ìå êßíçôñï ôïí ïñéóìü óôç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç, âë. ôçí (6.93), ïñßæïõìå

ôçí áíáêáôáóêåõÞ Û ôçò ðñïóÝããéóçò ôùí Crank–Nicolson U ùò åîÞò

(6.107) Û(t) := Un−1 −
∫ t

tn−1

AU(s) ds+ +

∫ t

tn−1

b(s) ds ∀t ∈ In,

äçëáäÞ

(6.108)
Û(t) =Un−1 − 1

2
(t− tn−1)A[U(t) + Un−1] + (t− tn−1)B(tn+ 1

2 , Un+ 1

2 )

+
1

k
(t− tn−1)(t− tn)

[

B(tn+ 1

2 , Un+ 1

2 ) −B(tn−1, Un−1)
]

t ∈ In. Óçìåéþóôå üôé ç (6.108) áíÜãåôáé óôçí (6.94) óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï ôåëåóôÞò

B åßíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ u. Áðü ôçí (6.105) Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(6.109) Û ′(t) + AU(t) = b(t) ∀t ∈ In.
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Åðß ðëÝïí, áìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé, ãéá t ∈ In,

U(t) − Û(t) =

− 1

2k
(t− tn−1)(tn − t)

[

A(Un − Un−1) − 2
[

B(tn+ 1

2 , Un+ 1

2 ) −B(tn−1, Un−1)
]

]

.

Áöáéñþíôáò ôçí (6.109) áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñüâëçìá (6.1), ðáßñíïõìå

(6.110) ê′(t) + Ae(t) = B(t, u(t)) −B(t, U(t)) +RU (t),

ìå

(6.111) RU (t) := B(t, U(t)) − b(t).

Ðñï÷ùñþíôáò üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler, ïäçãïý-

ìáóôå óôçí åðéèõìçôÞ åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç

(6.112)

|ê(t)|2 +
1 − λ

2

∫ t

0

e3µ(t−s)
(

‖ê(s)‖2 + ‖e(s)‖2
)

ds

≤
∫ t

0

e3µ(t−s)
[

(

1 +
2L̃2

1 − λ

)

‖(Û − U)(s)‖2

+ 2µ|(Û − U)(s)|2 +
4

1 − λ
‖RU(s)‖2

?

]

ds.

ÁóêÞóåéò

6.1 ¸óôù f : [a, b] × R → R ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ R
(

f(t, y1) − f(t, y2)
)

(y1 − y2) ≤ 0.

(ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå óôáèåñÞ ôéìÞ t ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò, ç óõíÜñôçóç f(t, ·) åßíáé öèßíïõ-

óá.) ¸óôù y êáé z ïé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′ = f(t, y), t ∈ [a, b],

y(a) = y0,
êáé

{

z′ = f(t, z), t ∈ [a, b],

z(a) = z0,

áíôßóôïé÷á. Áðïäåßîôå üôé, ãéá êÜèå t ∈ [a, b], éó÷ýåé

|y(t) − z(t)| ≤ |y0 − z0|.

6.2 Èåùñïýìå ôá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí ôçò ¶óêçóçò 6.1, õðïèÝôïíôáò áõôÞ ôç öïñÜ

üôé ç óõíå÷Þò óõíÜñôçóç f : [a, b] × R → R éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ R
(

f(t, y1) − f(t, y2)
)

(y1 − y2) ≤ µ(y1 − y2)
2,
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ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ µ. (Óçìåéþíïõìå üôé ãéá µ = 0 ç ðáñïýóá óõíèÞêç óõìðßðôåé ìå åêåßíç

óôçí ðñïçãïýìåíç ¶óêçóç.) ÓõíèÞêåò áõôÞò ôçò ìïñöÞò áíáöÝñïíôáé óôç âéâëéïãñáößá

ùò ìïíüðëåõñåò óõíèÞêåò ôïõ Lipschitz. Áðïäåßîôå üôé, ãéá êÜèå t ∈ [a, b], éó÷ýåé

|y(t) − z(t)| ≤ eµ(t−a)|y0 − z0|.

6.3 Ïé ÁóêÞóåéò 6.1 êáé 6.2 ãåíéêåýïíôáé êáé ãéá óõóôÞìáôá óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþ-

óåùí. Ç ãåíßêåõóç ôçò ¶óêçóçò 6.1 åßíáé: ¸óôù f : [a, b] × Rm → Rm ìéá óõíå÷Þò óõíÜñ-

ôçóç ôÝôïéá þóôå

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ Rm
(

f(t, y1) − f(t, y2), y1 − y2

)

≤ 0.

¸óôù y êáé z ïé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′ = f(t, y), t ∈ [a, b],

y(a) = y0,
êáé

{

z′ = f(t, z), t ∈ [a, b],

z(a) = z0,

áíôßóôïé÷á. Áðïäåßîôå üôé, ãéá êÜèå t ∈ [a, b], éó÷ýåé

‖y(t) − z(t)‖ ≤ ‖y0 − z0‖.

Óõìâïëßóáìå åäþ ìå
(

·, ·
)

êáé ‖ · ‖ ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ôçí Åõêëåßäåéá

íüñìá, áíôßóôïé÷á, óôïí Rm.

6.4 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′ = f(t, y), t ∈ [a, b],

y(a) = y0,

êáé õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç f ðëçñïß ôç ìïíüðëåõñç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz ðïõ äßíåôáé

óôçí ¶óêçóç 6.2. Âåâáéùèåßôå üôé ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

u(t) := e−µ(t−a)y(t)

ôï ðñüâëçìá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

{

u′ = F (t, u), t ∈ [a, b],

u(a) = y0,

ìå

F (t, v) := e−µ(t−a)f
(

t, eµ(t−a)v
)

− µv

êáé áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç F éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ðïõ äßíåôáé óôçí ¶óêçóç 6.1,

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ R
(

F (t, y1) − F (t, y2)
)

(y1 − y2) ≤ 0.
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6.5 ¸óôù a ∈ R êáé f : [0,∞) → R ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Áðïäåßîôå üôé ç ëýóç y ôïõ

ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′(t) = ay(t) + f(t), t ≥ 0,

y(0) = y0

äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

y(t) = eaty0 +

∫ t

0
ea(t−s)f(s) ds, t ≥ 0.

Óçìåéþíïõìå üôé ï ðñþôïò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò ðáñéóôÜ ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí

ïìïãåíÞ åîßóùóç
{

x′(t) = ax(t), t ≥ 0,

x(0) = y0

åíþ ç ïëïêëçñùôÝá ðïóüôçôá ea(t−s)f(s) ðáñéóôÜ ôçí ôéìÞ óôï óçìåßï t ôçò ëýóçò ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò
{

x′(t) = ax(t), t ≥ s,

x(s) = f(s).

6.6 ¸óôù M ∈ Rm,m Ýíáò ðßíáêáò.

á) Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôïí ïñéóìü ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò ex ãéá ðñáãìáôéêü áñéèìü

x, ïñßæïõìå ôïí ðßíáêá eM ùò

eM :=
∞
∑

`=0

1

`!
M `.

¸óôù ‖ · ‖ ìéá íüñìá ðéíÜêùí. Áðïäåßîôå üôé

∀ε > 0 ∃n ∈ N ∀k ∈ N ‖
n+k
∑

`=n

1

`!
M `‖ ≤ ε,

äçëáäÞ üôé ç óåéñÜ óõãêëßíåé êáé óõíåðþò ï ðßíáêáò eM åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò.

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí åêôßìçóç

‖
n+k
∑

`=n

1

`!
M `‖ ≤

n+k
∑

`=n

1

`!
‖M‖`

êáé ôï ãåãïíüò üôé ç óåéñÜ
∑∞

`=0
1
`!x

` óõãêëßíåé ãéá êÜèå x ∈ R. ]
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â) Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′(t) = My(t), t ≥ 0,

y(0) = y0.

Áðïäåßîôå üôé ç ëýóç ôïõ y äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

y(t) = etMy0, t ≥ 0.

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé

(

etM
)′

=
(

∞
∑

`=0

1

`!
t`M `

)′
=

∞
∑

`=1

1

(`− 1)!
t`−1M ` = MetM . ]

ã) Óõìâïëßæïõìå ìå E(t) ôïí ôåëåóôÞ ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ôïõ ìÝñïõò

â), äçëáäÞ E(t) = etM , ïðüôå y(t) = E(t)y0. Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôç ó÷Ýóç ex+y =

exey ãéá ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x êáé y, éó÷ýåé êáé ãéá ðßíáêåò A,B ∈ Rm,m üôé

eA+B = eAeB, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ïé A êáé B áíôéìåôáôßèåíôáé, äçëáäÞ AB = BA.

Äå÷èåßôå áõôü ôï ãåãïíüò êáé áðïäåßîôå üôé ï ôåëåóôÞòE(t) Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò çìéï-

ìÜäáò, äçëáäÞ üôé

E(σ + τ) = E(σ)E(τ) ∀σ, τ ≥ 0.

Áõôü óçìáßíåé üôé áí ëýóïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ðñïâëÞìáôá

{

x′(t) = Mx(t), 0 ≤ t ≤ σ,

x(0) = y0.

êáé
{

x′(t) = Mx(t), σ ≤ t ≤ σ + τ,

x(σ) = E(σ)y0

Þ ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá óôï äéÜóôçìá [0, σ + τ ] ðáßñíïõìå ôï ßäéï áðïôÝëåóìá, y(σ +

τ) = x(σ + τ). Ìå Üëëá ëüãéá, óôçí ôéìÞ ôçò ëýóçò óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ σ + τ ìðï-

ñïýìå íá ïäçãçèïýìå åßôå ëýíïíôáò ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá óôï äéÜóôçìá [0, σ+ τ ], åßôå

ëýíïíôáò ôï ðñüâëçìá êáô’ áñ÷Üò óôï äéÜóôçìá [0, σ] êáé åí óõíå÷åßá óôï äéÜóôçìá

[σ, σ + τ ], áëëÜ öõóéêÜ ìå ôç óùóôÞ ôþñá áñ÷éêÞ ôéìÞ E(σ)y0.

6.7 ¸óôù Λ = diag(λ1, . . . , λm) Ýíáò äéáãþíéïò ðßíáêáò êáé M ∈ Rm,m Ýíáò äéáãùíéïðïéÞ-

óéìïò ðßíáêáò, M = UΛU−1 ìå Λ = diag(λ1, . . . , λm). Áðïäåßîôå üôé

á) eΛ = diag
(

eλ1 , . . . , eλm
)

â) eM = UeΛU−1, ïðüôå, öõóéêÜ, etM = UetΛU−1, ãéá t ∈ R.
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6.8 ¸óôù f : [0,∞) → Rm ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôçò ¶óêç-

óçò 6.6, èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′(t) = My(t) + f(t), t ≥ 0,

y(0) = y0.

Áðïäåßîôå üôé
(

e−tMy(t)
)′

= e−tMf(t)

êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

y(t) = etMy0 +

∫ t

0
e(t−s)Mf(s) ds, t ≥ 0.

(Óõãêñßíåôå ìå ôï áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá óôçí ¶óêçóç 6.5.) Ç ó÷Ýóç áõôÞ ãñÜöåôáé êáé

óôç ìïñöÞ

y(t) = E(t)y0 +

∫ t

0
E(t− s)f(s) ds,

üðïõ E(t) = etM , ç ïðïßá óõíÞèùò áíáöÝñåôáé ùò áñ÷Þ ôïõ Duhamel. Óçìåéþíïõìå üôé ï

ðñþôïò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ç ôéìÞ óôï óçìåßï t ôçò ëýóçò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò

ðñïâëÞìáôïò
{

x′(t) = Mx(t), t ≥ 0,

x(0) = y0,

åíþ ç ðáñÜóôáóç E(t− s)f(s) åßíáé ç ôéìÞ óôï óçìåßï t ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

{

x′(t) = Mx(t), t ≥ s,

x(s) = f(s).

6.9 ¸óôù M ∈ Cm,m Ýíáò ðßíáêáò ìå éäéïôéìÝò λ1, . . . , λm ìå ìç èåôéêü ðñáãìáôéêü ìÝñïò,

Reλi ≤ 0, i = 1, . . . ,m. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′(t) = My(t), t ≥ 0,

y(0) = y0

ìå y0 6= 0. Óêïðüò ìáò óôçí ðáñïýóá ¶óêçóç, êáèþò êáé óå ïñéóìÝíåò ðïõ áêïëïõèïýí,

åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ ëüãïõ

‖y(t)‖
‖y0‖

,

üðïõ ‖ · ‖ ìéá íüñìá óôïí Cm.
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á) Áí m = 1, áðïäåßîôå üôé

|y(t)| ≤ |y0|, t ≥ 0.

â) Áí m = 2, êáé M = (0 1
0 0) , ïðüôå, ðñïöáíþò, λ1 = λ2 = 0, áðïäåßîôå üôé ç ëýóç y(t)

äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

y(t) =

(

(y0)1 + (y0)2t

(y0)2

)

, t ≥ 0,

üðïõ (y0)1 êáé (y0)2 6= 0 ïé óõíéóôþóåò ôïõ y0, êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

‖y(t)‖
‖y0‖

→ ∞, t → ∞,

óå áíôéäéáóôïëÞ ìå ôçí ðåñßðôùóç m = 1 ðïõ åîåôÜóôçêå ðñïçãïõìÝíùò.

6.10 ¸óôù µ ∈ R. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü ôçò ¶óêçóçò 6.9 êáé õðïèÝôïõìå ôþñá

üôé M =
(

−1 µ
0 0

)

, ïðüôå ïé éäéïôéìÝò åßíáé λ1 = −1 êáé λ2 = 0. Ç ëýóç y(t) äßíåôáé áðü ôç

ó÷Ýóç

y(t) =

(

(y0)1e−t + (y0)2µ(1 − e−t)

(y0)2

)

, t ≥ 0.

Éäéáßôåñá, ãéá (y0)1 = 0 êáé ìéá íüñìá ‖ · ‖p (p ≥ 1) óôïí R2, áðïäåßîôå üôé

‖y(t)‖p

‖y0‖p
≤
(

1 + |µ|p
)1/p

, t ≥ 0.

Óõãêñßíåôå ðÜëé ìå ôï áðïôÝëåóìá óôçí ðåñßðôùóç m = 1 ðïõ åîåôÜóôçêå óôçí ¶óêç-

óç 6.9á, üðïõ ï áíôßóôïé÷ïò ëüãïò öñÜóóåôáé áðü ôç ìïíÜäá.

6.11 ¸óôù λ ∈ C Ýíáò áñéèìüò ìå áñíçôéêü ðñáãìáôéêü ìÝñïò, Reλ < 0. ×ñçóéìïðïéïýìå

ôïí óõìâïëéóìü ôçò ¶óêçóçò 6.9 êáé õðïèÝôïõìå ôþñá üôé ï ðßíáêáò M Ý÷åé ôï λ óôéò

èÝóåéò ôçò äéáãùíßïõ ôïõ, ôç ìïíÜäá óôéò èÝóåéò ôçò õðåñäéáãùíßïõ ôïõ êáé ìçäåíéêÜ óôéò

õðüëïéðåò èÝóåéò,

M =



















λ 1 0

λ 1
. . .

. . .

. . . 1

0 λ



















,

ïðüôå ïé éäéïôéìÝò åßíáé λ1 = · · · = λm = λ. Âåâáéùèåßôå üôé ç ëýóç y(t) =
(

y1(t), . . . ,

ym(t)
)T

äßíåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò











yn(t) = yn(0)eλt,

yi(t) = yi(0)eλt +

∫ t

0
yi+1(s)e

λ(t−s)ds, i = m− 1, . . . , 1,
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êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ç óõíÜñôçóç ϕ,ϕ(t) :=
∫ t
0 |eλ(t−s)| ds, åßíáé ïìïéüìïñ-

öá öñáãìÝíç, óõìðåñÜíåôå üôé

‖y(t)‖∞ ≤ C‖y0‖∞, t ≥ 0,

ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ C. Óõãêñßíåôå ìå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜóôçêå óôçí ¶óêçóç 6.9â.

6.12 ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü ôçò ¶óêçóçò 6.9 êáé õðïèÝôïõìå ôþñá üôé, ðÝñáí

ôçò õðüèåóçò Reλi ≤ 0, i = 1, . . . ,m, éó÷ýåé Reλi < 0, áí ôï λi åßíáé ðïëëáðëÞ éäéïôéìÞ.

Áðïäåßîôå üôé

‖y(t)‖ ≤ C‖y0‖, t ≥ 0,

ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ C ðïõ åîáñôÜôáé êáé áðü ôç íüñìá ‖ · ‖.
[Õðüäåéîç: Ãéá m = 1 ï éó÷õñéóìüò éó÷ýåé ðñïöáíþò. Ãéá m > 1, Ýóôù T ∈ Cm,m Ýíáò

ðßíáêáò ôÝôïéïò þóôå T−1MT = J íá åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ Jordan ôïõ ðßíáêá M.Ìå

x(t) := T−1y(t) ãñÜøôå ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôç ìïñöÞ

x′(t) = Jx(t).

Ôï ðñüâëçìá äéáóðÜôáé ôþñá óå ðñïâëÞìáôá ôçò ìïñöÞò ðïõ ìåëåôÞèçêáí óôçí ¶óêç-

óç 6.8 êáé ðñïâëÞìáôá ìå m = 1. ÅðïìÝíùò

‖x(t)‖∞ ≤ C̃‖x(0)‖∞, t ≥ 0,

êáé ç éóïäõíáìßá ôùí íïñìþí óôïí Cm ïäçãåß óôï áðïôÝëåóìá.]

6.13 Ìå ôïí óõìâïëéóìü ôçò ¶óêçóçò 6.9, õðïèÝôïõìå üôé ï ðßíáêáò M ∈ Rm,m åßíáé óõì-

ìåôñéêüò, êáé üôé ïé (ðñáãìáôéêÝò) éäéïôéìÝò ôïõ åßíáé ìç èåôéêÝò, λi ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m.

á) ¸óôù ϕ : (−∞, 0] → R ìéá öñáãìÝíç, óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Ï ôåëåóôÞò ϕ(M) ∈ Rm,m

ïñßæåôáé ùò åîÞò: Èåùñïýìå ôá ïñèïìïíáäéáßá, ùò ðñïò ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï (·, ·) óôïí Rm, éäéïäéáíýóìáôá ôïõ M, v(i), i = 1, . . . ,m, ôÝôïéá þóôå Mv(i) =

λiv
(i), 1 ≤ i ≤ m. Ãéá êÜèå v ∈ Rm ïñßæïõìå ôç äñÜóç ôïõ ϕ(M) áðü ôç ó÷Ýóç

(‘öáóìáôéêÞ’ ðáñÜóôáóç ôïõ M )

ϕ(M)v =
m
∑

i=1

ϕ(λi)(v, v
(i))v(i) .

Áðïäåßîôå üôé

‖ϕ(M)‖2 = max
1≤i≤m

|ϕ(λi)|,

üðïõ ‖ · ‖2 ç íüñìá ðéíÜêùí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá óôïí Rm.
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â) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðáñÜóôáóç

y(t) = etMy(0), t ≥ 0,

ôçò ëýóçò y ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò, áðïäåßîôå üôé éó÷ýåé

‖y(t)‖2 ≤ et(maxi λi)‖y(0)‖2, t ≥ 0.

ã) Áðïäåßîôå üôé ï ïñéóìüò ôïõ etM ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åäþ åßíáé óõìâáôüò ìå åêåß-

íïí ôçò ¶óêçóçò 6.6á.

6.14 ¸óôù M ∈ Rm,m Ýíáò ìç èåôéêÜ ïñéóìÝíïò ðßíáêáò, (Mx, x) ≤ 0 ãéá êÜèå x ∈ Rm.

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí
{

y′(t) = My(t), t ≥ 0,

y(0) = y0.

Áðïäåßîôå üôé ç Åõêëåßäåéá íüñìá ‖y(·)‖ åßíáé öèßíïõóá óõíÜñôçóç.

6.15 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí


























x′(t) = −2x(t) + y(t), t ≥ 0,

y′(t) = 2x(t) − 2y(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,

y(0) = y0.

Áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç [x(·)]2 + [y(·)]2 åßíáé öèßíïõóá.

[Õðüäåéîç: Ï ðßíáêáò
(

−2 1
2 −2

)

åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíïò. Âë. ôçí ¶óêçóç 6.14.]

6.16 ¸óôù M ∈ Rm,m Ýíáò áíôéóõììåôñéêüò ðßíáêáò, äçëáäÞ ôÝôïéïò þóôå ãéá ôá óôïé÷åßá

ôïõ íá éó÷ýåé Mij = −Mji, i, j = 1, . . . ,m. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

{

y′(t) = My(t), t ≥ 0,

y(0) = y0.

Áðïäåßîôå üôé ç Åõêëåßäåéá íüñìá ‖y(·)‖ åßíáé óôáèåñÞ óõíÜñôçóç, ‖y(t)‖ = ‖y(0)‖, ãéá

êÜèå t ≥ 0.

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé (Mx, x) = 0 ãéá êÜèå x ∈ Rm.ÐÜñôå ôþñá óôï óýóôçìá ôùí äéáöï-

ñéêþí åîéóþóåùí ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå y(t) êáé ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ðñïáíáöåñèåßóá

éäéüôçôá.]

6.17 ¸óôù M ∈ Rm,m Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíáêáò. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí
{

y′(t) = iMy(t), t ≥ 0,

y(0) = y0
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ãéá ìéá óõíÜñôçóç y : [0,∞) → Cm, üðïõ i ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá. Áðïäåßîôå üôé ç Åõêëåß-

äåéá íüñìá ‖y(·)‖ åßíáé óôáèåñÞ óõíÜñôçóç, ‖y(t)‖ = ‖y(0)‖, ãéá êÜèå t ≥ 0.

[Õðüäåéîç: ÐÜñôå óôï óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå y(t) êáé

÷ñçóéìïðïéÞóôå ôï ãåãïíüò üôé óôç ìéãáäéêÞ ðåñßðôùóç éó÷ýåé

d

dt
‖y(t)‖2 =

d

dt

(

y(t), y(t)
)

=
(

y′(t), y(t)
)

+
(

y(t), y′(t)
)

= 2Re
(

y′(t), y(t)
)

,

äçëáäÞ Re
(

y′(t), y(t)
)

= 1
2

d
dt‖y(t)‖2. Åðß ðëÝïí éó÷ýåé (Mz, z) ∈ R, ãéá êÜèå z ∈ Cm.]

6.18 Èåùñïýìå ìéá óõíÜñôçóç f : R → R ç ïðïßá åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé ôÝ-

ôïéá þóôå f ′(x) ≤ 0 ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü x, x ∈ R. Äéáêñéôïðïéïýìå ôï ðñüâëçìá

áñ÷éêþí ôéìþí
{

y′(t) = f
(

y(t)
)

, t ∈ [a, b],

y(a) = y0,

ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ôñáðåæßïõ, èåùñþíôáò Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b].

Áðïäåßîôå üôé ïé ðñïóåããßóåéò åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíåò.

6.19 ¸óôù ϕ : [0, 1] → R ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Äéáêñéôïðïéïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí

ôéìþí
{

y′(t) = −
(

y(t)
)3

+ ϕ(t), t ∈ [0, 1],

y(0) = 1,

ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ôñáðåæßïõ, èåùñþíôáò Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ôïõ äéáóôÞìáôïò [0, 1]

ìå âÞìá h. Áðïäåßîôå üôé ïé ðñïóåããßóåéò åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíåò.

6.20 Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer, áí K åßíáé Ýíá ìç êåíü, êõñôü,

êëåéóôü êáé öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Rm êáé f : K → K ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, ôüôå ç f

Ý÷åé óôï K ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óôáèåñü óçìåßï, äçëáäÞ õðÜñ÷åé x? ∈ K ôÝôïéï þóôå f(x?) =

x?. Ãéá ôçí áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç, üðïõ m = 1 êáé K = [a, b], âë. ôçí Ðñüôáóç 2.2 óôï [2].

Ôï èåþñçìá áõôü ìáò åßíáé ÷ñÞóéìï ðïëëÝò öïñÝò ãéá íá áðïäåßîïõìå ýðáñîç áñéèìçôéêþí

ëýóåùí.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer ãéá íá áðïäåßîåôå ôçí åîÞò

éäéáßôåñá åý÷ñçóôç åêäï÷Þ ôïõ: ¸óôù g : Rm → Rm ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå

(g(x), x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ Rm ìå ‖x‖ = α, ãéá Ýíáí èåôéêü áñéèìü α. Ôüôå õðÜñ÷åé x? ∈ Rm

ôÝôïéï þóôå g(x?) = 0 êáé ‖x?‖ ≤ α. Ôá (·, ·) êáé ‖ · ‖ óõìâïëßæïõí åäþ ôï Åõêëåßäåéï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ôçí Åõêëåßäåéá íüñìá óôïí Rm, áíôßóôïé÷á.

[Õðüäåéîç: Ôï óýíïëï K := {x ∈ Rm : ‖x‖ ≤ α} åßíáé ðñïöáíþò ìç êåíü, êõñôü, êëåéóôü

êáé öñáãìÝíï. Áí g(x) 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ K, ôüôå ç óõíÜñôçóç f : K → K,

f(x) = −α g(x)

‖g(x)‖ ,
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èá Þôáí óõíå÷Þò êáé, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer, èá åß÷å Ýíá

óôáèåñü óçìåßï x? óôï K. Ïäçãçèåßôå óôï Üôïðï üôé óõã÷ñüíùò ‖x?‖ = α êáé ‖x?‖2 =

(f(x?), x?) ≤ 0.]

6.21 Äþóôå ìéá áðüäåéîç ýðáñîçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ôùí ðñïóåããßóåùí ìå ôçí ðåðëåãìÝíç

ìÝèïäï ôïõ Euler ãéá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç ôçò ¶óêç-

óçò 6.1, ÷ùñßò ðåñéïñéóìü óôï h, ç ïðïßá íá ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß êáé ãéá óõóôÞìáôá Ó.Ä.Å.,

âë. ôéò ÁóêÞóåéò 6.22 êáé 6.23.

[Õðüäåéîç: Èåùñïýìå ôç óõíå÷Þ óõíÜñôçóç g, g(x) := x−yn−hf(tn+1, x), x ∈ R. Ãéá x ∈ R,

Ý÷ïõìå

g(x) · x = x2 − yn · x− hf(tn+1, x) · x
= x2 − yn · x− h[f(tn+1, x) − f(tn+1, 0)] · x− hf(tn+1, 0) · x ,

ïðüôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç óõíèÞêç ôçò ¶óêçóçò 6.1, Ý÷ïõìå

g(x) · x ≥ x2 − [yn + hf(tn+1, 0)] · x.

Óõíåðþò, åðåéäÞ [yn + hf(tn+1, 0)] · x ≤ 1
2

(

x2 + [yn + hf(tn+1, 0)]2
)

,

g(x) · x ≥ 1

2

(

|x|2 − |yn + hf(tn+1, 0)|2
)

∀x ∈ R.

Ãéá x ∈ R, |x| = |yn + hf(tn+1, 0)| + 1, Ý÷ïõìå åðïìÝíùò g(x) · x > 0. Óõìðåñáßíïõìå üôé ç g

Ý÷åé äéáöïñåôéêÜ ðñüóçìá óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò

[−|yn + hf(tn+1, 0)| − 1, |yn + hf(tn+1, 0)| + 1],

óõíåðþò Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ñßæá óå áõôü ôï äéÜóôçìá. ¼óïí áöïñÜ ôþñá ôç ìïíáäéêüôç-

ôá, õðïèÝôïíôáò üôé x, y ∈ R åßíáé ñßæåò ôçò g, Ý÷ïõìå

g(x) − g(y) = 0

Þ

x− y = h[f(tn+1, x) − f(tn+1, y)].

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß x− y êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç (2.43) ðáßñíïõìå (x− y)2 ≤ 0, ïðüôå

x = y.]

6.22 Èåùñïýìå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ôçò ìïñöÞò

{

y′(t) = f(t, y), t ∈ [a, b],

y(a) = y0,
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üðïõ f : [a, b] × Rm → Rm ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ Rm
(

f(t, y1) − f(t, y2), y1 − y2

)

≤ 0,

ìå (·, ·) ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí Rm. Áðïäåßîôå üôé ïé ðñïóåããßóåéò ìå ôçí

ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler, ùò ðñïò Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ìå âÞìá h, åßíáé êáëÜ

ïñéóìÝíåò.

[Õðüäåéîç: ÈåùñÞóôå ôç óõíÜñôçóç g : Rm → Rm, g(x) := x− yn − hf(tn+1, x). Ôüôå

(

g(x), x
)

= ‖x‖2 − (yn + hf(tn+1, 0), x) − h(f(tn+1, x) − f(tn+1, 0), x)

≥ ‖x‖2 − (yn + hf(tn+1, 0), x)

≥ 1

2

[

‖x‖2 − ‖yn + hf(tn+1, 0)‖2
]

.

Ãéá x ∈ Rm ôÝôïéá þóôå ‖x‖ = ‖yn +hf(tn+1, 0)‖+1 ôï äåîéü ìÝëïò åßíáé ðñïöáíþò èåôéêü.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôþñá ôçí ¶óêçóç 6.20 ãéá íá áðïäåßîåôå ýðáñîç ôçò yn+1. Ç ìïíáäéêüôç-

ôá áðïäåéêíýåôáé åýêïëá.]

6.23 Ìå ôïí óõìâïëéóìü ôçò ¶óêçóçò 6.22, õðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç f : [a, b] × Rm → Rm

åßíáé óõíå÷Þò êáé éêáíïðïéåß ôç ãåíéêüôåñç óõíèÞêç

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ Rm
(

f(t, y1) − f(t, y2), y1 − y2

)

≤ ν‖y1 − y2‖2,

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ ν. Áðïäåßîôå üôé ïé ðñïóåããßóåéò ìå ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Eu-

ler, ùò ðñïò Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ìå âÞìá h, åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíåò, áí ôï ãéíüìåíï

νh åßíáé áñêåôÜ ìéêñü.

6.24 Åêôüò áðü ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer, óçìáíôéêü ñüëï óå áðïäåßîåéò

ýðáñîçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ðñïóåããéóôéêþí ëýóåùí ðáßæåé êáé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá, ôï

ïðïßï áíáöÝñåôáé óôç âéâëéïãñáößá ùò èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Zarantonello: ¸óôù

G : Rm → Rm ìéá éó÷õñÜ ìïíüôïíç áðåéêüíéóç, äçëáäÞ ôÝôïéá þóôå

∀v, w ∈ Rm
(

G(v) −G(w), v − w
)

≥ c‖v − w‖2,

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c, ç ïðïßá éêáíïðïéåß åðß ðëÝïí êáé ôç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz,

∀v, w ∈ Rm ‖G(v) −G(w)‖ ≤ L‖v − w‖.

Áðïäåßîôå üôé ç G ìçäåíßæåôáé óå Ýíá áêñéâþò óçìåßï.

[Õðüäåéîç: Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç áðåéêüíéóç

F : Rm → Rm, F (v) := v − c

L2
G(v),



ÁóêÞóåéò 233

Ý÷åé Ýíá áêñéâþò óôáèåñü óçìåßï. ÐáñáôçñÞóôå êáô’ áñ÷Üò üôé

‖F (v) − F (w)‖2 = ‖v − w‖2 − 2
c

L2

(

G(v) −G(w), v − w
)

+
c2

L4
‖G(v) −G(w)‖2

êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

‖F (v) − F (w)‖ ≤
√

1 − c2

L2
‖v − w‖,

äçëáäÞ üôé ç F åßíáé óõóôïëÞ.]

6.25 Ìå ôïí óõìâïëéóìü ôçò ¶óêçóçò 6.22, õðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç f : [a, b] × Rm → Rm

éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ Rm
(

f(t, y1) − f(t, y2), y1 − y2

)

≤ ν‖y1 − y2‖2,

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ ν, êáèþò êáé ôç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz

∀t ∈ [a, b] ∀y1, y2 ∈ Rm ‖f(t, y1) − f(t, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ¶óêçóç 6.24 ãéá íá áðïäåßîåôå üôé ïé ðñïóåããßóåéò ðïõ äßíåé ç ðå-

ðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler, ùò ðñïò Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ìå âÞìá h, åßíáé êáëÜ

ïñéóìÝíåò, áí ôï ãéíüìåíï νh åßíáé áñêåôÜ ìéêñü.

[Óçìåéþíïõìå üôé íáé ìåí õðïèÝóáìå üôé éó÷ýåé ç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz, ç óôáèåñÜ L

üìùò äåí õðåéóÝñ÷åôáé óôïí ðåñéïñéóìü ãéá ôï âÞìá h. Ìå ìéá ðñþôç ìáôéÜ óôéò ÁóêÞ-

óåéò 6.22 êáé 6.24 èá ìðïñïýóå íá ðåé êáíåßò üôé åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõ-

ìå ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer ðáñÜ ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ Zarantonello, áöïý

óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç áðáéôåßôáé êáé ç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz. ¼ìùò, ôï ðëåïíÝêôçìá

ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Zarantonello óõíßóôáôáé óôï üôé áõôü ìðïñåß íá ìáò

ïäçãÞóåé óå áðïäåßîåéò ýðáñîçò ðñïóåããéóôéêþí ëýóåùí êáé óå áðåéñïäéÜóôáôïõò ÷þñïõò,

áñêåß áõôïß íá åßíáé ðëÞñåéò, üðùò áðáéôåßôáé óôï èåþñçìá ôçò óõóôïëÞò, åíþ óôï èåþñç-

ìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer ï ÷þñïò ðñÝðåé íá Ý÷åé ðåðåñáóìÝíç äéÜóôáóç, üðùò ï

Rm.]
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