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Ðñüëïãïò

Ç ìåëÝôç ôùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, ÓõíÞèùí êáé Ìåñéêþí, áðïôåëåß êåíôñé-

êü áíôéêåßìåíï ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí. ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åìöá-

íßæïíôáé ðïëý óõ÷íÜ óå ìáèçìáôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ ðåñéãñÜöïõí ðñïâëÞìáôá ôùí

öõóéêþí, ôùí ôå÷íïëïãéêþí, ôùí âéïúáôñéêþí, áëëÜ êáé ôùí ïéêïíïìéêþí åðéóôç-

ìþí. ÓõíÞèùò ïé åîéóþóåéò áõôÝò äåí åßíáé äõíáôüí íá åðéëõèïýí ìå áíáëõôéêÝò

ìåèüäïõò. óõíåðþò, ç åðßëõóÞ ôïõò ìå ðñïóåããéóôéêÝò ìåèüäïõò óôïí õðïëïãéóôÞ

áðïôåëåß Ýíá óçìáíôéêü êåöÜëáéï ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò.

Óôéò äéäáêôéêÝò áõôÝò óçìåéþóåéò åðé÷åéñïýìå ìßá åéóáãùãÞ óôï èÝìá, äßíïíôáò

éäéáßôåñç Ýìöáóç, óôï ðñþôï ìÝñïò, óôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

áñ÷éêþí ôéìþí ãéá óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Óôï äåýôåñï ìÝñïò äßíïõìå ìßá

óýíôïìç åéóáãùãÞ óå ìåèüäïõò äéáöïñþí êáé ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ðñïâëÞ-

ìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí äýï óçìåßùí ãéá ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äåýôåñçò

ôÜîçò. ÔÝëïò, áðü ôï åêôåíÝóôáôï ðåäßï ôçò áñéèìçôéêÞò áíÜëõóçò ôùí Ìåñéêþí

Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, ðåñéïñéóôÞêáìå ðñïò ôï ðáñüí, óôï ôñßôï ìÝñïò, íá áíá-

ëýóïõìå ìüíï ïñéóìÝíåò âáóéêÝò ìåèüäïõò äéáöïñþí êáé ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí

ãéá ôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò

èåñìüôçôáò êáé ôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò.

Ðñïçãïýìåíåò ìïñöÝò äéáöüñùí êåöáëáßùí ôùí óçìåéþóåùí áõôþí Ý÷ïõìå ÷ñç-

óéìïðïéÞóåé êáôÜ êáéñïýò ôá ôåëåõôáßá åßêïóé ÷ñüíéá óå ðñïðôõ÷éáêÜ êáé ìåôáðôõ-

÷éáêÜ ìáèÞìáôá ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò óôï ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, óôï Å.Ì.Ð.,

êáé óôá ÐáíåðéóôÞìéá Áèçíþí êáé Éùáííßíùí.

Éïýíéïò 2005
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ÌÝñïò I

Ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí
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Ç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôùí ðåñéóóüôåñùí ðñïâëçìÜôùí ôçò ÖõóéêÞò,

ôçò Ìç÷áíéêÞò êáé Üëëùí åöáñìïóìÝíùí åðéóôçìþí ïäçãåß óå MåñéêÝò Äéáöïñé-

êÝò Åîéóþóåéò. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò óõìðëçñþíïíôáé ìå êáôÜëëçëåò óõíïñéáêÝò Þ

áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Ýôóé þóôå íá ðåñéãñÜöïõí êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï

ôç ëýóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ìïíôåëïðïéïýí. ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìüíï óå óðÜ-

íéåò êáé ðïëý áðëÝò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýí íá ëõèïýí áíáëõôéêÜ, íá ðÜñïõìå äçëáäÞ

ôç ëýóç ôïõò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. ÁíáãêáóôéêÜ ëïéðüí ðñïóöåýãïõìå óôçí ðñï-

óåããéóôéêÞ åðßëõóÞ ôïõò ìå ìÝóá ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò. Ëüãù ôçò ìåãÜëçò

óçìáóßáò ðïõ Ý÷ïõí áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ãéá ôéò åöáñìïãÝò áëëÜ êáé ôùí ðïëëþí

éäéïìïñöéþí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé, ç ðëåéïíüôçôá ôùí åñåõíçôþí óôçí ÁñéèìçôéêÞ

ÁíÜëõóç áó÷ïëåßôáé ìå ôÝôïéá èÝìáôá.

Ïé ìåãáëýôåñåò áðü ôéò ðïëëÝò êáôçãïñßåò ìåèüäùí ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò

ðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí åßíáé äýï: Ïé ìÝèïäïé

ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáé ïé ìÝèïäïé ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. Ç ìÝ-

èïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí áíáðôý÷èçêå ðÜñá ðïëý óôéò äåêáåôßåò ôïõ 50

êáé ôïõ 60, ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êõñßùò ìåôÜ ôï 1970. Ç ìÝ-

èïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí åöáñìüæåôáé óå ðåñéóóüôåñá ðñïâëÞìáôá, ç

áíÜëõóÞ ôçò åßíáé ðéï óõóôçìáôéêïðïéçìÝíç êáé ãßíåôáé óå ðïëýðëïêïõò ÷þñïõò.

Ç áíÜëõóç ôùí ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãßíåôáé ìå óôïé÷åéþäç ìÝóá.

Ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ üëï êáé ðåñéóóüôåñïé åñåõíçôÝò êáé ÷ñÞóôåò óôñÝ-

öïíôáé ðñïò ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êáé öõóéïëïãéêÜ ïé ìÝèïäïé

ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí Ý÷ïõí ÷Üóåé êÜôé áðü ôçí ðáëéÜ ôïõò áßãëç. ÐáñÜ

ôáýôá õðÜñ÷ïõí ðïëëïß ðïõ ðéóôåýïõí üôé ïé ìÝèïäïé ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí

åßíáé áðïôåëåóìáôéêüôåñåò ãéá êÜðïéåò êáôçãïñßåò ðñïâëçìÜôùí, üðùò åßíáé ôá

õðåñâïëéêÜ ðñïâëÞìáôá. ÕðÜñ÷ïõí ðÜíôùò ðïëëÝò ïìïéüôçôåò ìåôáîý ôùí äýï áõ-

ôþí êáôçãïñéþí ìåèüäùí êáé Ýôóé üôáí ãíùñßæåé êáíåßò êáé ôéò äýï êáôáíïåß êáëý-

ôåñá ôï èÝìá.

Ó’ áõôü ôï ìÝñïò èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáé ðå-

ðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá Ýíá áðëü ðñüâëçìá, ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí, ìå óôü-

÷ï íá åîïéêåéùèåß ï áíáãíþóôçò ìå ôéò âáóéêÝò ôå÷íéêÝò êáé Ýííïéåò.

Ôï äåýôåñï ìÝñïò áðïôåëåßôáé áðü ôñßá êåöÜëáéá. Óôï êåöÜëáéï 5 èá ðáñïõ-
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óéÜóïõìå óõíïðôéêÜ ìåñéêÝò éäéüôçôåò ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò äýï óçìåßùí

óå ôÝôïéá ìïñöÞ þóôå íá ïäçãçèïýìå åýêïëá óôá êåöÜëáéá 6 êáé 7 óå ïñéóìÝíá

äéáêñéôÜ áíÜëïãÜ ôïõò. Óôï êåöÜëáéï 6 èá ãíùñßóïõìå ìßá ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí

äéáöïñþí êáé èá åêôéìÞóïõìå ôï óöÜëìá ôçò. Ïé åêôéìÞóåéò èá ãßíïõí ìå ôç ìÝèï-

äï ôçò åíÝñãåéáò, áö’ åíüò ãéáôß äßíåé êáëÜ áðïôåëÝóìáôá êáé óå ðåñéðôþóåéò óôéò

ïðïßåò Üëëåò ìÝèïäïé áðïôõã÷Üíïõí, êáé áö’ åôÝñïõ ãéáôß èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôï

êåöÜëáéï 7 üôáí èá ìåëåôÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí.

Óôï ÌÝñïò ÉÉÉ èá áó÷ïëçèïýìå îáíÜ ìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáé

ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, åêåß ãéá äõíáìéêÝò ÌåñéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò.



1. Tï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ãéá ìßá óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (Ó.Ä.Å.)

äåýôåñçò ôÜîçò: Æçôåßôáé ìßá óõíÜñôçóç u, u ∈ C2[a, b], ôÝôïéá þóôå

(5.1)







− u′′ + qu = f óôï [a, b]

u(a) = u(b) = 0,

üðïõ a, b ∈ R, a < b êáé q, f óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá [a, b], q, f ∈ C[a, b],

êáé ç q ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, q(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ [a, b]. Åßíáé ãíùóôü üôé

õðü ôéò áíùôÝñù óõíèÞêåò ôï ðñüâëçìá (5.1) Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç.

ÐáñáôÞñçóç 5.1 Áí ç q ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò, ôï ðñüâëçìá (5.1) ìðïñåß íá

Ý÷åé ðïëëÝò ëýóåéò, öåñ’ åéðåßí ôï ðñüâëçìá







− u′′ − π2u = 0 óôï [0, 1]

u(0) = u(1) = 0

Ý÷åé ôéò ëýóåéò u(x) = α sin(πx) ìå α ∈ R. Áêüìç åßíáé äõíáôüí óå áõôÞ ôçí ðåñß-

ðôùóç íá ìçí õðÜñ÷åé ëýóç, üðùò, åðß ðáñáäåßãìáôé, óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò






− u′′ − π2u = π2 óôï [0, 1]

u(0) = u(1) = 0.

Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå ùò åîÞò: Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ÄéáöïñéêÞò Åîßóùóçò åßíáé

u(x) = α sin(πx) + β cos(πx) − 1, ìå α, β ∈ R. Áõôü åßíáé ãíùóôü áðü ôç Èåùñßá ôùí

Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, åðåéäÞ üìùò åäþ äåí ðñïûðïôßèåíôáé ãíþóåéò Ó.Ä.Å. èá ôï

áðïäåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá ìå óôïé÷åéþäç ìÝóá. Áí ôï äå÷èïýìå ðñïò óôéãìÞí, ôüôå

äéáðéóôþíïõìå ðïëý åýêïëá üôé ãéá êáììßá åðéëïãÞ ôùí α êáé β äåí ðëçñïýíôáé

5



6 1. Tï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

óõã÷ñüíùò êáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, äçë. ôï ðñüâëçìÜ ìáò äåí åðéäÝ÷åôáé

ëýóç. ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò Ä.Å. ¸óôù w ìßá Üëëç ëýóç. Ôüôå

ãéá ôçí v := u− w Ý÷ïõìå

(5.2) −v′′ − π2v = 0

êáé ìå êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí α êáé β ìðïñïýìå íá åðéôý÷ïõìå

(5.2′) v(0) = v′(0) = 0.

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (5.2) ìå v′ ôç ãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ

[(v′)2]′ + π2(v2)′ = 0

êáé óõìðåñáßíïõìå üôé

(v′)2 + π2v2 = C, CóôáèåñÜ.

Óýìöùíá ìå ôçí (5.2′) ôï C åßíáé ìçäÝí, êáé óõíåðþò v = 0. Aõôü óçìáßíåé üôé êáé ç

w ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

w(x) = α̃ sin(πx) + β̃ cos(πx) − 1.

ìå α̃, β̃ ∈ R.

Èá äïýìå ôþñá ìåñéêÝò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1). Ïñé-

óìÝíåò áðü áõôÝò èá ìáò ïäçãÞóïõí óôçí áðüäåéîç äéáêñéôþí áíáëüãùí ãéá ôçí

ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç.

Óõìâïëßæïõìå, ùò óõíÞèùò, ìå (·, ·) ôï L2 åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôï [a, b] êáé ìå

‖ · ‖ ôçí ðáñáãüìåíç áðü áõôü íüñìá, äçë.

(v, w) :=

∫ b

a

v(x)w(x)dx, ‖v‖ := (v, v)1/2, v, w ∈ C[a, b].

¸óôù Cm
0 [a, b] := {v ∈ Cm[a, b] : v(a) = v(b) = 0} êáé v ∈ C1

0 [a, b]. ËáìâÜíïíôáò ôï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ôùí äýï ìåëþí ôçò åîßóùóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) ìå ôï v

Ý÷ïõìå

−(u′′, v) + (qu, v) = (f, v),
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êáé, óõíåðþò, ìå ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç

(5.3) (u′, v′) + (qu, v) = (f, v) ∀v ∈ C1
0 [a, b].

Ãéá v := u ç (5.3) äßíåé áìÝóùò

‖u′‖2 + (qu, u) = (f, u),

ïðüôå, åðåéäÞ ç q åßíáé ìç áñíçôéêÞ, ëáìâÜíïõìå

‖u′‖2 ≤ (f, u).

Åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz

ðáßñíïõìå

(5.4) ‖u′‖2 ≤ ‖f‖ ‖u‖.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs

(5.5) ‖v‖ ≤ (b− a)‖v′‖ ∀v ∈ C1
0 [a, b],

ç (5.4) äßíåé

(5.6) ‖u′‖ ≤ (b− a)‖f‖.

Ç (5.5) áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò: êáô’ áñ÷Üò

v(x) =

∫ x

a

v′(s)ds x ∈ [a, b],

óõíåðþò

|v(x)|2 = (

∫ x

a

v′(s)ds)2 ≤
∫ x

a

ds

∫ x

a

[v′(s)]2ds,

áðü ôçí ïðïßá ðáßñíïõìå áìÝóùò

(5.7) |v(x)|2 ≤ (b− a)‖v′‖2 x ∈ [a, b].

Ïëïêëçñþíïíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ôçò (5.7) óôo [a, b] ëáìâÜíïõìå ôçí (5.5). ¶ìåóç

óõíÝðåéá ôçò (5.7) åßíáé êáé ç

(5.8) max
a≤x≤b

|v(x)| ≤
√
b− a ‖v′‖ v ∈ C1

0 [a, b],
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ç ïðïßá ëÝãåôáé áíéóüôçôá ôïõ Sobolev. Áðü ôéò (5.5) êáé (5.6) Ýðåôáé áìÝóùò

(5.9) ‖u‖ ≤ (b− a)2‖f‖.

Eðßóçò Ý÷ïõìå

‖u′′‖ = ‖qu− f‖ ≤ ‖qu‖ + ‖f‖ ≤ max
a≤x≤b

q(x)‖u‖ + ‖f‖,

óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí (5.9),

(5.10) ‖u′′‖ ≤ [(b− a)2 max
a≤x≤b

q(x) + 1] ‖f‖.

Áðü ôéò (5.6), (5.9) êáé (5.10) Ýðåôáé ôþñá

(5.11) ‖u‖ + ‖u′‖ + ‖u′′‖ ≤ C‖f‖

ìå ìßá óôáèåñÜ C åîáñôþìåíç ìüíï áðü ôá a, b êáé ôç óõíÜñôçóç q. Ç (5.11) áíáöÝ-

ñåôáé ùò åëëåéðôéêÞ ïìáëüôçôá (óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò).

Áðü ôçí (5.9) Ýðåôáé üôé ãéá f = 0 éó÷ýåé u = 0, ãåãïíüò ôï ïðïßï äåß÷íåé üôé

ôï ðñüâëçìá (5.1) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç. ÐñáãìáôéêÜ, áí v êáé w åßíáé ëýóåéò ôïõ

(5.1), ôüôå ãéá ôçí u := v − w Ý÷ïõìå, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò,






− u′′ + qu = 0 óôï [a, b]

u(a) = u(b) = 0,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (5.9), u = 0, äçëáäÞ v = w.

ÐáñáôÞñçóç 5.2

(i) ¼ôáí ðñïêáèïñßæïõìå ôéò ôéìÝò ôçò ëýóçò ìéáò Ä.Å. óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò,

ôüôå áõôÝò ïé óõíèÞêåò ëÝãïíôáé óõíèÞêåò Dirichlet. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (5.1) Ý÷ïõìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet, ãéáôß ïé ðñïêáèïñéóìÝíåò

ôéìÝò åßíáé ìçäÝí. Èåùñïýìå ôþñá ãåíéêüôåñá ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

ìå ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet

(5.12)















− u′′ + qu = f óôï [a, b]

u(a) = c

u(b) = d
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ìå c, d ∈ R. Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé åýêïëá óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (5.1).

ÐñáãìáôéêÜ, êáô’ áñ÷Üò ç óõíÜñôçóç w,w(x) := c b−x
b−a

+ da−x
a−b

, éêáíïðïéåß ôéò óõíï-

ñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.12), w(a) = c êáé w(b) = d. Ãéá ôç óõíÜñôçóç

v, v := u− w, Ý÷ïõìå ôþñá ðñïöáíþò v(a) = v(b) = 0, êáé åðéðëÝïí

−v′′ + qv = (−u′′ + qu) − (−w′′ + qw) = f − qw.

Óõíåðþò, ìå g := f − qw, ç v ëýíåé ôï ðñüâëçìá

(5.13)







− v′′ + qv = g óôï [a, b]

v(a) = v(b) = 0

ðïõ åßíáé ôçò ßäéáò ìïñöÞò ìå ôï (5.1). Åðßóçò åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé áí ç

v ëýíåé ôï ðñüâëçìá (5.13), ôüôå ç u := v + w ëýíåé ôï ðñüâëçìá (5.12). Ìðïñïý-

ìå ëïéðüí ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðåñßðôùóç

ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí.

(ii) Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞ-

êåò Dirichlet ãéá ìßá ãåíéêüôåñç Ä.Å. äåýôåñçò ôÜîçò

(5.14)







− (pu′)′ + qu = f óôï [a, b]

u(a) = u(b) = 0,

üðïõ p ìßá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ìå èåôéêÝò ôéìÝò, p ∈ C1[a, b], p(x) > 0

ãéá êÜèå x ∈ [a, b], êáé q, f üðùò óôï ðñüâëçìá (5.1). Êáé áõôü ôï ðñüâëçìá Ý÷åé

áêñéâþò ìßá ëýóç. Ç áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò ëýóçò êáé ôçò ó÷Ýóçò (5.11)

ãé’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç (ìå óôáèåñÜ C ðïõ åîáñôÜôáé ôþñá êáé áðü ôï p) åßíáé ðáñü-

ìïéåò ôùí áíôéóôïß÷ùí ãéá ôï ðñüâëçìá (5.1), âë. ôçí ¶óêçóç 5.3.

(iii) Ôñïðïðïéïýìå ôþñá ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðñüâëçìá (5.1) êáé èåùñïýìå

ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann

(5.15)







− u′′ + qu = f óôï [a, b]

u′(a) = u′(b) = 0

üðïõ q, f ∈ C[a, b] êáé ç q ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, q(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ [a, b].
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Ç óõíèÞêç q 6= 0 åßíáé áíáãêáßá óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ãéá íá Ý÷ïõìå ìï-

íáäéêüôçôá ôçò ëýóçò, áöïý ãéá q = 0 ôüóï óôçí åîßóùóç üóï êáé óôéò óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò åìöáíßæïíôáé ìüíï ðáñÜãùãïé ôçò u, ïé ïðïßåò öõóéêÜ äåí áëëÜæïõí áí

óôç u ðñïóèÝóïõìå êÜðïéá óôáèåñÞ óõíÜñôçóç, ôï ðñüâëçìá, öåñ’ åéðåßí,






u′′ = 0 óôï [a, b]

u′(a) = u′(b) = 0

Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ôçò ìïñöÞò u(x) = c, c óôáèåñÜ.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôù-

óç, âë. ôçí ¶óêçóç 5.4.

Ãåíéêüôåñá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôï ðñüâëçìá

(5.16)















− u′′ + qu = f óôï [a, b]

− u′(a) + σ1u(a) = 0

u′(b) + σ2u(b) = 0

ìå q(x) ≥ 0, ãéá êÜèå x ∈ [a, b], êáé σ1, σ2 ≥ 0. Óôçí ðåñßðôùóç q = 0 õðïèÝôïõìå

åðéðëÝïí üôé σ1 + σ2 > 0, ïýôùò þóôå, ðÝñáí ôùí ðáñáãþãùí ôçò, íá åìöáíßæåôáé

êáé ç u óå êÜðïéï óçìåßï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Êáé ó’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå

áêñéâþò ìßá ëýóç, ãéá ôç ìïíáäéêüôçôá âë. ôçí ¶óêçóç 5.5.

(iv) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet ëÝãïíôáé êáé ïõóéáóôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñþôïõ åßäïõò, ïé óõíèÞêåò Neumann ëÝãïíôáé öõóéêÝò óõíï-

ñéáêÝò óõíèÞêåò Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò äåõôÝñïõ åßäïõò, êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.16) ëÝãïíôáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Robin Þ ìåéêôÝò (Þ ôñßôïõ åßäïõò)

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

ÖõóéêÜ äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá Ý÷ïõìå êáé óôá äýï Üêñá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ôçò ßäéáò ìïñöÞò, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ëüãïõ ÷Üñéí ðñïâëÞìáôá äýï óçìåßùí üðùò

ôï áêüëïõèï






− u′′ + qu = f óôï [a, b]

u(a) = u′(b) = 0,

ìå f êáé q üðùò óôï ðñüâëçìá (5.1).

(v) Aò õðïèÝóïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò q êáé f ìðïñïýí íá åðåêôáèïýí ðåñéïäéêÜ

óôï R ùò óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ìå ðåñßïäï b− a, üôé éó÷ýåé äçëáäÞ q(b) = q(a) êáé
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f(b) = f(a). Áí èÝëïõìå ïé åðåêôÜóåéò áõôÝò íá åßíáé ïìáëÝò, ðñÝðåé íá áðáéôÞóïõ-

ìå éóüôçôá áíôéóôïß÷ùí ðáñáãþãùí óôá Üêñá. Ó’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá

èåùñÞóïõìå ôï áêüëïõèï ðåñéïäéêü ðñüâëçìá: Æçôåßôáé ìßá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç

u, u ∈ C2(R), ìå ðåñßïäï b− a, ôÝôïéá þóôå

(5.17) −u′′ + qu = f óôï R.

Aí ç q ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò, q(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ R, êáé q 6= 0, ôüôå ôï

ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç.

ÁóêÞóåéò

5.1. Óôçí áðüäåéîç ôçò áíéóüôçôáò (5.5) ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìüíï ôï ãåãïíüò üôé v ∈
C1[a, b] êáé v(a) = 0. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôþñá êáé ôï ãåãïíüò üôé v(b) = 0 ãéá íá

âåëôéþóåôå ôç óôáèåñÜ ó’ áõôÞ ôçí áíéóüôçôá áðü b − a óå (b − a)/2, áðïäåßîôå

äçëáäÞ üôé

(5.18) ‖v‖ ≤ b− a

2
‖v′‖ ∀v ∈ C1

0 [a, b].

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôéò ó÷Ýóåéò

v(x) =

∫ x

a

v′(s)ds x ∈ [a,
a+ b

2
]

v(x) = −
∫ b

x

v′(s)ds x ∈ [
a+ b

2
, b].]

ÐáñáôçñÞóôå üôé

|v(x)|2 ≤ (x− a)

∫ a+b

2

a

|v′(s)|2ds x ∈ [a,
a+ b

2
],

êáé áíôßóôïé÷á ãéá ôï äéÜóôçìá [a+b
2
, b], ãéá íá áíôéêáôáóôÞóåôå ôï 2 óôçí (5.18) ìå

2
√

2.

5.2. Eñãáóôåßôå áíÜëïãá ãéá íá âåëôéþóåôå ôç óôáèåñÜ óôçí áíéóüôçôá (5.8) áðü
√
b− a óå

√

b−a
2
.

5.3. Aðïäåßîôå ìßá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (5.11) ãéá ôï ðñüâëçìá (5.14). [Yðüäåéîç:
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Áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé õðÜñ÷åé èåôéêÞ óôáèåñÜ c ôÝôïéá þóôå p(x) ≥ c ∀x ∈
[a, b].]

5.4. ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç Ä.Å. ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.15) åðß u, ïëïêëçñþóôå óôï [a, b]

êáé ïëïêëçñþóôå êáôÜ ìÝñç. ÓõìðåñÜíôå üôé ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç.

ÕðïèÝôïíôáò ôþñá åðéðëÝïí üôé ç q åßíáé ãíÞóéá èåôéêÞ óôï [a, b], áðïäåßîôå ìßá

áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (5.11).

5.5. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá (5.16) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç.

5.6. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(5.19)







− u′′ + ru′ + qu = f óôï [a, b]

u(a) = u(b) = 0,

üðïõ r, q, f ∈ C[a, b], q(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b]. Áðïäåßîôå üôé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò

ôç Ä.Å. óôï (5.19) ìå e−
R

x

a
r(s)ds ìðïñïýìå íá áíáãÜãïõìå ôï ðñüâëçìá áõôü óå Ýíá

ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (5.14).

5.7. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí

(5.20)















− u′′ + ru′ + qu = 0 óôï [a, b]

u(a) = c

u(b) = d

ìå r, q ∈ C[a, b] êáé q(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]. Áðïäåßîôå ôçí åîÞò áñ÷Þ ìåãßóôïõ

max
a≤x≤b

|u(x)| ≤ max(|c|, |d|).

[Õðüäåéîç: Áí ç u äåí åßíáé óôáèåñÜ, áðïäåßîôå üôé äåí ìðïñåß íá Ý÷åé èåôéêü ôïðéêü

ìÝãéóôï Þ áñíçôéêü ôïðéêü åëÜ÷éóôï óôï (a, b).]

5.8. Áðïäåßîôå ãéá ôï ðñüâëçìá (5.17) ìßá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (5.11) êáé ïäçãç-

èåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç. [Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå ðñþôá

üôé ãéá v ∈ C1[a, b] éó÷ýåé

‖v‖2 ≤ c{ min
a≤x≤b

|v(x)|2 + ‖v′‖2}

ìå ìßá óôáèåñÜ c áíåîÜñôçôç ôïõ v.]

5.9. Áðïäåßîôå ãéá ôï ðñüâëçìá (5.15) üôé éó÷ýåé

max
a≤x≤b

|u(x)| ≤ C max
a≤x≤b

|f(x)|
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ìå ìßá óôáèåñÜ C åîáñôþìåíç ìüíï áðü ôá a, b êáé q. [Õðüäåéîç: ¸óôù v ∈ C1[a, b].

Áðïäåßîôå ôüôå üôé

max
a≤x≤b

|v(x)| ≤ |v(y)| +
√
b− a ‖v′‖ ∀y ∈ [a, b].

EðéðëÝïí Ý÷ïõìå ðñïöáíþò

(qv, v) ≥ min
a≤x≤b

|v(x)|2
∫ b

a

q(x)dx. ]

5.10. Áðïäåßîôå ãéá ôï ðñüâëçìá (5.15) ìßá áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (5.11), ãåíéêåýï-

íôáò Ýôóé ôï áðïôÝëåóìá ôçò ¶óêçóçò 5.4 êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ mina≤x≤b q(x) =

0.

5.11. Ðþò ìðïñåß ôï ðñüâëçìá















− u′′ + qu = f óôï [a, b]

u′(a) = c

u′(b) = d

íá áíá÷èåß óå Ýíá áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neu-

mann; [Õðüäåéîç: Ôé éäéüôçôåò Ý÷åé ç óõíÜñôçóç v(x) := c(x−a)+ d−c
2(b−a)

(x−a)2, x ∈
[a, b]; ]

5.12. ¸óôù ρ > 0 êáé x? ∈ (a, b). Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå äéåðé-

öÜíåéá: Æçôåßôáé ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç u : [a, b] → R, ïìáëÞ óôá õðïäéáóôÞìáôá

[a, x?] êáé [x?, b], êáé ôÝôïéá þóôå















− u′′ + qu = f óôï [a, x?) ∪ (x?, b]

u′(x?−) = ρu′(x?+)

u(a) = u(b) = 0,

üðïõ q, f óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôá [a, x?), (x?, b] ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá åðåêôáèïýí

óõíå÷þò óôá [a, x?] êáé [x?, b], êáé q(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ [a, b]. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñü-

âëçìá áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç. [Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï (·, ·), (v, w) :=
∫ x?

a
v(x)w(x)dx +ρ

∫ b

x? v(x)w(x)dx.]

5.13. ¸óôù f : R → R ìßá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå −γ ≤
f ′(s) ≤ 0 ãéá êÜèå s ∈ R ìå ìßá èåôéêÞ óôáèåñÜ γ. Áðïäåßîôå üôé ôï ìç ãñáììéêü
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ðñüâëçìá äýï óçìåßùí







− u′′ = f(u) óôï [a, b]

u(a) = u(b) = 0

Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

5.14. ¸óôù f : [a, b] × R → R ìßá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå

−γ ≤ ∂2f(x, s) ≤ 0 ãéá êÜèå x ∈ [a, b], s ∈ R, ìå ìßá èåôéêÞ óôáèåñÜ γ. Áðïäåßîôå üôé

ôï ìç ãñáììéêü ðñüâëçìá äýï óçìåßùí







− (pu′)′ = f(x, u) óôï [a, b],

u(a) = u(b) = 0,

ìå p ∈ C1[a, b], p(x) > 0 ãéá êÜèå x ∈ [a, b], Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

5.15. ÅéóÜãïõìå óôïí C[a, b] ôçí “áñíçôéêÞ” (äçë. áñíçôéêÞò ôÜîçò) íüñìá ‖ · ‖−1

äéá

‖f‖−1 := {
∫ b

a

[

∫ x

a

f(s)ds]2dx}1/2.

Ãéá f ∈C[a, b] êáé v∈C0[a, b], áðïäåßîôå ôçí åîÞò áíéóüôçôá “ôýðïõ Cauchy–Schwarz”

|(f, v)| ≤ ‖f‖−1 ‖v′‖.

Áðïäåßîôå ãéá ôç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) ìßá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò

(5.21) ‖u‖ + ‖u′‖ ≤ C‖f‖−1

ìå ìßá óôáèåñÜ C åîáñôþìåíç ìüíï áðü ôá a, b êáé ôç óõíÜñôçóç q.

5.16. Áðïäåßîôå üôé

‖v‖ ≤ b− a√
2

‖v′‖ ∀v ∈ C1
0 [a, b].

[Õðüäåéîç: Ëüãù ôïõ üôé v(a) = 0, Ý÷ïõìå

|v(x)|2 = |
∫ x

a

v′(s)ds|2 ≤ (x− a)

∫ x

a

|v′(s)|2ds,

äçëáäÞ

|v(x)|2 ≤ (x− a)‖v′‖2.
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Ïëïêëçñþóôå ùò ðñïò x óôï äéÜóôçìá [a,b]. ]

5.17. Âåëôéþóôå ôçí åêôßìçóç óôçí ðñïçãïýìåíç ¶óêçóç, åêìåôáëåõüìåíïé êáé ôï

ãåãïíüò üôé v(b) = 0, áðïäåéêíýïíôáò üôé

‖v‖ ≤ b− a

2
√

2
‖v′‖ ∀v ∈ C1

0 [a, b].

[Õðüäåéîç: ÓõíäõÜóôå ôéò Õðïäåßîåéò óôéò ÁóêÞóåéò 5.1 êáé 5.16. ]

5.18. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò ¶óêçóçò 5.6, êáé õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç r

åßíáé óôáèåñÞ. Áðïäåßîôå áð’ åõèåßáò, ÷ùñßò íá ãñÜøåôå ôï ðñüâëçìá óôç ìïñöÞ

(5.14), üôé ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç. [Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå

ôï ãåãïíüò üôé (u′, u) = 0. ]

5.19. ¸óôù f : R → R ìßá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï ßóç ìå Ýíá. Èåùñïýìå

ôï áêüëïõèï ðåñéïäéêü ðñüâëçìá: Æçôåßôáé ìßá ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç u : R → R,

ìå ðåñßïäï Ýíá, ôÝóóåñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôÝôïéá þóôå

u(4) + u = f óôï R.

Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.





2. ÐåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò ãéá ôï ðñüâëçìá

äýï óçìåßùí

¸óôù v ∈ C4[a, b], x ∈ (a, b) êáé h > 0 ôÝôïéï þóôå x+ h, x− h ∈ [a, b]. Áíáðôýóóï-

íôáò êáôÜ Taylor Ý÷ïõìå

(6.1)















v(x+ h) = v(x) + hv′(x) +
h2

2
v′′(x) +

h3

6
v′′′(x) +

h4

24
v(4)(ϑ1)

v(x− h) = v(x) − hv′(x) +
h2

2
v′′(x) − h3

6
v′′′(x) +

h4

24
v(4)(ϑ2)

ìå ϑ1, ϑ2 ∈ (x− h, x+ h). ÐñïóèÝôïíôáò áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò ëáìâÜíïõìå

v(x− h) − 2v(x) + v(x+ h) = h2v′′(x) +
h4

24
[v(4)(ϑ1) + v(4)(ϑ2)]

Þ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ôçò åíäéÜìåóçò ôéìÞò,

v(x− h) − 2v(x) + v(x+ h) = h2v′′(x) +
h4

12
v(4)(ξ)

ìå ξ ∈ (x− h, x+ h), êáé óõìðåñáßíïõìå üôé

(6.2) |v(x− h) − 2v(x) + v(x+ h)

h2
− v′′(x)| ≤ h2 1

12
max
a≤s≤b

|v(4)(s)|.

Óõíåðþò, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h, ç ôéìÞ ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ ôçò v óå Ýíá óçìåßï

x ðñïóåããßæåôáé ìå ìåãÜëç áêñßâåéá áðü ôçí ðåðåñáóìÝíç äéáöïñÜ 1
h2 [v(x − h) −

2v(x) + v(x+ h)]. Aõôü ìáò ïäçãåß óôçí áêüëïõèç ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí

ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (5.1): ¸óôù J ∈ N, h := b−a
J+1

, êáé xi := a + ih, i =

0, . . . , J + 1, ï ïìïéüìïñöïò äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b] ìå âÞìá h. ¸óôù

R
J+2
0 := {w = (w0, . . . , wJ+1)

T ∈ R
J+2 : w0 = wJ+1 = 0}. Ðñïóåããßæïõìå ôï äéÜíõ-

óìá (u(x0), u(x1), . . . , u(xJ+1))
T ìå Ýíá äéÜíõóìá U ∈ R

J+2
0 ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé

(6.3) − 1

h2
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , J.

17
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Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ïñßæïõìå ìßá ðñïóÝããéóç Ui ãéá ôçí ôéìÞ ôçò ëýóçò u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.1) óôï óçìåßï xi, äçëáäÞ ãéá ôï u(xi). Óôï ó÷Þìá (6.3) (äçëáäÞ óôç

ìÝèïäï (6.3)) êáôáëÞîáìå ðñïóåããßæïíôáò ôçí ôéìÞ u′′(xi) ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ

ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) ìå ìßá ðåðåñáóìÝíç äéáöïñÜ, êáé óõãêåêñéìÝíá

ìå 1
h2 (u(xi−1)−2u(xi)+u(xi+1)), êáé ãéáõôü ìéëÜìå ãéá ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöï-

ñþí. Óçìåéþíïõìå üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç éêáíïðïéåß ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1). ðñÜãìáôé Ý÷ïõìå U0 = UJ+1 = 0. Ôï (6.3) åßíáé Ýíá J × J

ãñáììéêü óýóôçìá ìå áãíþóôïõò U1, . . . , UJ , êáé Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ

(6.4) A



















U1

U2

...

UJ−1

UJ



















= h2



















f(x1)

f(x2)
...

f(xJ−1)

f(xJ)



















ìå ðßíáêá A,

A :=





























2 + h2q(x1) −1 0

−1 2 + h2q(x2) −1

. . .
. . .

. . .

−1 2 + h2q(xJ−1) −1

0 −1 2 + h2q(xJ)





























.

Êáô’ áñ÷Üò ï ðßíáêáò A ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.4) åßíáé ôñéäéáãþíéïò, äçë.

aij = 0 ãéá |i− j| > 1. Åßíáé åðßóçò óõììåôñéêüò, äçë. aij = aji. ÅðéðëÝïí ìðïñåß íá

áðïäåé÷èåß üôé ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ãåãïíüò ðïõ óõíåðÜãåôáé ýðáñîç êáé ìïíá-

äéêüôçôá ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò U. ÌÜëéóôá ï A åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, óôçí

ðåñßðôùóç äå ðïõ ç óõíÜñôçóç q ëáìâÜíåé ìüíï èåôéêÝò ôéìÝò, äçëáäÞ q(x) > 0 ãéá

êÜèå x ∈ [a, b], o A Ý÷åé åðéðëÝïí áõóôçñÜ êõñéáñ÷éêÞ äéáãþíéï. Ïé éäéüôçôåò áõôÝò

ôïõ A äåí åßíáé ìüíï ãéá èåùñçôéêïýò óêïðïýò ÷ñÞóéìåò, áëëÜ åßíáé êáé ðñáêôéêÜ

ðïëý óçìáíôéêÝò. ÃñáììéêÜ óõóôÞìáôá áõôÞò ôçò ìïñöÞò åßíáé åýêïëï íá åðéëõ-

èïýí ãñÞãïñá êáé ìå ìåãÜëç áêñßâåéá ìå êáôÜëëçëåò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò. Ãéá
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Ýíáí êáôÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò

(6.4), ôïí ôñéäéáãþíéï áëãüñéèìï, ðáñáðÝìðïõìå óôï [1, §3.4]. Óå ðïëëÜ áðü ôá æç-

ôÞìáôá ðïõ áðëþò åèß÷èçóáí åäþ èá åðáíÝëèïõìå ìå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò

åßôå óôç èåùñßá åßôå óôéò áóêÞóåéò.

ÅéóÜãïõìå ôþñá óôïí R
J+2
0 ôï äéáêñéôü L2 åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·)h äéá

(v, w)h := h

J
∑

i=1

viwi,

êáé óõìâïëßæïõìå ìå ‖ · ‖h ôçí ðáñáãüìåíç íüñìá, äçë.

‖v‖h =
(

h
J

∑

i=1

|vi|2
)1/2

.

Ó÷üëéï. Áí äåí õðÞñ÷å ï ðáñÜãïíôáò h, ðïõ ðïëëáðëáóéÜæåé ôï Üèñïéóìá óôïí ïñé-

óìü ôïõ äéáêñéôïý åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ, ôüôå áõôü èá óõíÝðéðôå ìå ôï Åõêëåßäåéï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí R
J+2
0 . ¸óôù v, w : [a, b] → R äýï ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Ôï

L2 åóùôåñéêü ãéíüìåíü ôïõò åßíáé

(v, w) :=

∫ b

a

v(x)w(x) dx.

Ðñïóåããßæïõìå ôþñá ôï ïëïêëÞñùìá ìå ôïí óýíèåôï ôýðï ôïõ ôñáðåæßïõ ìå âÞìá h

êáé ðáßñíïõìå

(v, w) ≈ 1

2
hv(x0)w(x0) + h

J
∑

i=1

v(xi)w(xi) +
1

2
hv(xJ+1)w(xJ+1),

éäéáßôåñá ëïéðüí, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò ìçäåíßæïíôáé óôá Üêñá ôïõ

äéáóôÞìáôïò,

(v, w) ≈ h
J

∑

i=1

v(xi)w(xi).

Èåùñþíôáò ôþñá ôá äéáíýóìáôá v = (v(x0), v(x1), . . . , v(xJ+1))
T , w = (w(x0), w(x1),

. . . , w(xJ+1))
T ∈ R

J+2
0 , ôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

h
J

∑

i=1

viwi
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êáé áõôü áêñéâþò åßíáé ôï êßíçôñü ìáò ãéá ôïí ïñéóìü ôïõ äéáêñéôïý åóùôåñéêïý

ãéíïìÝíïõ (·, ·)h êáôÜ ôïí óõãêåêñéìÝíï ôñüðï.

Åðßóçò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç íüñìá | · |1,h óôïí R
J+2
0 ðïõ åßíáé ôï äéáêñéôü

áíÜëïãï ôçò L2 íüñìáò ôçò ðáñáãþãïõ ìßáò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìçò óõíÜñôçóçò

êáé äßíåôáé ùò åîÞò

|v|1,h :=
(

h
J

∑

i=0

|vi+1 − vi

h
|2

)1/2

.

¸óôù v ∈ R
J+2
0 . Ãéá j ∈ {1, . . . , J} Ý÷ïõìå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí

Cauchy–Schwarz,

|vj |2 = |
j−1
∑

i=0

(vi+1 − vi)|2 ≤ j

j−1
∑

i=0

|vi+1 − vi|2 ≤ (J + 1)
J

∑

i=0

|vi+1 − vi|2,

= (J + 1)h2

J
∑

i=0

|vi+1 − vi

h
|2 = (b− a)h

J
∑

i=0

|vi+1 − vi

h
|2,

äçë.

(6.5) max
0≤i≤J+1

|vi| ≤
√
b− a |v|1,h ∀v ∈ R

J+2
0 ,

ðïõ åßíáé ìßá äéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Sobolev, ôï äéáêñéôü áíôßóôïé÷ï ôçò (5.8). Áðü

ôçí (6.5) Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(6.6) ‖v‖h ≤ (b− a)|v|1,h ∀v ∈ R
J+2
0 ,

ðïõ åßíáé ìßá äéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs, ôï äéáêñéôü áíÜëïãï ôçò

(5.5).

ÅéóÜãïõìå ôþñá ôïí ôåëåóôÞ ∆h : R
J+2
0 → R

J+2
0 äéÜ

∆hvi := (∆hv)i :=







vi−1 − 2vi + vi+1

h2
, i = 1, . . . , J,

0, i = 0, J + 1,

êáé ãñÜöïõìå ôçí (6.3) óôç ìïñöÞ

(6.7) −∆hUi + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , J.
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Ôþñá, ãéá v, w ∈ R
J+2
0 , Ý÷ïõìå

(∆hv, w)h = h
J

∑

i=1

vi−1 − 2vi + vi+1

h2
wi

= h{
J

∑

i=1

vi−1 − vi

h2
wi −

J
∑

i=1

vi − vi+1

h2
wi} =

= h{
J−1
∑

i=0

vi − vi+1

h2
wi+1 −

J
∑

i=1

vi − vi+1

h2
wi} =

= h{
J

∑

i=0

vi − vi+1

h2
wi+1 −

J
∑

i=0

vi − vi+1

h2
wi},

äçë.

(6.8) −(∆hv, w)h = h
J

∑

i=0

vi − vi+1

h

wi − wi+1

h
∀v, w ∈ R

J+2
0 ,

êáé éäéáßôåñá

(6.8′) −(∆hv, v)h = |v|21,h ∀v ∈ R
J+2
0 .

Óçìåéþóôå üôé ç (6.8′) áðïôåëåß äéáêñéôü áíÜëïãï ôçò ó÷Ýóçò

−(v′′, v) = ‖v′‖2 ∀v ∈ C2
0 [a, b].

Óå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ïäçãïýìáóôå ìå ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç, óôçí (6.8′) ïäçãïýìáóôå

áèñïßæïíôáò êáôÜ ìÝñç.

ÅõóôÜèåéá. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (6.7) åðß hUi, áèñïßæïíôáò êáé ÷ñçóéìïðïéþ-

íôáò ôçí (6.8) ðáßñíïõìå

(6.9) |U |21,h + h
J

∑

i=1

q(xi)|Ui|2 = h
J

∑

i=1

f(xi)Ui.

ÅðåéäÞ éó÷ýåé q(xi) ≥ 0, ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz ëáìâÜíïõìå

|U |21,h ≤ {h
J

∑

i=1

|f(xi)|2}1/2‖U‖h
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êáé, óõíåðþò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.6), óõìðåñáßíïõìå

(6.10) |U |1,h ≤ (b− a){h
J

∑

i=1

|f(xi)|2}1/2.

Ïé (6.5) êáé (6.10) äßíïõí ôþñá

(6.11) max
0≤i≤J+1

|Ui| ≤ (b− a)3/2{h
J

∑

i=1

|f(xi)|2}1/2.

Ç áíéóüôçôá (6.11) áíáöÝñåôáé ùò åõóôÜèåéá ôçò ìåèüäïõ (6.3) êáé èá ðáßîåé óçìá-

íôéêü ñüëï óôç óõíÝ÷åéá óôçí áðüäåéîç ôçò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ. ¸íá Üëëï

óõìðÝñáóìá ðïõ åîÜãåôáé áðü ôçí (6.11) åßíáé üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç U ïñß-

æåôáé ìïíáäéêÜ. ÐñáãìáôéêÜ ôï ðñüâëçìÜ ìáò åßíáé Ýíá J × J ãñáììéêü óýóôçìá

êáé ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò Ý÷åé ìüíï ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç, áöïý áí õðïèÝóïõ-

ìå üôé f(xi) = 0, i = 1, . . . , J, óõìðåñáßíïõìå, óýìöùíá ìå ôçí (6.11), üôé Ui = 0,

i = 1, . . . , J.

ÃåíéêÜ ëÝìå üôé ìßá ìÝèïäïò åßíáé åõóôáèÞò, üôáí ç ìåôáâïëÞ ôçò áñéèìçôéêÞò

ëýóçò óå ìßá íüñìá öñÜóóåôáé áðü ìßá óôáèåñÜ åðß ôç ìåôáâïëÞ ôùí äåäïìÝíùí.

¼ôáí áõôü éó÷ýåé, ôüôå ìéêñÝò ìåôáâïëÝò óôá äåäïìÝíá Ý÷ïõí ùò áðïôÝëåóìá ìé-

êñÝò ìåôáâïëÝò óôçí áñéèìçôéêÞ ëýóç. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôï ðñüâëçìá

åßíáé ãñáììéêü, æçôÜìå ç áñéèìçôéêÞ ëýóç íá öñÜóóåôáé ìå ìßá óôáèåñÜ åðß ôá äå-

äïìÝíá, üëá öõóéêÜ ìåôñþìåíá ìå íüñìåò. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå ôüôå (ðÜíôá óôçí

ðåñßðôùóç ãñáììéêþí ðñïâëçìÜôùí) üôé ìéêñÝò ìåôáâïëÝò óôá äåäïìÝíá Ý÷ïõí ùò

áðïôÝëåóìá ìéêñÝò ìåôáâïëÝò óôç ëýóç, âë. ôçí ¶óêçóç 6.1. Áõôü åîçãåß ãéáôß

ç (6.11) áíáöÝñåôáé ùò åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.3). Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç

åõóôÜèåéá åßíáé åóùôåñéêÞ éäéüôçôá ôïõ ó÷Þìáôïò, äåí Ý÷åé äçëáäÞ ó÷Ýóç ìå ôï

ðñüâëçìá ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóåããßóïõìå. ÖõóéêÜ ç (6.11) äåí åßíáé ç ìüíç éäéü-

ôçôá åõóôÜèåéáò ôïõ ó÷Þìáôïò (6.3)· éäéüôçôá åõóôÜèåéáò åßíáé êáé ç (6.10), óôçí

ïðïßá ìåôñÜìå ôç ìåôáâïëÞ ôçò ëýóçò óå Üëëç íüñìá. Ìéá Üëëç âáóéêÞ éäéüôçôá

áñéèìçôéêþí ìåèüäùí åßíáé ç ëåãüìåíç óõíÝðåéá. Óå áíôßèåóç ìå ôçí åõóôÜèåéá, ç

ïðïßá üðùò åßðáìå åßíáé åóùôåñéêÞ éäéüôçôá ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ, ç óõíÝðåéá

áíáöÝñåôáé ðÜíôá óôç ëýóç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò, ôï ßäéï áñéèìçôéêü

ó÷Þìá ìðïñåß íá åßíáé óõíåðÝò ãéá Ýíá ðñüâëçìá êáé ìç óõíåðÝò ãéá Ýíá Üëëï.
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ÓõíÝðåéá. Áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç U óôçí (6.3) ìå ôçí áêñé-

âÞ ëýóç u, ôüôå äåí èá Ý÷ïõìå öõóéêÜ éóüôçôá áëëÜ èá õðÜñ÷åé Ýíá óöÜëìá. Áí ôï

óöÜëìá áõôü ôåßíåé óôï ìçäÝí, êáèþò ôï h ôåßíåé óôï ìçäÝí, ôüôå ç ìÝèïäïò ëÝãåôáé

óõíåðÞò (ãéá ôï ðñüâëçìá (5.1) åííïåßôáé). Aõôü óçìáßíåé üôé, êáèþò ôï h ôåßíåé óôï

ìçäÝí, ôï ó÷Þìá ìáò “ôåßíåé” óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

(6.12) −u(xi−1) − 2u(xi) + u(xi+1)

h2
+ q(xi)u(xi) = f(xi) + ri, i = 1, . . . , J,

ìå

(6.13) max
1≤i≤J

|ri| ≤ Ch2,

âë. ôçí (6.2). ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò (6.3) åßíáé óõíåðÞò. Óçìåéþíïõìå üôé, üðùò êáé

óôçí åõóôÜèåéá, åßíáé äõíáôüí íá ìåôñÜìå êáé ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò óå äéÜöïñåò

íüñìåò, ïðüôå ç ìÝèïäïò ìðïñåß íá åßíáé óõíåðÞò ùò ðñïò êÜðïéá íüñìá êáé ìç

óõíåðÞò ùò ðñïò êÜðïéá Üëëç.

Ìéá ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò U äßíåôáé óôï åðüìåíï èåþñçìá.

Èåþñçìá 6.1 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, u ∈ C4[a, b].

Ôüôå õðÜñ÷åé ìßá óôáèåñÜ c áíåîÜñôçôç ôïõ h (ç ïðïßá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôá a, b êáé ôï

maxx |u(4)(x)|) ôÝôïéá þóôå

(6.14) max
1≤i≤J

|u(xi) − Ui| ≤ ch2,

üðïõ U ∈ R
J+2
0 åßíáé ç ëýóç ôïõ (6.3).

Áðüäåéîç. Óõìâïëßæïõìå ìå e ∈ R
J+2
0 , ei := u(xi) − Ui, i = 0, . . . , J + 1, ôï óöÜëìá

ðñïóÝããéóçò. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (6.12) êáé (6.3) Ý÷ïõìå

(6.15) −∆hei + q(xi)ei = ri, i = 1, . . . , J.

ÈÝôïõìå r0 := rJ+1 := 0, êáé r := (r0, . . . , rJ+1)
T . ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (6.15) åðß

hei, áèñïßæïíôáò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.8) Ý÷ïõìå

|e|21,h + h
J

∑

i=1

q(xi)|ei|2 = (r, e)h,
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äçëáäÞ

|e|21,h ≤ (r, e)h,

ïðüôå

|e|21,h ≤ ‖r‖h‖e‖h.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôçí (6.6) êáé óôç óõíÝ÷åéá ôçí (6.5) ëáìâÜíïõìå

(6.16) max
0≤i≤J+1

|ei| ≤ (b− a)
3

2 ‖r‖h.

Ôþñá ðñïöáíþò

‖r‖h ≤
√
b− a max

0≤i≤J
|ri|,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (6.13),

(6.17) ‖r‖h ≤ Ch2.

Ïé (6.16) êáé (6.17) äßíïõí ôþñá áìÝóùò ôçí (6.14).

Ôï Èåþñçìá 6.1 äåí ìáò ëÝåé áðëþò üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç óõãêëßíåé ðñïò

ôç ëýóç êáèþò ôï h ôåßíåé óôï ìçäÝí, áëëÜ ìáò äßíåé êáé ìßá åêôßìçóç ôïõ óöÜëìá-

ôïò ôçò ôÜîçò ôïõ h2. ËÝìå üôé ôï ó÷Þìá ìáò Ý÷åé ôÜîç äýï. Áõôü óçìáßíåé üôé, ãéá

áñêåôÜ ìéêñü h, üôáí ôï h õðïäéðëáóéÜæåôáé, ôï óöÜëìá ðåñßðïõ õðïôåôñáðëáóéÜ-

æåôáé.

¼ðùò èá Ý÷åé Þäç äéáðéóôþóåé ï ðñïóåêôéêüò áíáãíþóôçò, ç áðüäåéîç ôçò óý-

ãêëéóçò, äçë. ôïõ ÈåùñÞìáôïò 6.1, åßíáé óôçí ïõóßá Ýíáò óõíäõáóìüò ôçò åõóôÜ-

èåéáò êáé ôçò óõíÝðåéáò. Ç óõíÝðåéá ôçò ìåèüäïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé áõôïýóéá, åíþ

áðü ôçí åõóôÜèåéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï áõôÞ áðïäåéêíýåôáé.

ÐáñáôÞñçóç 6.1 ¸óôù ðñïò óôéãìÞí üôé ç q ëáìâÜíåé ìüíï èåôéêÝò ôéìÝò, q(x) > 0

ãéá êÜèå x ∈ [a, b]. Ôüôå q? := minx q(x) > 0. ÃñÜöïíôáò ôçí (6.15) óôç ìïñöÞ

[2 + h2q(xi)]ei = ei−1 + ei+1 + h2ri, i = 1, . . . , J,

êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé e0 = eJ+1 = 0, äéáðéóôþíïõìå üôé

[2 + h2q(xi)] |ei| ≤ 2 max
1≤i≤J

|ei| + h2|ri|, i = 1, . . . , J,
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êáé óõìðåñáßíïõìå üôé

(6.18) q? max
1≤i≤J

|ei| ≤ max
1≤i≤J

|ri|.

Oé (6.18) êáé (6.13) äßíïõí ôþñá ðÜëé ôçí (6.14) êáé áõôü áðïôåëåß ìßá Üëëç, áðëïý-

óôåñç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 6.1 óôçí ðåñßðôùóç ðïõ minx q(x) > 0. Ç ïõóßá

ôçò áðüäåéîçò áõôÞò Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ï ðßíá-

êáò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.3) Ý÷åé áõóôçñÜ êõñéáñ÷éêÞ äéáãþíéï. ×ñçóé-

ìïðïéþíôáò ðñï÷ùñçìÝíåò ôå÷íéêÝò ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò, åßíáé

äõíáôüí íá óõìðëçñþóïõìå áõôÞ ôçí áðüäåéîç ãéá íá êáëýøåé êáé ôçí ðåñßðôùóç

minx q(x) = 0. H áðüäåéîç ðïõ äþóáìå óôï Èåþñçìá 6.1 ìðïñåß üìùò íá ãåíéêåõèåß

åýêïëá êáé íá äþóåé åêôéìÞóåéò âÝëôéóôçò ôÜîçò êáé óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò, üðùò

ð.÷. óôçí ðåñßðôùóç ìç ïìïéïìüñöïõ äéáìåñéóìïý, óå áíôßèåóç ìå ôçí áðüäåéîç

ðïõ ó÷ïëéÜóáìå óå áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç.

ÐáñáôÞñçóç 6.2 Èåùñïýìå ôþñá ôï ðñüâëçìá (5.14). Ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þìáôïò

(6.3) åßíáé ó’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç

(6.19)
− 1

h2
[p(xi +

h

2
)(Ui+1 − Ui) − p(xi − h

2
)(Ui − Ui−1)]+q(xi)Ui = f(xi),

i = 1, . . . , J,

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïõò ßäéïõò óõìâïëéóìïýò ìå ôï ó÷Þìá (6.3). Åíôåëþò áíÜ-

ëïãá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí êáé ó’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ïé áðïäåßîåéò åßíáé ðáñü-

ìïéåò ãéáõôü êáé áöÞíïíôáé ùò áóêÞóåéò. Óçìåéþíïõìå ìüíï üôé ôï 1
h
p(xi+

h
2
)[u(xi+1)−

u(xi)] ðñïóåããßæåé ôçí p(xi + h
2
)u′(xi + h

2
), ôï 1

h
p(xi − h

2
)[u(xi) − u(xi−1)] ðñïóåããßæåé

ôçí p(xi − h
2
)u′(xi − h

2
) êáé ç äéáöïñÜ ôùí äýï äéáéñïýìåíç äéá h ðñïóåããßæåé ôçí

ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò (pu′)′ óôï óçìåßï xi.

¶ëëåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Èåùñïýìå êáô’ áñ÷Üò ôï ðñüâëçìá (5.15). Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé äçëáäÞ

ôþñá óõíèÞêåò Neumann. ¸óôù ðÜëé J ∈ N, h := b−a
J+1

, êáé xi = a+ih, i = 0, . . . , J+1.

Ðñïóåããßæïõìå ôï äéÜíõóìá (u(x0), u(x1), . . . , u(xJ+1))
T ìå Ýíá äéÜíõóìá U ∈ R

J+2
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ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé

(6.20)



























2
U0 − U1

h2
+ q(x0)U0 = f(x0)

− 1

h2
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , J,

− 2
UJ − UJ+1

h2
+ q(xJ+1)UJ+1 = f(xJ+1).

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áíÜëõóç ôïõ ó÷Þìáôïò (6.20) èá ó÷ïëéÜóïõìå ëßãï ôçí

ðñþôç ôïõ åîßóùóç, èÝôïíôáò, ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, a = 0. Áíôßóôïé-

÷á ó÷üëéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç, åíþ ïé õðüëïéðåò åßíáé ßäéåò ìå

åêåßíåò ôïõ ó÷Þìáôïò (6.3). Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ðáñÜãùãïò ìßáò ïìáëÞò êáé

Üñôéáò óõíÜñôçóçò ìçäåíßæåôáé óôï ìçäÝí. Áí ëïéðüí õðïèÝóïõìå üôé ç u åðåêôåß-

íåôáé Üñôéá áñéóôåñÜ ôïõ ìçäåíüò, ôüôå áõôüìáôá éêáíïðïéåßôáé ç óõíïñéáêÞ óõí-

èÞêç u′(0) = 0. ÌÝíåé ìüíï íá ðñïóåããßóïõìå ôç Ä.Å., äçëáäÞ âáóéêÜ ôçí u′′(0).

Ôï
u(−h)−2u(0)+u(h)

h2 åßíáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ ìßá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò u′′(0), êáé åðåéäÞ

ç u åßíáé Üñôéá, áõôüò ï ëüãïò ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ −2u(0)−u(h)
h2 êáé äéáöùôßæåé êÜðùò

ôçí ðñïÝëåõóç ôçò ðñþôçò åîßóùóçò óôï ó÷Þìá (6.20). ¼óïí áöïñÜ ôç óõíÝðåéá

ôïõ ó÷Þìáôïò (6.20) áíáðôýóóïíôáò êáôÜëëçëá êáôÜ Taylor äéáðéóôþíïõìå åýêïëá

üôé

(6.21)



























2
u(x0) − u(x1)

h2
+ q(x0)u(x0) = f(x0) + r0,

− 1

h2
[u(xi−1) − 2u(xi) + u(xi+1)] + q(xi)u(xi) = f(xi) + ri, i = 1, . . . , J,

− 2
u(xJ) − u(xJ+1)

h2
+ q(xJ+1)u(xJ+1) = f(xJ+1) + rJ+1,

ìå

(6.22)







max
1≤i≤J

|ri| ≤ Ch2,

max(|r0|, |rJ+1|) ≤ Ch,

üðïõ ç óôáèåñÜC åîáñôÜôáé áðü ôá maxa≤x≤b |u(3)(x)| êáé maxa≤x≤b |u(4)(x)|.Ðñï÷ù-

ñïýìå ôþñá óôç ìåëÝôç ôçò åõóôÜèåéáò ôïõ ó÷Þìáôïò (6.20). Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå
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ëßãï ôïõò óõìâïëéóìïýò åéóÜãïõìå ôïí ôåëåóôÞ ∆h : R
J+2 → R

J+2 äéá

∆hvi := (∆hv)i :=



























2
−v0 + v1

h2
, i = 0,

vi−1 − 2vi + vi+1

h2
, i = 1, . . . , J,

2
vJ − vJ+1

h2
, i = J + 1.

¸ôóé ìðïñïýìå íá óõìðôýîïõìå ôçí (6.20) êáé íá ôç ãñÜøïõìå óôç ìïñöÞ

(6.23) −∆hUi + q(xi)Ui = f(xi), i = 0, . . . , J + 1.

Èá åðåêôåßíïõìå åðßóçò ôïí ïñéóìü ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ (·, ·)h êáé óõíáêü-

ëïõèá êáé ôçò ðáñáãüìåíçò áðü áõôü íüñìáò óôïí R
J+2 ùò åîÞò

(v, w)h :=
h

2
v0w0 + h

J
∑

i=1

viwi +
h

2
vJ+1wJ+1 v, w ∈ R

J+2.

Óçìåéþíïõìå üôé ôï åóùôåñéêü áõôü ãéíüìåíï óõìðßðôåé óôïí R
J+2
0 ìå åêåßíï ðïõ

÷ñçóéìïðïéïýóáìå ìÝ÷ñé ôþñá. Tþñá, åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé óôçí ðñïêåé-

ìÝíç ðåñßðôùóç éó÷ýåé ôï áíôßóôïé÷ï ôçò (6.8), âë. ôçí ¶óêçóç 6.3,

(6.24) −(∆hv, v)h = |v|21,h ∀v ∈ R
J+2 ,

üðïõ ç | · |1,h ïñßæåôáé óôïí R
J+2 üðùò áêñéâþò êáé óôïí R

J+2
0 , äçëáäÞ äéá

|v|1,h =
{

h
J

∑

i=0

|vi+1 − vi

h
|2

}
1

2 ,

ìüíï ðïõ óôïí R
J+2 äåí åßíáé íüñìá áëëÜ çìéíüñìá, äçëáäÞ Ý÷åé ìåí ôéò õðüëïéðåò

éäéüôçôåò ôçò íüñìáò áëëÜ áðü |v|1,h = 0 äåí Ýðåôáé v = 0.

Ðáßñíïíôáò ôþñá ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ôçí U óôçí (6.23) êáé ÷ñçóéìïðïéþ-

íôáò ôçí (6.24) Ý÷ïõìå

(6.25) |U |21,h + h

J+1
∑′′

i=0

q(xi)|Ui|2 = h

J+1
∑′′

i=0

f(xi)Ui,

üðïõ ïé äýï ôüíïé óôï óýìâïëï ôçò Üèñïéóçò õðïäçëþíïõí üôé ï ðñþôïò êáé ï ôå-

ëåõôáßïò üñïò ôïõ áèñïßóìáôïò õðïäéðëáóéÜæïíôáé. Ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå ÷ñåéáæü-

ìáóôå êÜðïéá áíéóüôçôá ðïõ èá ðáßîåé åäþ ôï ñüëï ôçò (6.5), âë. ôçí ¶óêçóç 5.9.
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Äåí ìðïñïýìå âÝâáéá óôïí R
J+2 íá Ý÷ïõìå áíéóüôçôá ôçò ìïñöÞò (6.5) ãéáôß õðÜñ-

÷ïõí v ∈ R
J+2 ãéá ôá ïðïßá |v|1,h = 0 êáé max0≤i≤J+1 |vi| 6= 0. Ãéá 0 ≤ j ≤ ` ≤ J + 1

êáé v ∈ R
J+2 Ý÷ïõìå

|v` − vj |2 = |
`−1
∑

i=j

(vi+1 − vi)|2 ≤ (`− 1 − j)
`−1
∑

i=j

|vi+1 − vi|2

≤ (J + 1)
J

∑

i=0

|vi+1 − vi|2,

äçëáäÞ

|v` − vj|2 ≤ (b− a)|v|21,h ∀v ∈ R
J+2 ∀j, ` ∈ {0, . . . , J + 1}.

Áðü áõôÞ ôçí áíéóüôçôá óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(6.26) max
0≤i≤J+1

|vi| ≤ min
0≤i≤J+1

|vi| +
√
b− a |v|1,h ∀v ∈ R

J+2.

Tþñá ôï h
∑′′J+1

i=0 q(xi) åßíáé Ýíá Üèñïéóìá Riemann (êáé óõãêåêñéìÝíá ôï áðïôÝëå-

óìá ôïõ óýíèåôïõ ôýðïõ ôïõ ôñáðåæßïõ) ãéá ôï ïëïêëÞñùìá
∫ b

a
q(x)dx, êáé óõíå-

ðþò óõãêëßíåé ðñïò ôï
∫ b

a
q(x)dx êáèþò ôï h ôåßíåé óôï ìçäÝí. ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ

∫ b

a
q(x)dx > 0, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h Ý÷ïõìå

(6.27) h

J+1
∑′′

i=0

q(xi) ≥ 1

2

∫ b

a

q(x)dx, h áñêåôÜ ìéêñü.

Ïé (6.25) êáé (6.27) äßíïõí, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h,

|U |21,h +
1

2

∫ b

a

q(x)dx min
0≤i≤J+1

|Ui|2 ≤ h

J+1
∑′′

i=0

f(xi)Ui

êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáôçí (6.26) ëáìâÜíïõìå

(6.28) max
0≤i≤J+1

|Ui|2 ≤ ch

J+1
∑′′

i=0

f(xi)Ui

ìå êÜðïéá óôáèåñÜ c. Áðü ôçí (6.28) Ýðåôáé ôþñá åõóôÜèåéá ôçò ìåèüäïõ ìáò óå äéÜ-

öïñåò íüñìåò ãéá ôá äåäïìÝíá, ëüãïõ ÷Üñéí ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz

êáé ôçí ðñïöáíÞ áíéóüôçôá ‖v‖h ≤
√
b− a maxi |vi| ðáßñíïõìå

(6.29) max
0≤i≤J+1

|Ui| ≤ c
{

h

J+1
∑′′

i=0

|f(xi)|2
}1/2

, h áñêåôÜ ìéêñü.
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Áõôïý ôïõ åßäïõò ç åõóôÜèåéá äåí ìáò äßíåé üìùò åêôéìÞóåéò äåýôåñçò ôÜîçò ãéá ôï

óöÜëìá ôçò ìåèüäïõ. Èá åðáíÝëèïõìå óå áõôü ôï óçìåßï ìåôÜ ôçí áðüäåéîç ôçò

óýãêëéóçò.

Åêôéìþíôáò åî Üëëïõ ôï äåîéü ìÝëïò ôçò áíéóüôçôáò (6.28) äéá

c max
0≤i≤J+1

|Ui|
{

h
J+1
∑

i=0

|f(xi)|
}

ëáìâÜíïõìå

(6.30) max
0≤i≤J+1

|Ui| ≤ c
{

h
J+1
∑

i=0

|f(xi)|
}

h áñêåôÜ ìéêñü.

Áõôïý ôïõ åßäïõò ç åõóôÜèåéá èá ìáò äþóåé óýãêëéóç äåýôåñçò ôÜîçò ùò ðñïò h.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôçò óýãêëéóçò óçìåéþíïõìå üôé áðü ôçí (6.30),

Þ êáé áðü ôçí (6.29), óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá áñêåôÜ ìéêñü h ç ëýóç U ôïõ ãñáììéêïý

óõóôÞìáôïò (6.20) ïñßæåôáé ìïíáäéêÜ.

Èåþñçìá 6.2 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.15) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, u ∈ C4[a, b].

Ôüôå ãéá áñêåôÜ ìéêñü h ç ëýóç U ôïõ (6.20) ïñßæåôáé ìïíáäéêÜ êáé éó÷ýåé

(6.31) max
0≤i≤J+1

|u(xi) − Ui| ≤ Ch2

ìå ìßá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h.

Áðüäåéîç. ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé üôé ç U ïñßæåôáé ìïíáäéêÜ ãéá áñêåôÜ ìéêñü h,

âë. ôçí (6.30). ÌÝíåé íá áðïäåßîïõìå ôçí åêôßìçóç (6.31). ¸óôù e ∈ R
J+2, ei :=

u(xi)−Ui, i = 0, . . . , J+1, ôï óöÜëìá ðñïóÝããéóçò. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (6.20)

êáé (6.21) ðáßñíïõìå

−∆hei + q(xi)ei = ri, i = 0, . . . , J + 1,

óõíåðþò

|e|21,h + h

J+1
∑′′

i=0

q(xi)|ei|2 = (r, e)h.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.27) Ý÷ïõìå ëïéðüí, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h,

|e|21,h +
1

2

∫ b

a

q(x)dx min
0≤i≤J+1

|ei|2 ≤ (r, e)h
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êáé åðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (6.26), Ý÷ïõìå

max
0≤i≤J+1

|ei|2 ≤ c(r, e)h,

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(6.32) max
0≤i≤J+1

|ei| ≤ ch
J+1
∑

i=0

|ri|.

Óõíåðþò Ý÷ïõìå

max
0≤i≤J+1

|ei| ≤ c
{

h(|r0| + |rJ+1|) + hJ max
1≤i≤J

|ri|
}

≤ c
{

h(|r0| + |rJ+1|) + (b− a) max
1≤i≤J

|ri|
}

êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.22) ðáßñíïõìå ôçí (6.31).

ÐáñáôÞñçóç 6.3 Áí óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 6.2 äåí ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ôçí

åõóôÜèåéá ôçò ìåèüäïõ (6.20) óôç ìïñöÞ (6.30) áëëÜ åêåßíç óôç ìïñöÞ (6.29), ôï

áíôßóôïé÷ï ôçò (6.32) èá Þôáí

(6.33) max
0≤i≤J+1

|ei| ≤ c‖r‖h,

ç ïðïßá óõíäõáæüìåíç ìå ôçí (6.22) äßíåé

max
0≤i≤J+1

|ei| ≤ ch3/2.

H åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò ðïõ ðáßñíïõìå êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï åßíáé ôÜîåùò 3/2,

åíþ ç âÝëôéóôç ôÜîç åßíáé äýï.

Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå ôçí ðåñßðôùóç óõíïñéáêþí óõíèçêþí ôñßôïõ åßäïõò. Èåù-

ñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá (5.16). Ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þìáôïò (6.20) óôçí ðñïêåé-

ìÝíç ðåñßðôùóç åßíáé

(6.34)



























2

h2
(U0 − U1) + 2

σ1

h
U0 + q(x0)U0 = f(x0)

− 1

h2
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , J

− 2

h2
(UJ − UJ+1) + 2

σ2

h
UJ+1 + q(xJ+1)UJ+1 = f(xJ+1).
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Äåí èá áðïäåßîïõìå óõíÝðåéá, åõóôÜèåéá êáé óýãêëéóç ãéá ôï ó÷Þìá (6.34), ãéáôß ïé

ó÷åôéêÝò áðïäåßîåéò äåí äéáöÝñïõí ïõóéáóôéêÜ áðü ôéò áíôßóôïé÷åò óôçí ðåñßðôùóç

óõíïñéáêþí óõíèçêþí Neumann. Èá ðåñéïñéóôïýìå ìüíï óå äýï ðáñáôçñÞóåéò

ó÷åôéêÜ ìå ôï ó÷Þìá (6.34): Óôçí ðåñßðôùóç σ1 = σ2 = 0 ôï ðñüâëçìá (5.16) åßíáé

ôï ßäéï ìå ôï (5.15) êáé ôá ó÷Þìáôá (6.34) êáé (6.20) ôáõôßæïíôáé. Óôçí ðñþôç åîßóùóç

ôïõ ó÷Þìáôïò (6.34) ïäçãïýìáóôå ùò åîÞò: ÕðïèÝôïõìå üôé ôá äåäïìÝíá ìáò q, f êáé

ç ëýóç u åðåêôåßíïíôáé ïìáëÜ êáé áñéóôåñÜ ôïõ a êáôÜ ôñüðïí þóôå íá éó÷ýåé êáé

åêåß ç Ä.Å. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé

(6.35)
u(a+ h) − u(a− h)

2h
= u′(a) +

h2

6
u′′′(ϑ)

ìå ϑ ∈ [a− h, a+ h]. Áí ôï U−1 ðñïóåããßæåé ôçí u(a− h), åßíáé ëïãéêü íá ðñïóåããß-

óïõìå ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç −u′(a) + σ1u(a) = 0 äéá

(6.36) −U1 − U−1

2h
+ σ1U0 = 0

Ôç ó÷Ýóç −u′′(a) + q(a)u(a) = f(a) ôçí ðñïóåããßæïõìå êáôÜ ôá ãíùóôÜ äéÜ

(6.37) −U−1 − 2U0 + U1

h2
+ q(x0)U0 = f(x0).

Ëýíïíôáò ôçí (6.36) ùò ðñïò U−1 êáé áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (6.37) ïäçãïýìáóôå óôçí

ðñþôç åîßóùóç ôïõ ó÷Þìáôïò (6.34). Ç ôåëåõôáßá åîßóùóç óå áõôü ôï ó÷Þìá ðñï-

êýðôåé åíôåëþò áíÜëïãá.

Èá êëåßóïõìå áõôÞ ôçí åíüôçôá ìå ìßá óýíôïìç áíáöïñÜ óôï ðñüâëçìá (5.17).

Ãéá íá ãñÜøïõìå ôï ó÷Þìá óå êïìøÞ ìïñöÞ óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç åéóÜãïõìå

ðñþôá ëßãï óõìâïëéóìü. ¸óôù J ∈ N, h := b−a
J+1

, xi := a+ ih, i ∈ Z. ¸óôù

R
J+1
per :=

{

v = (vi)i∈Z : vi ∈ R êáé vi+J+1 = vi, i ∈ Z
}

êáé

∆h : R
J+1
per −→ R

J+1
per , ∆hvi :=

vi−1 − 2vi + vi+1

h2
, i ∈ Z.

Ðñïóåããßæïõìå ôçí (u(xi))i∈Z ∈ R
J+1
per ìå ôçí U ∈ R

J+1
per ðïõ ïñßæåôáé äéá

(6.38) −∆hUi + q(xi)Ui = f(xi), i = 0, . . . , J.
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Ëüãù ôçò ðåñéïäéêüôçôïò ôùí q êáé f êáé ôïõ üôé U ∈ R
J+1
per , äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò

üôé áí ç éóüôçôá óôçí (6.38) éó÷ýåé ãéá i = 0, . . . , J, ôüôå éó÷ýåé ãéá êÜèå áêÝñáéï

i. Ôï (6.38) åßíáé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá J + 1 åîéóþóåùí ìå J + 1 áãíþóôïõò. Ïé

Üãíùóôïé öáßíïíôáé åê ðñþôçò üøåùò íá åßíáé J + 3, äçëáäÞ ôá U−1, U0, . . . , UJ+1,

óôçí ïõóßá üìùò åßíáé J + 1 ãéáôß U−1 = UJ êáé UJ+1 = U0. ¸ôóé âëÝðïõìå åýêïëá

üôé ç (6.38) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(6.39)























− 1

h2
(UJ − 2U0 + U1) + q(x0)U0 = f(x0)

− ∆hUi + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , J − 1

− 1

h2
(UJ−1 − 2UJ + U0) + q(xJ)UJ = f(xJ).

Ãéá ìßá áðïôåëåóìáôéêÞ ìÝèïäï ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞ-

ìáôïò (6.39) ðáñáðÝìðïõìå óôçí ¶óêçóç 6.8.

ÁóêÞóåéò

6.1. ¸óôù (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) äýï ãñáììéêïß ÷þñïé ìå íüñìá, êáé L : X −→ Y ìßá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. ÕðïèÝôïõìå üôé áðü ôç ó÷Ýóç Lx = y Ýðåôáé ‖x‖X ≤ C‖y‖Y

ìå ìßá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí x êáé y. Áðïäåßîôå ôüôå üôé áðü ôéò ó÷Ýóåéò Lx =

y êáé Lx̃ = ỹ Ýðåôáé ‖x− x̃‖X ≤ C‖y − ỹ‖Y . Áí y ∈ Y, ðüóåò ôï ðïëý ëýóåéò ìðïñåß

íá Ý÷åé ôï ðñüâëçìá “æçôåßôáé x ∈ X ôÝôïéï þóôå Lx = y” ;

6.2. Äåßîôå üôé ï J × J ðßíáêáò A ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.4) åßíáé èåôéêÜ

ïñéóìÝíïò, äçëáäÞ yTAy > 0 ãéá êÜèå ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá ôïõ R
J .

6.3. Áðïäåßîôå ôçí (6.24).

6.4. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (6.19). Ïñßæïõìå ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a(·, ·) : R
J+2
0 ×

R
J+2
0 −→ R äéá

a(v, w) := h
J

∑

i=1

{− 1

h2
[p(xi +

h

2
)(vi+1 − vi) − p(xi − h

2
)(vi − vi−1)] + q(xi)vi}wi.

Áðïäåßîôå üôé:

i. Ç a åßíáé óõììåôñéêÞ, äçë. a(v, w) = a(w, v) ∀v, w ∈ R
J+2
0 .
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ii. ÕðÜñ÷ïõí èåôéêÝò óôáèåñÝò C1 êáé C2, áíåîÜñôçôåò ôïõ h ôÝôïéåò þóôå

|a(v, w)| ≤ C2|v|1,h |w|1,h v, w ∈ R
J+2
0

a(v, v) ≥ C1|v|21,h v ∈ R
J+2
0 .

Ç ðñþôç áðü áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò áíáöÝñåôáé ùò óõíÝ÷åéá êáé ç äåýôåñç ùò åëëåé-

ðôéêüôçôá ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò.

iii. ÕðïèÝôïíôáò üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.14) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áðïäåßîôå

ìßá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (6.14) ãéá ôï óöÜëìá ôçò ìåèüäïõ (6.19).

6.5. Ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þìáôïò (6.20) ãéá ôï ðñüâëçìá

(6.40)







− (pu′)′ + qu = f óôï [a, b]

u′(a) = u′(b) = 0

åßíáé:

(6.41)







































2p(x0 +
h

2
)
U0 − U1

h2
+ q(x0)U0 = f(x0)

− 1

h2
[p(xi +

h

2
)(Ui+1 − Ui) − p(xi − h

2
)(Ui − Ui−1)] + q(xi)Ui =

= f(xi), 1, . . . , J,

− 2p(xJ+1 − h

2
)
UJ − UJ+1

h2
+ q(xJ+1)UJ+1 = f(xJ+1).

Áðïäåßîôå óõíÝðåéá êáé åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.41) êáé áðïäåßîôå ìßá åêôßìçóç

ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ìïñöÞò (6.31).

6.6. Áðïäåßîôå ôçí (6.35).

6.7. Áðïäåßîôå üôé

‖v‖2
h ≤ c{ min

0≤i≤J+1
|vi|2 + |v|21,h} ∀v ∈ R

J+2

ìå ìßá óôáèåñÜ c áíåîÜñôçôç ôïõ h.

6.8. ¸óôù A ∈ R
J,J Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíáêáò ôÝôïéïò þóôå aij = 0 ãéá 1 < i − j <

J − 1, âë. ôçí (6.39). ¸íáò ëïãéêüò ôñüðïò ãéá íá ëýóïõìå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ôçò
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ìïñöÞò Ax = y åßíáé ï åîÞò: ÃñÜöïõìå ôoí A ùò Üèñïéóìá A = B + C üðïõ ï B

åßíáé ôñéäéáãþíéïò êáé ï C Ý÷åé ìüíï äýï ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá. Ôüôå Ý÷ïõìå

Ax = y ⇐⇒ Bx+ Cx = y ⇐⇒ x+B−1Cx = B−1y ⇐⇒

x+B−1



















a1JxJ

0
...

0

aJ1x1



















= B−1y ⇐⇒

(6.42) x+ a1JxJb
1 + aJ1x1b

J = B−1y,

üðïõ b1 êáé bJ , ç ðñþôç êáé ç ôåëåõôáßá óôÞëç ôïõ B−1, áíôßóôïé÷á. ¸óôù ôþñá x̃ ç

ëýóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò

(6.43) Bx̃ = y.

Oé (6.42) êáé (6.43) äßíïõí ôüôå

x1 + a1JxJb
1
1 + aJ1x1b

J
1 = x̃1

xi + a1JxJb
1
i + aJ1x1b

J
i = x̃i, i = 2, . . . , J − 1,

xJ + a1JxJb
1
J + aJ1x1b

J
J = x̃J .

Ðþò èá ëýíáôå ëïéðüí Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá áõôÞò ôçò ìïñöÞò; Óçìåéþóôå üôé ï

õðïëïãéóìüò ôùí x̃, b1 êáé bJ áðáéôåß ôçí åðßëõóç ôñéþí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí ìå

ôïí ßäéï ôñéäéáãþíéï ðßíáêá .

6.9. ¸óôù üôé éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 6.1. Áðïäåßîôå üôé:

i. |e|1,h ≤ Ch2,

ii. (h
∑J

i=0|
Ui+1−Ui

h
− u′(xi + h

2
)|2) 1

2 ≤ Ch2

ìå ìßá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h.

6.10. ¸óôù q, f óõíå÷åßò ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ðåñßïäï b − a, êáé q(x) ≥ 0

∀x ∈ R, q 6= 0. Áí ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.17) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ áðïäåßîôå

ãéá ôï óöÜëìá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.39) ôçí åêôßìçóç

max
0≤i≤J

|u(xi) − Ui| ≤ Ch2
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ìå ìßá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h.

6.11. ¸óôù J ∈ N, h := b−a
J+1

êáé xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1. Ðñïóåããßæïõìå ôï

äéÜíõóìá (u(x0), u(x1), . . . , u(xJ+1))
T ∈ R

J+2
0 , üðïõ u ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1),

ìå Ýíá äéÜíõóìá U ∈ R
J+2
0 , ôï ïðïßï ïñßæåôáé äéá

(6.44)
−∆hUi +

1

12
[q(xi−1)Ui−1 + 10q(xi)Ui + q(xi+1)Ui+1] =

=
1

12
[f(xi−1) + 10f(xi) + f(xi+1)], i = 1, . . . , J,

ìå ∆h : R
J+2
0 → R

J+2
0 üðùò óôçí (6.7).

(á) Áðïäåßîôå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.44). ÓõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôïíôáò üôé q, f ∈
C4[a, b] êáé u ∈ C6[a, b], áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï xi êáé

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé −u(4) + (qu)′′ = f ′′ óôï [a, b] äéáðéóôþóôå üôé

− 1

h2
[u(xi−1) − 2u(xi) + u(xi+1)] +

1

12
[(qu)(xi−1) + 10(qu)(xi) + (qu)(xi+1)]

=
1

12
[f(xi−1) + 10f(xi) + f(xi+1)] + ri, i = 1, . . . , J,

üðïõ, ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h,

max
1≤i≤J

|ri| ≤ Ch4.

(â) Áðïäåßîôå åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.44). ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåßîôå êáô’ áñ-

÷Üò, ãéá v ∈ R
J+2
0 , üôé

h
J

∑

i=1

[q(xi−1)vi−1 + q(xi)vi + q(xi+1)vi+1]vi ≥ −ch2‖v‖2
h.

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåßîôå üôé

|U |21,h − ch2‖U‖2
h ≤

{

h
J+1
∑

i=0

|f(xi)|2
}

1

2 ‖U‖h

êáé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.6), áðïäåßîôå, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h, üôé

|U |1,h ≤ c
{

h
J+1
∑

i=0

|f(xi)|2
}

1

2

,
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ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (6.5),

max
0≤i≤J+1

|Ui| ≤ c
{

h
J+1
∑

i=0

|f(xi)|2
} 1

2

.

(ã) Áðïäåßîôå óýãêëéóç ôïõ ó÷Þìáôïò (6.44). ÓõãêåêñéìÝíá, áí u ∈ C6[a, b], q, f ∈
C4[a, b], áðïäåßîôå üôé ãéá áñêåôÜ ìéêñü h ç ëýóç U ôïõ ó÷Þìáôïò (6.44) åßíáé

êáëÜ ïñéóìÝíç êáé éó÷ýåé

max
0≤i≤J+1

|u(xi) − Ui| ≤ Ch4

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h.

6.12. ¸óôù J ∈ N, h := b−a
J+1

êáé xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1. Ðñïóåããßæïõìå ôï

äéÜíõóìá (u(x0), u(x1), . . . , u(xJ+1))
T ∈ R

J+2
0 , üðïõ u ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò

¶óêçóçò 5.13, ìå Ýíá äéÜíõóìá U ∈ R
J+2
0 , ôï ïðïßï ïñßæåôáé äéá

(6.45) −∆hUi = f(Ui), i = 1, . . . , J,

ìå ∆h : R
J+2
0 → R

J+2
0 üðùò óôçí (6.7). Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ãéá áñêåôÜ ìéêñü

h ç U åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.

(á) Áðïäåßîôå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.45). ÓõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôïíôáò üôé u ∈
C4[a, b], áðïäåßîôå üôé

− 1

h2
[u(xi−1) − 2u(xi) + u(xi+1)] = f(u(xi)) + ri, i = 1, . . . , J,

üðïõ, ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ h,

max
1≤i≤J

|ri| ≤ Ch2.

(â) Áðïäåßîôå åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.45). ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá g, g̃ ∈ R
J+2
0 êáé

v, w ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå

−∆hvi = f(vi) + gi, i = 1, . . . , J,

−∆hwi = f(wi) + g̃i, i = 1, . . . , J,

áðïäåßîôå üôé

max
0≤i≤J+1

|vi − wi| ≤ c‖g − g̃‖h

ìå ìßá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí g, g̃.
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(ã) Áðïäåßîôå óýãêëéóç ôïõ ó÷Þìáôïò (6.45).

6.13. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå äéåðéöÜíåéá ðïõ äßíåôáé óôçí ¶óêçóç

5.12. Äéáêñéôïðïéïýìå ôï ðñüâëçìá ìå ìéá ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí: ¸óôù

J ∈ N, h := b−a
J+1

, xi := a+ ih, i = 0, . . . , J + 1. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï x? åßíáé êüìâïò

áõôïý ôïõ äéáìåñéóìïý, Ýóôù x? = xm. Ðñïóåããßæïõìå ôï (u(x0), . . . , u(xJ+1))
T ∈

R
J+2
0 ìå ôï U ∈ R

J+2
0 ðïõ ïñßæåôáé äéá

(6.46)















































− 1

h2
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . ,m− 1,

− 2

(1 + ρ)h2
[(Um−1 − Um) − ρ(Um − Um+1)]

+
1

1 + ρ
[q(x?−) + ρq(x?+)]Um =

1

1 + ρ
[f(x?−) + ρf(x?+)],

− 1

h2
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = m+ 1, . . . , J.

[Ç åîßóùóç ðïõ óõíäÝåé ôá Um−1, Um êáé Um+1 ðñïêýðôåé ùò åîÞò: ¸óôù v ∈ C[a, b]

ìéá óõíÜñôçóç ðïõ åßíáé ôñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôá [a, x?] êáé [x?, b]

êáé ôÝôïéá þóôå v′(x?−) = ρv′(x?+). Ôüôå Ý÷ïõìå

v(x? + h) = v(x?) + hv′(x?+) +
h2

2
v′′(x?+) +

h3

6
v′′′(ϑ1)

v(x? − h) = v(x?) − hv′(x?−) +
h2

2
v′′(x?−) − h3

6
v′′′(ϑ2).

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç åðß ρ êáé ðñïóèÝôïíôáò óôç äåýôåñç Ý÷ïõìå,

óýìöùíá êáé ìå ôçí v′(x?−) = ρv′(x?+),

− 2

h2

{

[v(x? − h) − v(x?)] − ρ[v(x?) − v(x? + h)]
}

=

= −[v′′(x?−) + ρv′′(x?+)] +
h

3
[v′′′(ϑ2) − pv′′′(ϑ1)].

×ñçóéìïðïéþíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç ãéá ôç ëýóç u êáé ôï ãåãïíüò üôé óýìöùíá ìå ôç

Ä.Å.

u′′(x?−) = q(x?−)u(x?) − f(x?−)

u′′(x?+) = q(x?+)u(x?) − f(x?+)
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ëáìâÜíïõìå

(6.47)

− 2

h2

{

[u(xm−1) − u(xm)] − ρ[u(xm) − u(xm+1)]
}

+ [q(xm−) + ρq(xm+)]u(xm)

= [f(xm−) + ρf(xm+)] +
h

3
[u′′′(ϑ̃2) − ρu′′′(ϑ̃1)].

Ðáñáëåßðïíôáò ôïí ôåëåõôáßï üñï ó’ áõôÞ ôç ó÷Ýóç, ï ïðïßïò ôåßíåé óôï ìçäÝí

êáèþò ôï h ôåßíåé óôï ìçäÝí, ïäçãïýìåèá óôçí åîßóùóç m ôïõ ó÷Þìáôïò (6.46). Óç-

ìåéþóôå áêüìç üôé ãéá ρ = 1 äåí õðÜñ÷åé äéåðéöÜíåéá áöïý ç u′ åßíáé óõíå÷Þò. Tüôå

ôï ó÷Þìá (6.46) ôáõôßæåôáé ìå ôï ó÷Þìá (6.3), áí ïé q êáé f åßíáé óõíå÷åßò âÝâáéá.]

(á) Áðïäåßîôå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.46). ÁêñéâÝóôåñá áðïäåßîôå üôé










































− 1

h2
[u(xi−1) − 2u(xi) + u(xi+1)] + q(xi)u(xi) = f(xi) + ri,

i = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , J,

− 2

(1 + ρ)h2

{

[u(xm−1) − u(xm)] − ρ[u(xm) − u(xm+1)]
}

+
1

1 + ρ
[q(x?−) + ρq(x?+)]u(xm) =

1

1 + ρ
[f(x?−) + ρf(x?+)] + rm,

ìå






|ri| ≤ Ch2, i = 1, . . . ,m− 1, m+ 1, . . . , J,

|rm| ≤ Ch,

üðïõ ç óôáèåñÜ C åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôá a, b êáé ôç u, âë. ôçí (6.47).

(â) Áðïäåßîôå åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.46). ÁêñéâÝóôåñá åéóÜãïíôáò ôçí áðåé-

êüíéóç ∆h : R
J+2
0 −→ R

J+2
0 ,



























∆hvi := 0, i = 0, J + 1,

∆hvi :=
1

h2
(vi−1 − 2vi + vi+1), i = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , J,

∆hvm :=
2

(1 + ρ)h2
[(vm−1 − vm)−ρ(vm − vm+1)],

êáé óõìâïëßæïíôáò ìå (·, ·)h ôï äéáêñéôü L2 åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí R
J+2
0 ìå

âÜñïò,

(v, w)h := h
{

m−1
∑

i=1

viwi +
1 + ρ

2
vmwm + ρ

J
∑

i=m+1

viwi

}

,
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ìå ‖ · ‖h ôçí ðáñáãüìåíç áðü áõôü íüñìá, êáé ìå | · |1,h ôç äéáêñéôÞ H1−íüñìá

ìå âÜñïò,

|v|1,h :=
{

h
m−1
∑

i=0

|vi+1 − vi

h
|2 + ρh

J
∑

i=m

|vi+1 − vi

h
|2

}
1

2 ,

áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé

(6.48) −(∆hv, v)h = |v|21,h ∀v ∈ R
J+2
0 .

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôþñá óôçí (6.52) åðß hUi ôéò ó÷Ýóåéò ìå i = 1, . . . ,m − 1,

åðß 1+ρ
2
hUm ôç ó÷Ýóç ìå i = m êáé åðß ρhUi ôéò ó÷Ýóåéò ìå i = m + 1, . . . , J,

ðñïóèÝôïíôáò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.48) áðïäåßîôå üôé

|U |21,h + h
{

m−1
∑

i=1

q(xi)|Ui|2 +
1

2
[q(x?−) + ρq(x?+)]|Um|2 + ρ

J
∑

i=m+1

q(xi)|Ui|2
}

= h
{

m−1
∑

i=1

f(xi)Ui +
1

2
[f(x?−) + ρf(x?+)]Um + ρ

J
∑

i=m+1

f(xi)Ui

}

.

Áðü ôçí (6.5) Ýðåôáé áìÝóùò üôé

max
0≤i≤J+1

|vi| ≤ 1

min(1,
√
ρ)

√
b− a |v|1,h ∀v ∈ R

J+2
0

(ðñïóÝîôå ôç äéáöïñåôéêÞ Ýííïéá ôçò | · |1,h óôçí (6.5) êáé ôçí ðñïçãïýìåíç

ó÷Ýóç). Óýìöùíá ìå ôçí (6.5) êáé ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç, ïäçãçèåßôå óôï

óõìðÝñáóìá üôé

max
0≤i≤J+1

|Ui| ≤ ch
{

m−1
∑

i=1

|f(xi)| +
1

2
|f(x?−) + ρf(x?+)| + ρ

J
∑

i=m+1

|f(xi)|
}

ìå ìéá óôáèåñÜ c = c(b− a, ρ).

(ã) ÓõíäõÜóôå åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá ãéá íá áðïäåßîåôå óýãêëéóç. ÓõãêåêñéìÝ-

íá, õðïèÝôïíôáò üôé ç ëýóç u åßíáé ôÝóóåñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç

óôá äéáóôÞìáôá [a, x?] êáé [x?, b], áðïäåßîôå üôé

max
0≤i≤J+1

|u(xi) − Ui| ≤ Ch2

ìå ìéá óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç ôïõ h.
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6.14. Èåùñïýìå ôþñá ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ìå äéåðéöÜíåéá ãéá ôçí ðåñßðôùóç

ìßáò ãåíéêüôåñçò Ä.Å.















− (pu′)′ + qu = f óôï [a, x?) ∪ (x?, b]

p(x?−)u′(x?−) = ρp(x?+)u′(x?+)

u(a) = u(b) = 0

üðïõ p èåôéêÞ óõíÜñôçóç, óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôá [a, x?] êáé [x?, b] êáé ðéèáíþò

áóõíå÷Þò óôï x?, êáé q, f üðùò óôçí ¶óêçóç 5.12. Äþóôå ôo áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þ-

ìáôïò (6.46) óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç êáé áðïäåßîôå óõíÝðåéá, åõóôÜèåéá êáé

óýãêëéóç.

6.15. Óôéò ÁóêÞóåéò 6.13 êáé 6.14 åßíáé ïõóéáóôéêÞ ç õðüèåóç üôé ôï x? åßíáé êüì-

âïò ôïõ äéáìåñéóìïý. ÌåñéêÝò öïñÝò áõôü åßíáé áäýíáôïí íá åðéôåõ÷èåß ìå ïìïéü-

ìïñöï äéáìåñéóìü ãéá ïðïéáäÞðïôå åðéëïãÞ ôïõ âÞìáôïò h (ãéá íá åßíáé áõôü åöé-

êôü ðñÝðåé ï áñéèìüò b−x?

x?−a
íá åßíáé ñçôüò). Ôï ðñüâëçìá áõôü ðáñáêÜìðôåôáé åý-

êïëá, áí åñãáóèïýìå ìå Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ôïõ [a, x?] ìå âÞìá h−, áò

ðïýìå, êáé Ýíáí ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü ôïõ [x?, b] ìå âÞìá h+. Áí x? = xm, ôüôå

xi := a + ih−, i = 0, . . . ,m, êáé xi := xm + (i − m)h+, i = m + 1, . . . , J + 1. Ôï

áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þìáôïò (6.52) åßíáé ôþñá















































− 1

h2
−

(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . ,m− 1,

− 1

ĥ
[

1

h−

(Um−1 − Um) − ρ
1

h+
(Um − Um+1)]+

+
1

2ĥ
[h−q(x

?−) + ρh+q(x
?+)]Um =

1

2ĥ
[h−f(x?−) + ρh+f(x?+)],

− 1

h2
+

(Ui−1 − 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi), i = m+ 1, . . . , J,

üðïõ ĥ := 1
2
(h− + ρh+). Ìå ôéò ðñïöáíåßò ôñïðïðïéÞóåéò óôïõò ïñéóìïýò ôùí (·, ·)h,

‖ · ‖h êáé | · |1,h, ôï (·, ·)h öåñ’ åéðåßí ïñßæåôáé ôþñá äéá

(v, w)h := h−

m−1
∑

i=1

viwi + ĥvmwm + ρh+

J
∑

i=m+1

viwi, v, w ∈ R
J+2
0 ,
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áðïäåßîôå áðïôåëÝóìáôá áíôßóôïé÷á åêåßíùí óôçí ¶óêçóç 6.12, èÝôïíôáò h :=

max(h−, h+).

6.16. (Ìç ïìïéüìïñöïò äéáìåñéóìüò.) Áñ÷ßæïõìå åéóÜãïíôáò ëßãï óõìâïëéóìü.

¸óôù a = x0 < x1 < · · · < xJ < xJ+1 = b Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ [a, b], hi := xi − xi−1,

i = 1, . . . , J + 1, êáé ĥi := 1
2
(hi + hi+1), i = 1, . . . , J. ¸óôù u ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(5.1). Ðñïóåããßæïõìå ôüôå ôï (u(x0), u(x1), . . . , u(xJ+1))
T ∈ R

J+2
0 ìå U ∈ R

J+2
0 ðïõ

äßíåôáé äéá

(6.49) − 1

ĥi

[
Ui−1 − Ui

hi

− Ui − Ui+1

hi+1

] + q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , J.

(á) Áðïäåßîôå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.49). ÓõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôïíôáò üôé u ∈
C4[a, b] êáé áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor, áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé

− 1

ĥi

[
u(xi−1) − u(xi)

hi

− u(xi) − u(xi+1)

hi+1

] + q(xi)u(xi) =

= f(xi) + ri, i = 1, . . . , J,

ìå r ∈ R
J+2
0 ,







ri = −1

3
(hi+1 − hi)u

′′′(xi) + r̃i

|r̃i| ≤ Ch2

ìå h := max1≤i≤J+1 hi. Áðïäåßîôå åí óõíå÷åßá üôé

‖r‖−1,H ≤ Ch2,

üðïõ H = (h1, . . . , hJ+1) êáé ç “áñíçôéêÞ” íüñìá ‖ · ‖−1,H ïñßæåôáé ùò

‖v‖−1,H :=
{

J
∑

i=1

hi+1(
i

∑

j=1

ĥjvj)
2
}

1

2

, v ∈ R
J+2
0 ,

âë. ôçí ¶óêçóç 5.15.

(â) Áðïäåßîôå åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (6.49). Ôï öõóéïëïãéêü äéáêñéôü L2 åóù-

ôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·)H ïñßæåôáé ôþñá ùò åîÞò

(v, w)H :=
J

∑

i=1

ĥiviwi, v, w ∈ R
J+1
0 .
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Óõìâïëßæïõìå ìå ‖ · ‖H ôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá êáé ïñßæïõìå ôç íüñìá | · |1,H äéá

|v|1,H :=
{

J+1
∑

i=1

hi|
vi − vi−1

hi
|2

}
1

2

, v ∈ R
J+2
0 .

Áðïäåßîôå üôé

(v, w)H = −
J

∑

i=1

hi+1(
i

∑

j=1

ĥjvj)
wi+1 − wi

hi+1

êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

(v, w)H ≤ |v|−1,H |w|1,H ∀v, w ∈ R
J+2
0 .

Áðïäåßîôå ôþñá üôé

|U |1,H ≤
{

J
∑

i=1

hi+1[
i

∑

j=1

ĥjf(xj)]
2
}

1

2

,

âë. ôçí ¶óêçóç 5.15.

(ã) Áðïäåßîôå ôþñá óýãêëéóç ôïõ ó÷Þìáôïò (6.49). ÓõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôïíôáò

u ∈ C4[a, b], áðïäåßîôå üôé õðÜñ÷åé ìßá óôáèåñÜ c, áíåîÜñôçôç ôïõ äéáìåñéóìïý

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xJ+1 = b ôïõ [a, b], ôÝôïéá þóôå

max
1≤i≤J

|u(xi) − Ui| ≤ ch2.

6.17. ¸óôù J ∈ N, J ≥ 5, h := 1
J+1

, êáé xi := ih, i ∈ Z. ¸óôù

R
J+1
per := {v = (vi)i∈Z : vi ∈ R êáé vi+J+1 = vi, i ∈ Z}.

Áí u åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ¶óêçóçò 5.19, ðñïóåããßæïõìå ôçí
(

u(xi)
)

i∈Z

∈ R
J+1
per ìå ôçí U ∈ R

J+1
per ðïõ ïñßæåôáé äéá

1

h2
(Ui−2 − 4Ui−1 + 6Ui − 4Ui+1 + Ui+2) + Ui = f(xi), i = 0, . . . , J.

Áðïäåßîôå üôé ôï äéáêñéôü áõôü ðñüâëçìá Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, äçëáäÞ üôé ç U

åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.



3. ÐåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá ãéá ôï ðñüâëçìá

äýï óçìåßùí

Ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñü-

âëçìá äýï óçìåßùí. Ôï êåöÜëáéï áðïôåëåßôáé áðü ôñåéò ðáñáãñÜöïõò, ïé äýï ðñþ-

ôåò åê ôùí ïðïßùí áíáöÝñïíôáé óå åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò åíþ ç ôñßôç óå åê

ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá, óôçí ðñþôç ðáñÜãñáöï èá áó÷ïëçèïýìå

ìå ôï “ïñéóìÝíï” ðñüâëçìá, èá õðïèÝóïõìå äçëáäÞ üôé ç óõíÜñôçóç q ëáìâÜíåé ìç

áñíçôéêÝò ôéìÝò, åíþ óôç äåýôåñç ìå ôï “ìç ïñéóìÝíï” åðéôñÝðïíôáò êáé áñíçôéêÝò

ôéìÝò ôçò q, õðïèÝôïíôáò üìùò ðÜíôá üôé ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç ç ïðïßá

ìÜëéóôá åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, êáé èá äþóïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò, äçëáäÞ

åêôéìÞóåéò óôéò ïðïßåò õðåéóÝñ÷ïíôáé Üãíùóôåò ðïóüôçôåò, üðùò íüñìåò ôçò Üãíù-

óôçò ëýóçò. Ïé åêôéìÞóåéò óôçí ôñßôç ðáñÜãñáöï åßíáé äéáöïñåôéêÞò õöÞò, óôá

öñÜãìáôá õðåéóÝñ÷ïíôáé ìüíï ðïóüôçôåò ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí, áñêåß íá

Ý÷åé ðñþôá õðïëïãéóèåß ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç, ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá åê ôùí õóôÝ-

ñùí åêôéìÞóåéò.

3.1 Ôï ïñéóìÝíï ðñüâëçìá

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (5.1). Óýìöùíá ìå ôçí (5.3) éó÷ýåé

(u′, v′) + (qu, v) = (f, v) ∀v ∈ C1
0 [a, b] .

Eßíáé ðïëý åýêïëï íá äåé êáíåßò üôé áõôÞ ç ó÷Ýóç éó÷ýåé êáé ãéá óõíå÷åßò êáé ôìç-

ìáôéêÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò ìçäåíßæïíôáé óôá a êáé b,

43
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äçë.

(7.1) (u′, v′) + (qu, v) = (f, v) ∀v ∈ V,

üðïõ V := {v ∈ C0[a, b] : v ôìçìáôéêÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç}.
H (7.1) ëÝãåôáé áóèåíÞò Þ ãåíéêåõìÝíç Þ ìåôáâïëéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1).

Óå áõôÞ ôç äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò âáóßæåôáé ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí

óôïé÷åßùí.

¸óôù ôþñá r ≥ 2 êáé (Sr
h)0<h≤b−a ⊂ V ìéá ïéêïãÝíåéá õðï÷þñùí ôïõ V, ðåðåñá-

óìÝíçò äéÜóôáóçò, ìå ôçí åîÞò ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá

(7.2)
∃c > 0 ∀v ∈ Cs[a, b] ∩ V ∃χ ∈ Sr

h

‖v − χ‖ + h‖v′ − χ′‖ ≤ chs‖v‖s, s = 2, s = r.

÷ñçóéìïðïéÞóáìå åäþ ôç íüñìá Sobolev ‖ · ‖s ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò

‖v‖s := {
s

∑

i=0

‖v(i)‖2}1/2

êáé åßíáé ðñïöáíþò éóïäýíáìç ìå ôç íüñìá ‖v‖? :=
∑s

i=0 ‖v(i)‖. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé

ç íüñìá ‖ · ‖s ðáñÜãåôáé áðü Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï.

ÐáñÜäåéãìá 7.1 ¸óôù Sr
h ⊂ V ï ÷þñïò ôùí splines ùò ðñïò ôïí ïìïéüìïñöï äéá-

ìåñéóìü ôïõ [a, b] ìå âÞìá h, oé ïðïßåò óå êÜèå õðïäéÜóôçìá áõôïý ôïõ äéáìåñé-

óìïý åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý r − 1, êáé óôï [a, b] åßíáé r − 2 öïñÝò óõíå-

÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò. Eßíáé ãíùóôü üôé ó’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç éó÷ýåé

ç (7.2). Èá äþóïõìå åäþ ôçí áðüäåéîç ãéá ôçí ðåñßðôùóç r = 2. ¸óôù ëïéðüí

v ∈ C2[a, b] ∩ V êáé vh ∈ S2
h ôÝôïéá þóôå vh(xi) = v(xi), i = 0, . . . , J + 1, üðïõ

xi = a + ih, i = 0, . . . , J + 1, (J + 1)h = b − a. Tüôå, èÝôïíôáò w := v − vh Ý÷ïõìå,

óýìöùíá ìå ôçí (5.5),

(7.3)

∫ xi+1

xi

[w(x)]2dx ≤ h2

∫ xi+1

xi

[w′(x)]2dx, i = 0, . . . , J.

Aèñïßæïíôáò áðü i = 0 Ýùò i = J, ðáßñíïõìå

(7.4) ‖w‖ ≤ h‖w′‖.
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Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Rolle õðÜñ÷åé ξ ∈ (xi, xi+1), ôÝôïéï þóôå w′(ξ) = 0.

Tüôå èá Ý÷ïõìå

w′(x) =

∫ x

ξ

w′′(s)ds =

∫ x

ξ

v′′(s)ds, x ∈ [xi, xi+1],

óõíåðþò

|w′(x)|2 ≤ h

∫ xi+1

xi

|v′′(s)|2ds,

äçë.

(7.5)

∫ xi+1

xi

|w′(x)|2dx ≤ h2

∫ xi+1

xi

|v′′(s)|2ds.

Aèñïßæïíôáò áðü i = 0 Ýùò i = J, ëáìâÜíïõìå

(7.6) ‖w′‖ ≤ h‖v′′‖.

Aðü ôéò (7.4) êáé (7.6) Ýðåôáé ç (7.2) ãéá s = r = 2.

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç q ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíç-

ôéêÝò ôéìÝò.

Èåùñïýìå ôþñá Ýíá óôáèåñü h. Ðñïóåããßæïõìå ôç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1)

ìå Ýíá óôïé÷åßï uh ∈ Sr
h ôÝôïéï þóôå

(7.7) (u′
h, χ

′) + (quh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h,

âë. ôçí (7.1). Áðïäåéêíýïõìå êáô’ áñ÷Üò üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç uh ïñßæåôáé ìï-

íïóÞìáíôá. ¸óôùNh := dimSr
h, êáé {ϕ1, . . . , ϕNh

} ìéá âÜóç ôïõ Sr
h. Ç (7.7) ãñÜöåôáé

éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(7.8) (u′
h, ϕ

′
i) + (quh, ϕi) = (f, ϕi), i = 1, . . . , Nh.

ÐáñéóôÜíïíôáò ôçí uh óôç ìïñöÞ uh = α1ϕ1 + · · · + αNh
ϕNh

äéáðéóôþíïõìå åýêïëá

üôé ôï (7.8) åßíáé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá êáé ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò åßíáé óõììåôñé-

êüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, óõíåðþò ç uh ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá. ¼ôé ç uh ïñßæåôáé

ìïíïóÞìáíôá, ìðïñåß íá ôï äåé êáíåßò åðßóçò ìåëåôþíôáò ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò

óýóôçìá. ÈÝôïíôáò f = 0 êáé χ = uh óôçí (7.7) (êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (5.5), ç

ïðïßá éó÷ýåé êáé óôïí V ) ëáìâÜíïõìå áìÝóùò uh = 0.
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Ôï óýóôçìá (7.8) åßíáé ôçò ìïñöÞò

(7.9) Ahαh = fh,

üðïõ αh = (α1, . . . , αNh
)T , (fh)i = (f, ϕi), i = 1, . . . , Nh, êáé (Ah)ij = (ϕ′

i, ϕ
′
j) +

(qϕi, ϕj), i, j = 1, . . . , Nh. EðéëÝãïíôáò ôç âÜóç ôïõ Sr
h êáôÜ ôñüðïí þóôå ôá óôïé-

÷åßá ôçò íá Ý÷ïõí ìéêñü öïñÝá (éäéüôçôá óôçí ïðïßá ïöåßëïõí ôçí ïíïìáóßá ôïõò ôá

ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá) åðéôõã÷Üíïõìå íá åßíáé ï ðßíáêáò Ah áñáéüò, êáé áõôü Ý÷åé

ùò óõíÝðåéá ç åðßëõóç ôïõ (7.9) íá ìðïñåß íá ãßíåé ìå ÷áìçëü õðïëïãéóôéêü êü-

óôïò. Åðßóçò ç áñßèìçóç ôùí óôïé÷åßùí ôçò âÜóçò åðçñåÜæåé ôç ìïñöÞ ôïõ ðßíáêá

Ah (áêñéâÝóôåñá êáèïñßæåé ôéò èÝóåéò üðïõ õðÜñ÷ïõí ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá).

ÐáñÜäåéãìá 7.2 ¸óôù h := b−a
J+1

, xi := a+ ih, i = 0, . . . , J + 1, êáé S2
h ï ÷þñïò ôùí óõ-

íå÷þí óõíáñôÞóåùí ïé ïðïßåò ìçäåíßæïíôáé óôá óçìåßá a êáé b êáé åßíáé ðïëõþíõìá

âáèìïý ôï ðïëý Ýíá óå êáèÝíá ôùí õðïäéáóôçìÜôùí (xi, xi+1), i = 0, . . . , J . ÅðéëÝãï-

íôáò ùò âÜóç ôçí {ϕ1, . . . , ϕJ} ìå

ϕi(x) =























x− xi−1

h
, xi−1 ≤ x ≤ xi,

−x− xi+1

h
, xi ≤ x ≤ xi+1,

0 , äéáöïñåôéêÜ,

äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ï ðßíáêáò Ah åßíáé ôñéäéáãþíéïò.

Ìéá ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò uh äßíåôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 7.1 ¸óôù r ≥ 2, êáé u ∈ Cr[a, b] ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1). ¸óôù Sr
h ⊂ V

ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé ç (7.2) êáé uh ∈ Sr
h ç ëýóç ôïõ (7.7). Ôüôå õðÜñ÷åé ìßá óôáèåñÜ C,

áíåîÜñôçôç ôùí u êáé h, ôÝôïéá þóôå

(7.10) ‖u′ − u′
h‖ ≤ Chr−1‖u‖r,

êáé

(7.11) ‖u− uh‖ ≤ Chr‖u‖r.

Áðüäåéîç. ÅéóÜãïõìå óôïí V ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a(·, ·), äçë. ãñáììéêÞ ùò ðñïò

êáèÝíá áðü ôá óôïé÷åßá ôçò, äéá

(7.12) a(·, ·) : V × V → R, a(v, w) := (v′, w′) + (qv, w).
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Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a åßíáé óôïí (V, ‖ · ‖1) ôüóï óõíå÷Þò

üóï êáé åëëåéðôéêÞ, äçëáäÞ éó÷ýïõí

(7.13) |a(v, w)| ≤ C‖v‖1 ‖w‖1 ∀v, w ∈ V

êáé

(7.14) a(v, v) ≥ c‖v‖2
1 ∀v ∈ V,

áíôßóôïé÷á, ìå äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò c êáé C. ÐñÜãìáôé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíé-

óüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz Ý÷ïõìå

|a(v, w)| ≤ ‖v′‖ ‖w′‖ + max
x

q(x)‖v‖ ‖w‖

≤ C[‖v′‖ ‖w′‖ + ‖v‖ ‖w‖]

≤ C‖v‖1 ‖w‖1

ìå C := max{1,maxx q(x)}. Åî Üëëïõ, åðåéäÞ õðïèÝóáìå üôé ç q ëáìâÜíåé ìç áñíç-

ôéêÝò ôéìÝò,

a(v, v) ≥ ‖v′‖2,

ïðüôå, âÜóåé ôçò (5.5),

a(v, v) ≥ 1

(b− a)2
‖v‖2,

êáé óõíåðþò, áèñïßæïíôáò ôéò äýï ôåëåõôáßåò ó÷Ýóåéò,

a(v, v) ≥ 1

2
min(1,

1

(b− a)2
)‖v‖2

1 ∀v ∈ V.

Ïé (7.1) êáé (7.7) ãñÜöïíôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

(7.15) a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ V

(7.16) a(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h.

Éäéáßôåñá, ç (7.15) éó÷ýåé ãéá v ∈ Sr
h, äçëáäÞ

(7.17) a(u, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h.
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Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (7.16) êáé (7.17) ëáìâÜíïõìå

(7.18) a(u− uh, χ) = 0 ∀χ ∈ Sr
h.

Óõíåðþò, ãéá χ ∈ Sr
h Ý÷ïõìå

a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u) − a(u− uh, uh) = a(u− uh, u) =

= a(u− uh, u) − a(u− uh, χ)

= a(u− uh, u− χ),

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôéò (7.13) êáé (7.14),

(7.19) ‖u− uh‖1 ≤ C

c
min
χ∈Sr

h

‖u− χ‖1.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (7.2) ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôçí

(7.10).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí (7.11) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ëåãüìåíï ôÝ÷íáóìá ôïõ

Nitsche.

Èåùñïýìå êáô’ áñ÷Üò ôï ðñüâëçìá

(7.20)







− w′′ + qw = u− uh óôï [a, b]

w(a) = w(b) = 0.

Óýìöùíá ìå ôçí (5.11) éó÷ýåé ôüôå

(7.21) ‖w‖2 ≤ c‖u− uh‖.

ÅðéðëÝïí, óýìöùíá ìå ôçí (7.15), Ý÷ïõìå

a(w, v) = (u− uh, v) ∀v ∈ V.

Óõíåðþò, ãéá v := u− uh,

(7.22) ‖u− uh‖2 = a(w, u− uh).

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (7.18), ãéá χ ∈ Sr
h, Ý÷ïõìå

‖u− uh‖2 = a(w − χ, u− uh),
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ïðüôå, ëüãù ôçò (7.13),

‖u− uh‖2 ≤ C‖w − χ‖1 ‖u− uh‖1.

Óýìöùíá ôþñá ìå ôéò (7.2) ãéá s = 2 êáé (7.21), áõôÞ ç ó÷Ýóç äßíåé

(7.23) ‖u− uh‖ ≤ Ch‖u− uh‖1 ,

ç ïðïßá óõíäõáæüìåíç ìå ôçí (7.10) äßíåé ôçí (7.11).

ÐáñáôÞñçóç 7.1 Ç ìåôáâïëéêÞ äéáôýðùóç (7.16) (Þ éóïäýíáìá ç (7.7) ) áíáöÝñå-

ôáé ùò ìÝèïäïò ôïõ Galerkin. Ôï ßäéï ðñüâëçìá, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç äéãñáììéêÞ

ìïñöÞ a, ðÝñáí ôçò óõíÝ÷åéáò êáé åëëåéðôéêüôçôáò ðïõ áíáöÝñáìå, åßíáé êáé óõì-

ìåôñéêÞ, üðùò óõìâáßíåé óôo ðñüâëçìÜ ìáò, ìðïñåß íá äéáôõðùèåß êáé ùò ðñüâëçìá

åëá÷éóôïðïßçóçò, êáé ôüôå áíáöÝñåôáé ùò ìÝèïäïò ôïõ Ritz. ÓõãêåêñéìÝíá èá áðï-

äåßîïõìå üôé ç ëýóç uh ôïõ ðñïâëÞìáôïò (7.16) åßíáé ôï ìüíï óôïé÷åßï ôïõ Sr
h óôï

ïðïßï ôï óõíáñôçóéáêü J,

J(v) := a(v, v) − 2(f, v),

ëáìâÜíåé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ óôïí Sr
h. ÐñÜãìáôé, ãéá v ∈ Sr

h, Ý÷ïõìå

J(uh − v) = a(uh − v, uh − v) − 2(f, uh − v)

= a(uh, uh) − 2(f, uh) − 2a(uh, v) + 2(f, v) + a(v, v),

ïðüôå, åðåéäÞ a(uh, v) = (f, v),

J(uh − v) = J(uh) + a(v, v), ∀v ∈ Sr
h,

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï áðïôÝëåóìá.

Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé ç äéáôýðùóç Galerkin åßíáé ãåíéêüôåñç ãéáôß åöáñìüæå-

ôáé êáé óå ðåñéðôþóåéò üðïõ ç áíôßóôïé÷ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ äåí åßíáé óõììåôñéêÞ,

üðùò, öåñ’ åéðåßí, óå åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò −u′′ + p(x)u′ + q(x)u = f.

ÐáñáôÞñçóç 7.2 Ãéá íá óõãêñßíïõìå êÜðùò ôçí ïìáëüôçôá ðïõ áðáéôåßôáé óôéò ìå-

èüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ìå ôçí áíôßóôïé÷ç óôéò ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí

äéáöïñþí, áò èåùñÞóïõìå ôçí åêôßìçóç (7.11) óôçí ðåñßðôùóç r = 2,

‖u− uh‖ ≤ Ch2‖u‖2.
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Ôüóï óå áõôÞ ôçí åêôßìçóç üóï êáé óôçí (6.14) ôï óöÜëìá åßíáé ôçò ôÜîåùò O(h2),

áëëÜ åíþ åäþ õðåéóÝñ÷åôáé ìüíï ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò, óôçí (6.14) õðåéóÝñ÷åôáé

ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãïò, áðáéôåßôáé äçëáäÞ ðåñéóóüôåñç ïìáëüôçôá óôç ìÝèïäï ðå-

ðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé óôç ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí

óôïé÷åßùí ÷ñçóéìïðïéïýìå ïëïêëçñþìáôá ôùí äåäïìÝíùí åíþ óôéò ìåèüäïõò ðåðå-

ñáóìÝíùí óôïé÷åßùí óçìåéáêÝò ôéìÝò ôïõò. Áí ðñïóåããßóïõìå ôá ïëïêëçñþìáôá

ìå ôýðïõò áñéèìçôéêÞò ïëïêëÞñùóçò, èá áíáãêáóèïýìå ðÜëé íá áðáéôÞóïõìå ðå-

ñéóóüôåñç ïìáëüôçôá.

3.2 ¸íá ìç ïñéóìÝíï ðñüâëçìá

Óôç ìÝ÷ñé ôþñá ìåëÝôç áñéèìçôéêþí ìåèüäùí ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (5.1)

ðåñéïñéóôÞêáìå óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç óõíÜñôçóç q ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò

ôéìÝò. ¸íá öõóéïëïãéêü åñþôçìá åßíáé ðþò óõìðåñéöÝñïíôáé ïé áñéèìçôéêÝò ìÝ-

èïäïé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ðñüâëçìá (5.1) Ý÷åé ìåí áêñéâþò ìßá ëýóç, áñêåôÜ

ïìáëÞ, áëëÜ ç q åðéôñÝðåôáé íá ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. Ç ìç áñíçôéêüôçôá ôçò

q ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï óå äýï óçìåßá: ãéá íá áðïäåß-

îïõìå üôé ï ðßíáêáò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (7.11) åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, êáé

éäéáßôåñá áíôéóôñÝøéìïò, êáé ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí åëëåéðôéêüôçôá ôçò äéãñáììé-

êÞò ìïñöÞò a, âë. ôçí (7.14).

Ç áíÜëõóç ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ìç ïñéóìÝíï ðñüâëçìá ãß-

íåôáé ó÷åôéêÜ åýêïëá, êáé áðïöáóéóôéêü ñüëï ðáßæåé ôï ãåãïíüò üôé ç óýãêëéóç

óôçí L2−íüñìá åßíáé ôá÷ýôåñç ôçò óýãêëéóçò óôçí H1−íüñìá, âë. ôéò (7.11) êáé

(7.10). ÕðÜñ÷åé áíÜëõóç êáé ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãéá ìç ïñéóìÝíá

ðñïâëÞìáôá, ðáñÜ ôï üôé ó’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ôÜîç óýãêëéóçò åßíáé ç ßäéá ãéá

ôéò äéáêñéôÝò íüñìåò L2 êáé H1, äåí èá áó÷ïëçèïýìå üìùò åäþ ìå áõôü ôï èÝìá.

Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá (5.1) êáé õðïèÝôïõìå üôé Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç

ç ïðïßá õðïôßèåôáé áñêåôÜ ïìáëÞ. ÅðéôñÝðïõìå óôçí q íá ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò

ôéìÝò. Èåùñïýìå ìßá ïéêïãÝíåéá (Sr
h)0<h≤b−a õðï÷þñùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò

ôïõ V ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (7.2). ¸óôù uh ∈ Sr
h ìßá ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç
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ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ôÝôïéá þóôå

(7.24) (u′
h, χ

′) + (quh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sr
h,

âë. ôçí (7.7). Åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá äþóåé ðáñáäåßãìáôá óôá ïðïßá äåí åîá-

óöáëßæåôáé ýðáñîç – ìïíáäéêüôçôá ôçò uh, äçëáäÞ ôÝôïéá þóôå ï ðßíáêáò Ah ôïõ

ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (7.9) íá ìçí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, üôáí ç q ðáßñíåé êáé áñ-

íçôéêÝò ôéìÝò. Èá áðïäåßîïõìå, üìùò, óôç óõíÝ÷åéá, üôé, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h, ç uh

åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé Ý÷åé ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò áíÜëïãåò ôùí (7.10) êáé

(7.11).

Óôçí óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ÷ùñßò íá ôçí áðïäåßîïõìå ôçí åëëåéðôé-

êÞ ïìáëüôçôá êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíÜñôçóç q ðáßñíåé êáé áñíçôéêÝò

ôéìÝò. Åßíáé ãíùóôü üôé áí ôï ðñüâëçìá (5.1) Ý÷åé ãéá êÜðïéá äåäïìÝíç óõíÜñôç-

óç q ìßá áêñéâþò ïìáëÞ ëýóç ãéá ìßá óõãêåêñéìÝíç ïìáëÞ óõíÜñôçóç f, ôüôå Ý÷åé

ìßá áêñéâþò ëýóç ãéá êÜèå ïìáëÞ óõíÜñôçóç f. Áõôü åßíáé áêñéâþò áíÜëïãï ôçò

ðåñéðôþóåùò åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b ìå ôåôñáãùíéêü ðßíáêá A. ÌÜ-

ëéóôá óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò éó÷ýåé êáé ç åêôßìçóç åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò (5.11).

Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ áðëþò áíáöÝñèçêáí åäþ áðïäåéêíýïíôáé óôç óõãêåêñéìÝíç

ðåñßðôùóç ìå ìÝóá ðïõ äåí Ý÷ïõìå óôç äéÜèåóç ìáò óå áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò, ð.÷.,

ìå ôï åíáëëáêôéêü èåþñçìá ôïõ Fredholm. Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé åöüóïí áðï-

äåé÷èåß ìßá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò ‖u‖ ≤ c‖f‖, ôüôå ç áðüäåéîç ôçò åêôßìçóçò ôçò

åëëåéðôéêÞò ïìáëüôçôáò ïëïêëçñþíåôáé åýêïëá ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò, ôçí

ïðïßá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åðáíåéëçììÝíá åäþ.

Èåùñïýìå ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a ðïõ ïñßóôçêå óôçí (7.12). Åýêïëá äéáðéóôþ-

íïõìå üôé ç a åßíáé óõíå÷Þò êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìåëåôÜìå ôþñá, äçëáäÞ éó÷ýåé

ç (7.13), êáé ìÜëéóôá ìå óôáèåñÜ C = max{1,maxx |q(x)|}, äåí åßíáé üìùò åëëåéðôé-

êÞ, äåí éó÷ýåé äçëáäÞ ç (7.14), áëëÜ áíô’ áõôÞò Ý÷ïõìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Gårding

(7.25) a(v, v) ≥ c1‖v‖2
1 − c2‖v‖2 ∀v ∈ V

ìå äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò c1 êáé c2. Áêñéâþò åðåéäÞ ç a äåí åßíáé åëëåéðôéêÞ óôçí

ðáñïýóá ðåñßðôùóç, áíáöÝñåôáé ôï ðñüâëçìá ùò ìç ïñéóìÝíï.

Èåþñçìá 7.2 ¸óôù r ≥ 2, q ìßá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç ç ïðïßá ìðïñåß íá ðáßñíåé êáé
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áñíçôéêÝò ôéìÝò, åßíáé üìùò ôÝôïéá þóôå ôï ðñüâëçìá (5.1) íá Ý÷åé ìßá áêñéâþò ïìáëÞ

ëýóç u, u ∈ Cr[a, b]. ¸óôù Sr
h ⊂ V ÷þñïé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé

ç (7.2). Ôüôå õðÜñ÷ïõí äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò h0 êáé C, ôÝôïéåò þóôå ãéá êÜèå h ≤ h0 ôï

ðñüâëçìá (7.24) Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç uh, ãéá ôçí ïðïßá ìÜëéóôá éó÷ýïõí ïé åêôéìÞóåéò

(7.26) ‖u′ − u′
h‖ ≤ Chr−1‖u‖r,

êáé

(7.27) ‖u− uh‖ ≤ Chr‖u‖r.

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôéò åêôéìÞóåéò (7.26) êáé (7.27) ãéá êÜèå ðñïóåã-

ãéóôéêÞ ëýóç uh ôçò (7.24) ðïõ åíäå÷ïìÝíùò õðÜñ÷åé. ÌåôÜ èá áðïäåßîïõìå üôé ç

ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç õðÜñ÷åé ðñÜãìáôé ãéá áñêåôÜ ìéêñü h.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé åäþ ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ a ðïõ åéóáãÜãáìå óôçí

áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.1, åäþ üìùò öõóéêÜ ç óõíÜñôçóç q åðéôñÝðåôáé íá ðáßñ-

íåé êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (7.17) êáé (7.24) ëáìâÜíïõìå

(7.28) a(u− uh, χ) = 0 ∀χ ∈ Sr
h,

âë. ôçí (7.18). Óýìöùíá ìå ôéò (7.25) êáé (7.28) Ý÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h,

c1‖u− uh‖2
1 ≤ a(u− uh, u− uh) + c2‖u− uh‖2

= a(u− uh, u− χ) + c2‖u− uh‖2,

ïðüôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (7.13),

c1‖u− uh‖2
1 ≤ C‖u− uh‖1 ‖u− χ‖1 + c2‖u− uh‖2 ∀χ ∈ Sr

h.

ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá (7.2), Ý÷ïõìå

(7.29) c1‖u− uh‖2
1 ≤ Chr−1‖u− uh‖1 ‖u‖r + c2‖u− uh‖2.

Ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôçí L2−íüñìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðÜëé ôï ôÝ÷íáóìá ôïõ

Nitsche. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (7.20). Óýìöùíá ìå üóá áíáöÝñáìå ç w ïñßæåôáé

êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï êáé éó÷ýåé

(7.30) ‖w‖2 ≤ c‖u− uh‖.
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ÅðéðëÝïí, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

a(w, v) = (u− uh, v) ∀v ∈ V.

Óõíåðþò, ãéá v := u− uh,

(7.31) ‖u− uh‖2 = a(w, u− uh).

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (7.28), ãéá χ ∈ Sr
h, Ý÷ïõìå

‖u− uh‖2 = a(w − χ, u− uh),

ïðüôå, ëüãù ôçò (7.12),

‖u− uh‖2 ≤ C‖w − χ‖1 ‖u− uh‖1.

Óýìöùíá ôþñá ìå ôéò (7.2) êáé (7.30), áõôÞ ç ó÷Ýóç äßíåé

(7.32) ‖u− uh‖ ≤ Ch‖u− uh‖1 .

Áðü ôéò (7.29) êáé (7.32) ëáìâÜíïõìå

c1‖u− uh‖1 ≤ Chr−1 ‖u‖r + C̃h2‖u− uh‖1,

êáé åðïìÝíùò, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h,

(7.33) ‖u− uh‖1 ≤ Chr−1‖u‖r.

ÌÝ÷ñé ôþñá õðïèÝóáìå ýðáñîç ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò uh. Ôþñá ìðïñïýìå

íá áðïäåßîïõìå ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò uh ãéá áñêåôÜ ìéêñü h. Ôï ðñüâëçìá

(7.24) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêü óýóôçìá ìå ôåôñáãùíéêü ðßíáêá, âë. ôçí (7.9).

Ãéá f = 0 ïäçãïýìáóôå óôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá. Ôüôå üìùò u = 0, êáé,

óýìöùíá ìå ôçí (7.33), uh = 0, äçëáäÞ ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá Ý÷åé ìüíï

ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç. Óõíåðþò, ç uh åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, ãéá áñêåôÜ ìéêñü h.

ÅðéðëÝïí, ç (7.26) Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôçí (7.33), êáé ç (7.27) áðü ôéò (7.32) êáé (7.33).
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3.3 Åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò

ÅêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ìïñöÞò (7.10) êáé (7.11), êáèþò êáé üëåò ïé Üëëåò

ðïõ Ý÷ïõìå äåé ìÝ÷ñé ôþñá, ëÝãïíôáé åêôéìÞóåéò åê ôùí ðñïôÝñùí ãéá ôï ëüãï üôé

ôá öñÜãìáôá óôï äåîéü ìÝëïò äåí åîáñôþíôáé áðü ôçí ðñïóÝããéóç uh. ÔÝôïéåò åêôé-

ìÞóåéò åßíáé ÷ñÞóéìåò ãéáôß ìáò äßíïõí ðëçñïöïñßåò ó÷åôéêÜ ìå ôá ðïéïôéêÜ ÷áñá-

êôçñéóôéêÜ ìéáò ìåèüäïõ, êáèþò êáé ãéá ôéò áðáéôïýìåíåò óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ôçò

ëýóçò. Áðü ôçí Üëëç üìùò ðëåõñÜ, áí èÝëåé êáíåßò, ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï h, íá

õðïëïãßóåé ôï öñÜãìá óôçí (7.10), ëüãïõ ÷Üñç, äåí èá ìðïñÝóåé íá ôï êÜíåé ãéáôß,

áí êáé ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò C åßíáé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ãíùóôÞ, äåí ãíùñß-

æåé ôç ëýóç u. (Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá áíôéðñïôåßíåé íá åêôéìÞóïõìå ôç íüñìá ôçò

ëýóçò u ìå ðïóüôçôåò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôá äåäïìÝíá, üðùò áõôÝò ðïõ åßäáìå óôï

ðÝìðôï êåöÜëáéï. ÐñÜãìáôé êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ïäçãåßôáé êáíåßò óå ìßá ðïóüôç-

ôá ðïõ èá ìðïñïýóå íá õðïëïãéóèåß, áõôÞ üìùò äåí åßíáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìç áöïý

åßíáé ãåíéêÜ ðïëý áðáéóéüäïîç, ôï öñÜãìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñï

áðü ôï ðñáãìáôéêü óöÜëìá. Ìßá áéôßá ãéá áõôü áðïôåëåß ôï ãåãïíüò üôé óôï öñÜãìá

óôçí (7.10) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï ôï ìÝãéóôï åýñïò h áëëÜ ü÷é ðåñéóóüôåñåò ëåðôï-

ìÝñåéåò ãéá ôï äéáìåñéóìü.)

Ãéá íá áíôéìåôùðéóèïýí ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá, ðÝñáí ôùí åêôéìÞóåùí åê ôùí ðñï-

ôÝñùí, Ý÷ïõí åðéíïçèåß êáé äéáöïñåôéêÞò öýóåùò åêôéìÞóåéò, ïé ëåãüìåíåò åêôéìÞ-

óåéò åê ôùí õóôÝñùí. Ç áíôßóôïé÷ç ôçò (7.10) åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç åßíáé ôçò

ìïñöÞò

(7.34) ‖u′ − u′
h‖ ≤ η(uh),

óôçí ïðïßá ôï óõíáñôçóéáêü åêôßìçóçò ôïõ óöÜëìáôïò (error estimator), η, åîáñôÜôáé

áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, üðùò ïé óõíáñôÞóåéò q êáé f, êáé áðü ðïóü-

ôçôåò ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí áí ãíùñßæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç uh. Óå áõôïý

ôïõ åßäïõò ôéò åêôéìÞóåéò ÷ñçóéìïðïéïýìå äçëáäÞ ôçí ðñïóÝããéóç ðñïêåéìÝíïõ íá

áíôëÞóïõìå ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí ðïéüôçôÜ ôçò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñïóäéïñßóïõìå êáôÜëëçëåò åêöñÜóåéò ãéá ôï óõíáñôçóéáêü

åêôßìçóçò ôïõ óöÜëìáôïò η. Ãéá åõêïëßá õðïèÝôïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé ïñé-

óìÝíï, äçëáäÞ üôé ç óõíÜñôçóç q ðáßñíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò.
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Èåùñïýìå Ýíáí äéáìåñéóìü a = x0 < x1 < · · · < xJ < xJ+1 = b ôïõ [a, b] êáé

èÝôïõìå hi := xi+1 − xi, i = 0, . . . , J. ÕðïèÝôïõìå üôé ï ÷þñïò Sr
h áðïôåëåßôáé áðü

óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò óå êÜèå õðïäéÜóôçìá [xi, xi+1] åßíáé ðïëõþíõìá

âáèìïý ôï ðïëý r − 1, êáé ìçäåíßæïíôáé óôá Üêñá a êáé b.

¸óôù uh ∈ Sr
h ç ëýóç ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñüâëçìá (5.1), âë. ôçí

(7.16). Ç uh éêáíïðïéåß ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1). ¸íá ìÝãå-

èïò ãéá ôï ðüóï ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç áðïôõã÷Üíåé íá åßíáé áêñéâÞò ëýóç ôïõ (5.1)

áðïôåëåß ôï ëåãüìåíï õðüëïéðï rh,

(7.35) rh(x) := −u′′
h(x) + q(x)uh(x) − f(x).

Ôï õðüëïéðï ðáßæåé êáèïñéóôéêü ñüëï óôéò åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò, áêñéâþò

áíôßóôïé÷ï ôïõ óöÜëìáôïò óõíÝðåéáò óôéò åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò· õðåíèõ-

ìßæïõìå üôé ôï óöÜëìá óõíÝðåéáò åßíáé Ýíá ìÝãåèïò ãéá ôï ðüóï ç áêñéâÞò ëýóç

áðïôõã÷Üíåé íá åßíáé ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç, íá éêáíïðïéåß äçëáäÞ ôçí áñéèìçôéêÞ

ìÝèïäï. Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé ôï õðüëïéðï äåí ïñßæåôáé óôïõò êüìâïõò xi.

Ôï ðñþôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ áöïñÜ ôçí åê ôùí õóôÝñùí åêôß-

ìçóç ôçò ‖u′ − u′
h‖ êáé äßíåôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 7.3 ¸óôù uh ∈ Sr
h ç ëýóç ôïõ (7.16) êáé rh ôï õðüëïéðü ôçò. ¸óôù u ∈ C2[a, b]

ç ëýóç ôïõ (5.1). Ôüôå, ãéá ôï óöÜëìá u− uh éó÷ýåé ç åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç

(7.36) ‖u′ − u′
h‖ ≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h2
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

,

üðïõ ‖ · ‖L2(xi,xi+1) åßíáé ç L2 íüñìá óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1],

‖v‖L2(xi,xi+1) :=
(

∫ xi+1

xi

|v(x)|2dx
)1/2

.

Áðüäåéîç. Óõìâïëßæïõìå ìå eh ôï óöÜëìá, eh := u− uh. Ðñïöáíþò éó÷ýåé

(7.37) ‖e′
h‖2 ≤ a(eh, eh).

Ãéá íá ïäçãçèïýìå óôçí (7.36) áñêåß íá åêôéìÞóïõìå êáôÜëëçëá ôï äåîéü ìÝëïò ôçò

(7.37). ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Üò, ãéá íá ãßíïõí åõêïëüôåñá ïé õðïëïãéóìïß, üôé Ý÷ïõ-

ìå ìßá óõíÜñôçóç v, óõíå÷Þ êáé ôìçìáôéêÜ äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ç
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ïðïßá ìçäåíßæåôáé óå üëïõò ôïõò êüìâïõò xi, i = 0, . . . , J+1, êáé èá ðñïóðáèÞóïõìå

íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá êáôÜëëçëç ðáñÜóôáóç ôïõ a(eh, v). Óçìåéþíïõìå áðü ôþñá

üôé åìÜò ìáò åíäéáöÝñåé ôï a(eh, eh) êáé ç eh äåí ìçäåíßæåôáé êáô’ áíÜãêçí óôïõò

êüìâïõò xi, åêôüò âÝâáéá áí q = 0, âë. ôçí ¶óêçóç 7.6, èá äïýìå üìùò áñãüôåñá

Ýíáí ôñüðï ãéá íá îåðåñÜóïõìå áõôü ôï åìðüäéï. ÅðåéäÞ èÝëïõìå íá ïëïêëçñþóïõ-

ìå êáôÜ ìÝñç êáé áõôü äåí ìðïñåß íá ãßíåé êáô’ åõèåßáí óôï äéÜóôçìá [a, b], áöïý ç

v äåí åßíáé ïìáëÞ óôïõò êüìâïõò, ãñÜöïõìå ôï a(eh, v) ùò

a(eh, v) =
J

∑

i=0

∫ xi+1

xi

e′
h(x)v

′(x)dx+ (qeh, v).

Ôþñá, ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí õðüèåóç v(xi) = v(xi+1)

= 0 Ý÷ïõìå
∫ xi+1

xi

e′
h(x)v

′(x)dx = −
∫ xi+1

xi

e′′
h(x)v(x)dx

êáé ïäçãïýìáóôå åýêïëá óôç ó÷Ýóç

a(eh, v) = −(e′′
h, v) + (qeh, v) = −(u′′ − u′′

h, v) + (q(u− uh), v),

äçëáäÞ

a(eh, v) = (−u′′ + qu, v) − (−u′′
h + quh, v).

Ôþñá −u′′ + qu = f êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôïí ïñéóìü ôïõ rh ïäçãïýìáóôå óôçí

åðéèõìçôÞ ðáñÜóôáóç

(7.38) a(eh, v) = −(rh, v).

Ôþñá, ëüãù ôçò (7.18) Ý÷ïõìå a(eh, eh) = a(eh, eh − χ), ãéá ïðïéïäÞðïôå χ ∈ Sr
h. Åðé-

ëÝãïõìå ùò χ ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç, ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý, ôÝôïéá

þóôå eh(xi) − χ(xi) = 0, i = 0, . . . , J + 1, äçëáäÞ ç χ åßíáé ç ôìçìáôéêÜ ãñáììéêÞ

ðáñåìâÜëëïõóá ôçò eh óôïõò êüìâïõò xi, i = 0, . . . , J+1. Óçìåéþíïõìå áðü ôþñá üôé

ç χ äåí åßíáé êÜðïéá åê ôùí õóôÝñùí ðïóüôçôá, äåí ìðïñïýìå íá ôçí õðïëïãßóïõìå

äçëáäÞ, áõôü üìùò äåí èá ìáò åìðïäßóåé íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç èåùñßá ãéá

íá ïäçãçèïýìå óôçí åêôßìçóç ðïõ èÝëïõìå. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óçìåéþíïõìå üôé

∫ xi+1

xi

(

e′
h(x) − χ′(x)

)

χ′(x)dx = −
∫ xi+1

xi

(

eh(x) − χ(x)
)

χ′′(x)dx,
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êáé, áöïý ç χ åßíáé óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý, óõìðåñáßíïõ-

ìå áìÝóùò üôé
∫ xi+1

xi

(

e′
h(x) − χ′(x)

)

χ′(x)dx = 0.

ÅðïìÝíùò éó÷ýåé
∫ xi+1

xi

|e′
h(x) − χ′(x)|2dx =

∫ xi+1

xi

(

e′
h(x) − χ′(x)

)

e′
h(x)dx

êáé åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz ëáìâÜíïõìå

(7.39) ‖e′
h − χ′‖L2(xi,xi+1) ≤ ‖e′

h‖L2(xi,xi+1).

Åî Üëëïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs (5.18) Ý÷ïõìå

(7.40) ‖eh − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖e′

h − χ′‖L2(xi,xi+1) .

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò (7.39) êáé (7.40) ïäçãïýìáóôå óå Ýíá ÷ñÞóéìï ãéá ôç óõíÝ÷åéá áðï-

ôÝëåóìá,

(7.41) ‖eh − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖e′

h‖L2(xi,xi+1) .

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìå ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðñþôá ôçí áíéóüôçôá

ôùí Cauchy–Schwarz ãéá ïëïêëçñþìáôá, ìåôÜ ôçí (7.41) êáé ôÝëïò ðÜëé ôçí áíéóü-

ôçôá ôùí Cauchy–Schwarz, áõôÞ ôç öïñÜ ãéá áèñïßóìáôá,

a(eh, eh) = a(eh, eh − χ) = −(rh, eh − χ)

≤
J

∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) ‖eh − χ‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

J
∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) hi‖e′
h‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h2
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2 (

J
∑

i=0

‖e′
h‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

,

äçëáäÞ

(7.42) a(eh, eh) ≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h2
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

‖e′
h‖ .
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Áðü ôéò (7.37) êáé (7.42) Ýðåôáé áìÝóùò ç åêôßìçóç (7.36).

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò u − uh

óôç íüñìá ôïõ L2. Áñ÷ßæïõìå ìå êÜðïéá ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. ¼ðùò êáé

óôçí áíôßóôïé÷ç åê ôùí ðñïôÝñùí åêôßìçóç, ôï âáóéêü åðé÷åßñçìá âáóßæåôáé óôï

ôÝ÷íáóìá ôïõ Nitsche. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá (7.20). Êáô’ áñ÷Üò, óýìöùíá

ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí Poincaré–Friedrichs (5.18), Ý÷ïõìå

(7.43) ‖w‖ ≤ b− a

2
‖w′‖.

Ðáßñíïíôáò ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (7.20) ìå ôçí w äéá-

ðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ‖w′‖2 ≤ ‖u− uh‖ ‖w‖, ïðüôå ç (7.43) äßíåé

(7.44) ‖w‖ ≤ (b− a)2

4
‖u− uh‖.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (7.20) ðáßñíïõìå

‖w′′‖ ≤ ‖q‖∞ ‖w‖ + ‖u− uh‖,

üðïõ ‖ · ‖∞ åßíáé ç íüñìá ìåãßóôïõ óôï äéÜóôçìá [a, b], åðïìÝíùò, óõíäõÜæïíôáò ìå

ôçí (7.44) ëáìâÜíïõìå ôç óçìáíôéêÞ ãéá ôç óõíÝ÷åéá åêôßìçóç

(7.45) ‖w′′‖ ≤
[

1 +
(b− a)2

4
‖q‖∞

]

‖u− uh‖.

Èåþñçìá 7.4 ¸óôù uh ∈ Sr
h ç ëýóç ôïõ (7.16) êáé rh ôï õðüëïéðü ôçò. ¸óôù u ∈ C2[a, b]

ç ëýóç ôïõ (5.1). Ôüôå, ãéá ôï óöÜëìá u− uh éó÷ýåé ç åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç

(7.46) ‖u− uh‖ ≤ 1

2

[

1 +
(b− a)2

4
‖q‖∞

]

(

J
∑

i=0

h4
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

.

Áðüäåéîç. Óõìâïëßæïõìå ðÜëé ìå eh ôï óöÜëìá, eh := u − uh. Óýìöùíá ìå ôçí (7.22)

Ý÷ïõìå

(7.47) ‖eh‖2 = a(eh, w).

¸óôù ôþñá χ ç ôìçìáôéêÜ ãñáììéêÞ ðáñåìâÜëïõóá ôçò w óôïõò êüìâïõò xi, i =

0, . . . , J + 1, w(xi) − χ(xi) = 0, i = 0, . . . , J + 1. Ôüôå χ ∈ Sr
h, êáé ç (7.47) ãñÜöåôáé

óôç ìïñöÞ

(7.48) ‖eh‖2 = a(eh, w − χ).
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Ôþñá

(7.49) ‖w − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
hi‖w′ − χ′‖L2(xi,xi+1) ,

âë. ôçí (7.40). Åî Üëëïõ, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Rolle, ç w′ − χ′ ìçäåíßæåôáé

óå êÜðïéï óçìåßï ξ ∈ (xi, xi+1), ïðüôå

w′(x) − χ′(x) =

∫ x

ξ

[w′′(s) − χ′′(s)] ds =

∫ x

ξ

w′′(s) ds, x ∈ (xi, xi+1),

óõíåðþò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz,

|w′(x) − χ′(x)|2 ≤ hi

∫ xi+1

xi

|w′′(x)|2 dx, x ∈ (xi, xi+1).

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(7.50) ‖w′ − χ′‖L2(xi,xi+1) ≤ hi‖w′′‖L2(xi,xi+1) .

Ïé (7.49) êáé (7.50) äßíïõí

(7.51) ‖w − χ‖L2(xi,xi+1) ≤ 1

2
h2

i ‖w′′‖L2(xi,xi+1) .

Ðñï÷ùñþíôáò üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò (7.42) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò (7.48), (7.38)

êáé (7.51), Ý÷ïõìå

‖eh‖2 = a(eh, w − χ) = −(rh, w − χ)

≤
J

∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) ‖w − χ‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

J
∑

i=0

‖rh‖L2(xi,xi+1) h
2
i ‖w′′‖L2(xi,xi+1)

≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h4
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2 (

J
∑

i=0

‖w′′‖2
L2(xi,xi+1)

)1/2

,

äçëáäÞ

(7.52) ‖eh‖2 ≤ 1

2

(

J
∑

i=0

h4
i ‖rh‖2

L2(xi,xi+1)

)1/2

‖w′′‖ .

Áðü ôéò (7.45) êáé (7.52) Ýðåôáé áìÝóùò ç åêôßìçóç (7.46).

ÐáñáôÞñçóç 7.3
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i. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ (5.1) óôçí (7.35), ìðïñïýìå íá ãñÜ-

øïõìå ôï õðüëïéðï óôç ìïñöÞ

(7.53) rh = (u− uh)
′′ + q(u− uh).

ÁõôÞ ç ðáñÜóôáóç åßíáé ÷ñÞóéìç ãéá ôç ìåëÝôç ôçò áóõìðôùôéêÞò óõìðåñéöï-

ñÜò ôïõ õðïëïßðïõ, êáèþò ôï h ôåßíåé óôï ìçäÝí.

ii. Óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.3 åßäáìå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç a(eh, eh) = −(rh,

eh − χ). Åêôéìþíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ ôýðïõ ôçò Cauchy–

Schwarz ôçò ¶óêçóçò 5.15, ëáìâÜíïõìå

a(eh, eh) ≤ ‖rh‖−1 ‖e′
h − χ′‖,

ïðüôå, ìå ôç âïÞèåéá êáé ôçò (7.39), Ý÷ïõìå

a(eh, eh) ≤ ‖rh‖−1 ‖e′
h‖.

ÓõíäõÜæïíôáò áõôü ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí (7.37) ïäçãïýìáóôå óôçí åîÞò åê ôùí

õóôÝñùí åêôßìçóç, âë. ôçí (7.36),

(7.54) ‖u′ − u′
h‖ ≤ ‖rh‖−1.

ÐáñáôÞñçóç 7.3 Ïé åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò åßíáé ðñïöáíþò ÷ñÞóéìåò ãéáôß ìáò

äßíïõí áêñéâåßò ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò ðñïóåããéóôéêÞò

ëýóçò. Áðïôåëïýí åðßóçò ôç âÜóç ãéá ìåèüäïõò áõôüìáôçò åðéëïãÞò êáôÜëëçëùí

äéáìåñéóìþí ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b]. Áõôü áðïôåëåß èÝìá ìåãÜëçò ðñáêôéêÞò óçìá-

óßáò, ãéáôß ç ëýóç u ðñïóåããßæåôáé äýóêïëá óôá äéáóôÞìáôá üðïõ ôáëáíôþíåôáé

ãñÞãïñá, ìåôáâÜëëåôáé äçëáäÞ ãñÞãïñá, êáé ðñïóåããßæåôáé ðïëý åõêïëüôåñá óôá

äéáóôÞìáôá üðïõ ìåôáâÜëëåôáé áñãÜ. Äõóôõ÷þò äåí ãíùñßæïõìå ãåíéêÜ åê ôùí ðñï-

ôÝñùí óå ðïéåò ðåñéï÷Ýò óõìâáßíåé åßôå ôï Ýíá åßôå ôï Üëëï. Ôï íá êáôáöýãåé êá-

íåßò óå ðïëý åêëåðôõóìÝíïõò äéáìåñéóìïýò ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïóåããßóåé ôç ëýóç

ðáíôïý êáëÜ, áðïôåëåß ðïëý äáðáíçñÞ äéÝîïäï. Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå Ýíáí ôñüðï

áõôüìáôçò åðéëïãÞò ôïõ äéáìåñéóìïý, ï ïðïßïò âáóßæåôáé óå åê ôùí õóôÝñùí åêôé-

ìÞóåéò, ãéá íá åíôïðßóåé ôá äéáóôÞìáôá óôá ïðïßá ÷ñåéÜæïíôáé ðïëëïß êüìâïé êáèþò

êáé åêåßíá óôá ïðïßá ëßãïé êüìâïé áñêïýí.
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Áò õðïèÝóïõìå öåñ’ åéðåßí üôé èÝëïõìå ç íüñìá ‖u′ − u′
h‖ íá ìçí îåðåñíÜ Ýíáí

ðñïêáèïñéóìÝíï èåôéêü áñéèìü ε. Óýìöùíá ìå ôçí (7.36), åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

áõôü åîáóöáëßæåôáé áðü ôéò óõíèÞêåò

(7.55) hi‖rh‖2
L2(xi,xi+1) ≤ 4ε2

b− a

ãéá üëá ôá õðïäéáóôÞìáôá [xi, xi+1]. Ôï ìÝãåèïò hi‖rh‖2
L2(xi,xi+1) áðïôåëåß Ýíäåéîç

ãéá ôçí ôïðéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ óöÜëìáôïò, áêñéâÝóôåñá ãéá ôç óõíåéóöïñÜ ôïõ

äéáóôÞìáôïò [xi, xi+1] óôï óõíáñôçóéáêü åêôßìçóçò ôïõ (óõíïëéêïý) óöÜëìáôïò êáé

ëÝãåôáé óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò (error indicator). ÌåãÜëï óõíáñôçóéá-

êü Ýíäåéîçò óöÜëìáôïò åßíáé Ýíäåéîç ìç êáëÞò ðñïóÝããéóçò ôçò ëýóçò, äçëáäÞ

ôá÷åßáò ìåôáâïëÞò ôçò ëýóçò, ïðüôå åêëåðôýíïõìå ôïðéêÜ ôïí äéáìåñéóìü, ìéêñü

óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò óöÜëìáôïò åßíáé Ýíäåéîç êáëÞò ðñïóÝããéóçò ôçò ëýóçò,

äçëáäÞ âñáäåßáò ìåôáâïëÞò ôçò ëýóçò, ïðüôå ìðïñïýìå íá áöáéñÝóïõìå ôïðéêÜ

êÜðïéïõò áðü ôïõò êüìâïõò ôïõ äéáìåñéóìïý, ãåãïíüò ðïõ óõíåðÜãåôáé ìåßùóç ôïõ

õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò.

¸íáò ôñüðïò êáôÜëëçëçò åðéëïãÞò ôïõ äéáìåñéóìïý, ï ïðïßïò âáóßæåôáé óôçí

ðëçñïöïñßá ðïõ ðáßñíïõìå áðü ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò, åßíáé

óõíåðþò ï åîÞò, âëÝðå ôçí áíôßóôïé÷ç óõæÞôçóç óôçí ðáñÜãñáöï 3.5, ç ïðïßá áöï-

ñÜ ôçí áõôüìáôç åðéëïãÞ ôïõ âÞìáôïò óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí ôéìþí

ìå ìåèüäïõò ôùí Runge–Kutta: Áñ÷ßæïõìå ìå Ýíáí äéáìåñéóìü ìå ëßãïõò êüìâïõò,

áò ðïýìå ïìïéüìïñöï. ÈÝôïõìå ε1 := 4ε2

b−a
. Äéáêñßíïõìå ôþñá ôñåéò ðåñéðôþóåéò:

I. Áí ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] äåí åßíáé

ïýôå õðåñâïëéêÜ ìåãÜëï ïýôå õðåñâïëéêÜ ìéêñü, ð.÷. áí éó÷ýåé

1

10
ε1 ≤ hi‖rh‖2

L2(xi,xi+1) ≤ ε1,

ôüôå áöÞíïõìå ôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] üðùò åßíáé.

II. Áí ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] åßíáé õðåñ-

âïëéêÜ ìåãÜëï, äçëáäÞ áí éó÷ýåé

hi‖rh‖2
L2(xi,xi+1) > ε1,
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ôüôå åêëåðôýíïõìå ôïðéêÜ ôïí äéáìåñéóìü, óõìðåñéëáìâÜíïíôáò óôï äéáìåñé-

óìü Ýíáí, öåñ’ åéðåßí, åðß ðëÝïí êüìâï óôï äéÜóôçìá [xi, xi+1], ôï ìÝóïí ôïõ

äéáóôÞìáôïò ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí.

III. Áí ôï óõíáñôçóéáêü Ýíäåéîçò ôïõ óöÜëìáôïò óôá äéáóôÞìáôá [xi−1, xi] êáé

[xi, xi+1] åßíáé õðåñâïëéêÜ ìéêñü, ð.÷. áí éó÷ýåé

hi−1‖rh‖2
L2(xi−1,xi)

<
1

10
ε1 êáé hi‖rh‖2

L2(xi,xi+1) <
1

10
ε1,

ôüôå áõôü åßíáé Ýíäåéîç üôé ï êüìâïò xi ìðïñåß íá ìçí åßíáé áðáñáßôçôïò óôïí

äéáìåñéóìü êáé ôïí áöáéñïýìå. Áí ãéá ôç íÝá ðñïóÝããéóç ãéá ôï íÝï äéÜóôçìá

ïäçãçèïýìå óôçí ðåñßðôùóç II, äçëáäÞ ðñïêýøïõí õðåñâïëéêÜ ìåãÜëá óõ-

íáñôçóéáêÜ óöÜëìáôïò, ôüôå óõìðåñéëáìâÜíïõìå ðÜëé ôï xi óôï äéáìåñéóìü

êáé äåí ôï áöáéñïýìå ðïôÝ óôï ìÝëëïí.

ÖõóéêÜ, äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå êüìâïõò ìå ðïëý ìéêñÞ áðüóôáóç ìåôáîý

ôïõò, åðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç II, áí ôï hi åßíáé ðïëý ìéêñü, ìéêñüôåñï áðü

Ýíáí ðñïêáèïñéóìÝíï èåôéêü áñéèìü δ, áöÞíïõìå ôï äéÜóôçìá [xi, xi+1] üðùò

åßíáé, êáé óôï ôÝëïò ôïõ õðïëïãéóìïý äßíïõìå ó÷åôéêü ìÞíõìá óôï ÷ñÞóôç.

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ãßíåôáé ãéá üëá ôá õðïäéáóôÞìáôá ôïõ áñ÷éêïý äéáìåñéóìïý

êáé ïäçãåß óå Ýíáí íÝï äéáìåñéóìü. Åí óõíå÷åßá áí äåí éó÷ýåé áêüìç ç (7.55)

ãéá üëá ôá õðïäéáóôÞìáôá ìå ìÞêïò ìåãáëýôåñï ôïõ δ, åðáíáëáìâÜíåôáé ç üëç

äéáäéêáóßá ãéá ôïí íÝï äéáìåñéóìü.

ÁóêÞóåéò

7.1. Ðþò äéáôõðþíåôáé ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñüâëçìá

(5.14); Áðïäåßîôå ãéá áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç Ýíá áðïôÝëåóìá áíôßóôïé÷ï ôïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò 7.1.

7.2. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (5.15). Èåùñïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá (Sr
h)0<h≤b−a ãñáì-

ìéêþí ÷þñùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò óõíå÷þí êáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷þò ðáñáãù-

ãßóéìùí óõíáñôÞóåùí, ìå ðñïóåããéóôéêÞ éäéüôçôá áíÜëïãç ôçò (7.2) áëëÜ ãéá v ∈
Cs[a, b] (÷ùñßò íá áðáéôåßôáé äçëáäÞ v(a) = v(b) = 0). Ïñßóôå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ
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ëýóç uh ∈ Sr
h ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá êáé áðïäåßîôå åêôéìÞóåéò áíôßóôïé÷åò ôùí (7.10)

êáé (7.11) ãé’ áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç.

7.3. Ôé ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí èá åðéëÝãáôå ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí






− u′′ + qu = f óôï [a, b]

u(a) = u′(b) = 0 ;

7.4. ¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç q ëáìâÜíåé ìüíï ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Áðïäåßîôå üôé

ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) åßíáé ôï ìüíï óôïé÷åßï ôïõ ÷þñïõ V óôï ïðïßï ôï

óõíáñôçóéáêü J, J(v) := a(v, v) − 2(f, v), ëáìâÜíåé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ óôïí V.

7.5. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí ìå äéåðéöÜíåéá ôçò ¶óêçóçò 5.12. Äþóôå

ìßá ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá, áíôßóôïé÷ç ôçò (7.7),

êáé áðïäåßîôå åêôéìÞóåéò áíôßóôïé÷åò ôùí (7.10) êáé (7.11).

7.6. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí






− u′′ = f óôï [a, b]

u(a) = u(b) = 0 .

¸óôù Sr
h Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V áðïôåëïýìåíïò áðü óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò

óå êáèÝíá ôùí õðïäéáóôçìÜôùí [xi, xi+1], i = 0, . . . , J, åíüò äéáìåñéóìïý a = x0 <

x1 < · · · < xJ+1 = b ôïõ [a, b] åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý r. Áðïäåßîôå üôé

uh(xi) = u(xi), i = 0, . . . , J + 1.

[Õðüäåéîç: Ãéá i = 1, . . . , J ç óõíÜñôçóç χ,

χ(x) =















x− a

xi − a
, a ≤ x ≤ xi,

x− b

xi − b
, xi < x ≤ b,

åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Sr
h.]

7.7. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (5.1) êáé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ðåðåñáóìÝíùí óôïé-

÷åßùí uh ∈ S2
h, ìå S2

h üðùò óôï ÐáñÜäåéãìá 7.2. Áðïäåßîôå üôé

−1

h
[uh(xi−1) − 2uh(xi) + uh(xi+1)] +

∫ xi+1

xi−1

q(x)uh(x)ϕi(x)dx =

=

∫ xi+1

xi−1

f(x)ϕi(x)dx, i = 1, . . . , J.
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Ðñïóåããßæïíôáò ôá ïëïêëçñþìáôá ìå ôïí óýíèåôï ôýðï ôïõ ôñáðåæßïõ, äçë. ôï
∫ xi+1

xi−1
g(x)dx ìå h[g(xi−1)/2 + g(xi) + g(xi+1)/2], ïäçãïýìáóôå óôï ó÷Þìá

−1

h
[Uh(xi−1) − 2Uh(xi) + Uh(xi+1)] + hq(xi)Uh(xi) = hf(xi), i = 1, . . . , J.

Ðïéá ó÷Ýóç Ý÷åé áõôü ôï ó÷Þìá ìå ôç ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí (6.3);

7.8. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí (5.1). ¸óôù S2
h Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V áðï-

ôåëïýìåíïò áðü óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò óå êáèÝíá ôùí õðïäéáóôçìÜôùí

[xi, xi+1], i = 0, . . . , J, åíüò äéáìåñéóìïý a = x0 < x1 < · · · < xJ+1 = b ôïõ [a, b]

åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý ôï ðïëý Ýíá. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôéò åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞ-

óåéò (7.36) êáé (7.46) ãéá íá ïäçãçèåßôå óôéò åê ôùí ðñïôÝñùí åêôéìÞóåéò (7.10) êáé

(7.11), ìå r = 2. ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá åðéâåâáéþíåé üôé ïé åê ôùí õóôÝñùí åêôéìÞóåéò,

ôïõëÜ÷éóôïí óôçí åí ëüãù ðåñßðôùóç, åßíáé âÝëôéóôçò ôÜîåùò. [Õðüäåéîç: Áðü ôçí

(7.36), öåñ’ åéðåßí, ðáßñíïõìå

‖u′ − u′
h‖ ≤ 1

2
h‖rh‖.

Áñêåß óõíåðþò íá áðïäåßîïõìå üôé ç ‖rh‖ åßíáé öñáãìÝíç, ìå óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç

ôïõ äéáìåñéóìïý. Ç (7.53) ôþñá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ rh = u′′ + q(u− uh) êáé áí ÷ñç-

óéìïðïéÞóïõìå ôï ãåãïíüò üôé ‖uh‖ ≤ b−a
2

‖f‖ ïäçãïýìåèá åýêïëá óôï æçôïýìåíï.]
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Óôï äåýôåñï ìÝñïò ãíùñßóáìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáèþò êáé ðå-

ðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí. Óôï ìÝñïò áõôü èá áó÷ï-

ëçèïýìå ìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáé ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá

áðëÜ ðñïâëÞìáôá äõíáìéêþí Ìåñéêþí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, êáé óõãêåêñéìÝíá

ãéá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ìßá ðáñáâïëéêÞ êáèþò êáé

ãéá ìßá õðåñâïëéêÞ åîßóùóç óå ìßá ÷ùñéêÞ äéÜóôáóç.

Ôï ÌÝñïò III áðïôåëåßôáé áðü ðÝíôå êåöÜëáéá. Óôï êåöÜëáéï 8 ðáñïõóéÜæïõìå

óõíïðôéêÜ Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ìßá ðáñáâïëéêÞ

åîßóùóç. Óôá êåöÜëáéá 9 êáé 10 ìåëåôïýìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí êáé

ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, áíôßóôïé÷á, ãéá ðáñáâïëéêÜ ðñïâëÞìáôá. ÔÝ-

ëïò óôï êåöÜëáéï 11 áó÷ïëïýìáóôå ìå Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõí-

èçêþí ãéá ìßá õðåñâïëéêÞ åîßóùóç êáé óôï êåöÜëáéï 12 ìå ôç äéáêñéôïðïßçóÞ ôïõ

ìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí.
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¸óôù T > 0. Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá

ìßá ðáñáâïëéêÞ åîßóùóç: Æçôåßôáé ìßá óõíÜñôçóç u : [a, b] × [0, T ] → R, äýï öïñÝò

óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò x êáé ìßá öïñÜ ùò ðñïò t ôÝôïéá þóôå

(8.1)















ut = (pux)x − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b],

üðïõ q, f ∈ C([a, b] × [0, T ]) êáé p ∈ C1([a, b] × [0, T ]), p(x, t) > 0 ãéá x ∈ [a, b] êáé

t ∈ [0, T ]. Óôç óõíÝ÷åéá èá õðïèÝôïõìå åðéðëÝïí óõ÷íÜ üôé

(8.2) q(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [a, b] × [0, T ].

Óå áíôßèåóç ìå ôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí, óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç ç óõíèÞêç

(8.2) äåí åßíáé ïõóéáóôéêÞ, ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí åðçñåÜæåé ôçí ýðáñîç êáé ôç ìï-

íáäéêüôçôá ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÐñáãìáôéêÜ èÝôïíôáò ũ(x, t) := u(x, t)e−λt

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ λ, ôï ðñüâëçìá (8.1) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(8.1′)















ũt = (pũx)x − (λ+ q)ũ+ e−λtf óôï [a, b] × [0, T ]

ũ(a, ·) = ũ(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

ũ(·, 0) = u0 óôï [a, b].

Áí ôï λ åðéëåãåß áñêåôÜ ìåãÜëï, ôüôå ç áíôßóôïé÷ç ôçò óõíèÞêçò (8.2) ãéá ôï ðñü-

âëçìá (8.1′) ðñïöáíþò éêáíïðïéåßôáé. Óôï åîÞò èá õðïèÝôïõìå óõ÷íÜ üôé Ý÷åé Þäç

ãßíåé Ýíáò ôÝôïéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò, èá èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá óôç ìïñöÞ (8.1),

êáé èá õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ç (8.2).

Eßíáé ãíùóôü üôé áí ôá äåäïìÝíá åßíáé áñêåôÜ ïìáëÜ êáé óõìâáôÜ, ôüôå ôï ðñü-

âëçìá (8.1) Ý÷åé áêñéâþò ìéá ëýóç. Áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò u åßíáé
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ç u0(a) = u0(b) = 0, åíþ ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò ut áðáéôåßôáé ç ðáñÜóôáóç

(pu′
0)

′ − qu0 + f

íá ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá (a, 0) êáé (b, 0).

Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóçò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá. ¸óôù u1 ìéá ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (8.1), êáé u2 ìéá ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôçí ßäéá Ä.Å. êáé ôéò

ßäéåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áëëÜ ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ũ0 áíôß ãéá u0. Ôüôå ãéá ôçí

u := u1 − u2 Ý÷ïõìå

(8.3)















ut = (pux)x − qu óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 − ũ0 óôï [a, b].

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç Ä.Å. óôï (8.3) åðß u, ïëïêëçñþíïíôáò óôï [a, b], ïëïêëçñþ-

íïíôáò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáßñíïõìå, ëáì-

âÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôçí (8.2),

∫ b

a

ut(x, t)u(x, t)dx ≤ −
∫ b

a

p(x, t)[ux(x, t)]
2dx.

Ôþñá
∫ b

a

ut(x, t)u(x, t)dx =
1

2

d

dt

∫ b

a

[u(x, t)]2dx =
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2,

ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(8.4)
d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −2

∫ b

a

p(x, t)[ux(x, t)]
2dx.

Áðü åäþ óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ç ‖u(·, t)‖ åßíáé öèßíïõóá óõíÜñôçóç ôïõ t,

éäéáßôåñá ëïéðüí

(8.5) ‖u(·, t)‖ ≤ ‖u(·, 0)‖ ∀t ∈ [0, T ]

Þ

(8.6) max
0≤t≤T

‖u1(·, t) − u2(·, t)‖ ≤ ‖u0 − ũ0‖,
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ìéêñÞ äçëáäÞ ìåôáâïëÞ ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò óõíåðÜãåôáé ìéêñÞ ìåôáâïëÞ ôçò

ëýóçò Þ, üðùò óõíçèßæåôáé íá ëÝãåôáé, ç ëýóç åîáñôÜôáé óõíå÷þò áðü ôá áñ÷éêÜ

äåäïìÝíá.

Ìðïñïýìå åýêïëá íá âåëôéþóïõìå ôçí åêôßìçóç (8.5), áí åêìåôáëëåõèïýìå êá-

ëýôåñá ôï äåîéü ìÝëïò ôçò (8.4). Óýìöùíá ìå ôçí (5.5), áðü ôçí (8.4) ëáìâÜíïõìå

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −2 min

x,t
p(x, t) ‖ux(·, t)‖2

≤ −2µ ‖u(·, t)‖2,

üðïõ µ := 1
(b−a)2

minx,t p(x, t). Óõíåðþò

d

dt
[e2µt‖u(·, t)‖2] ≤ 0,

ïðüôå

(8.7) ‖u(·, t)‖ ≤ e−µt‖u(·, 0)‖ ∀t ∈ [0, T ].

Óõíå÷Þò åîÜñôçóç áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç Ä.Å. óôï (8.1) åðß

u, ïëïêëçñþíïíôáò óôï [a, b], ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé ôçí (8.2) ëáìâÜíïõìå

(8.8)
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −min

x,t
p(x, t)‖ux(·, t)‖2 + (f(·, t), u(·, t)).

Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí (5.5),

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −2µ‖u(·, t)‖2 + 2‖f(·, t)‖ ‖u(·, t)‖

Þ
d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ 1

2µ
‖f(·, t)‖2

ïðüôå

(8.9) ‖u(·, t)‖2 ≤ ‖u(·, 0)‖2 +
1

2µ

∫ t

0

‖f(·, s)‖2ds ∀t ∈ [0, T ],
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üðïõ µ = 1
(b−a)2

minx,t p(x, t).Áí u1 êáé u2 åßíáé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí ôçò ìïñöÞò

(8.1) ìå ôéò ßäéåò áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò áëëÜ ìå Ä.Å. ìå ìç ïìïãåíåßò

üñïõò f1 êáé f2 áíôßóôïé÷á, ôüôå åýêïëá óõìðåñáßíïõìå áðü ôç (8.9) üôé

(8.10) ‖u1(·, t) − u2(·, t)‖2 ≤ 1

2µ

∫ t

0

‖f1(·, s) − f2(·, s)‖2ds ∀t ∈ [0, T ].

ÐáñáôçñÞóåéò 8.1.

(i). Ôüóï áðü ôçí (8.6) üóï êáé áðü ôçí (8.10) Ýðåôáé üôé ôï ðñüâëçìá (8.1) Ý÷åé ôï

ðïëý ìéá ïìáëÞ ëýóç.

(ii). ÌåëåôÞóáìå îå÷ùñéóôÜ ôç óõíå÷Þ åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäï-

ìÝíá êáé áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï ãéá êáèáñÜ ðáéäáãùãéêïýò ëüãïõò. Áðü ôçí (8.9)

óõìðåñáßíïõìå üôé ç ëýóç åîáñôÜôáé óõíå÷þò ôüóï áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá üóï

êáé áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.

(iii). Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óôï ðñüâëçìá (8.1) ìðïñïýí íá áíôéêáôáóôá-

èïýí ìå Üëëåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, üðùò áêñéâþò êáé óôï ðñüâëçìá äýï óçìåßùí,

öåñ’ åéðåßí ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann, ìå ìåéêôÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Þ

ìå ðåñéïäéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Èá áó÷ïëçèïýìå åí óõíôïìßá ìå ôçí ðåñßðôù-

óç óõíïñéáêþí óõíèçêþí Neumann. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé

óõíïñéáêþí óõíèçêþí

(8.11)















ut = (pux)x − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

ux(a, ·) = ux(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b].

Ïé óõíèÞêåò ïìáëüôçôïò ôùí p, q êáé f êáèþò êáé ôïõ ðñïóÞìïõ ôçò p åßíáé ïé ßäéåò

ìå åêåßíåò ãéá ôï ðñüâëçìá (8.1), ãéá ôçí q üìùò åðéðëÝïí ôçò (8.2) õðïèÝôïõìå ôþñá

üôé

(8.12) q? := min
0≤t≤T

∫ b

a

q(x, t)dx > 0.

¼ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.1) Ýôóé êáé ôþñá ï ðåñéïñéóìüò áõôüò

óôçí q äåí åßíáé ïõóéáóôéêüò, âë. ôçí (8.1′). ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç Ä.Å. óôï (8.11)
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åðß u, ïëïêëçñþíïíôáò óôï [a, b] êáé ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç ëáìâÜíïõìå

1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ − min

x,t
p(x, t)‖ux(·, t)‖2 − q? min

x
|u(x, t)|2

+ (f(·, t), u(·, t)).

Óýìöùíá ìå ôçí õðüäåéîç óôçí ¶óêçóç 5.9 Ý÷ïõìå ëïéðüí

1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ −c‖u(·, t)‖2 + ‖f(·, t)‖ ‖u(·, t)‖

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c, êáé óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(8.13) ‖u(·, t)‖2 ≤ ‖u(·, 0)‖2 + c1

∫ t

0

‖f(·, s)‖2ds ∀t ∈ [0, T ].

Áðü ôçí (8.13) Ýðåôáé ç óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.11), ôüóï

áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá üóï êáé áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.

(iv). Èåùñïýìå ôþñá ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.1) ãéá ìéá ðéï ãåíéêÞ Ä.Å.

(8.14)















ut = (pux)x − rux − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b]

ìå ôéò ßäéåò óõíèÞêåò ïìáëüôçôïò ãéá ôéò p, q, f êáé p(x, t) > 0 êáé õðïèÝôïõìå ôþñá

üôé ç r åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ êáé

(8.15) q(x, t) − 1

2
rx(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [a, b] × [0, T ].

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé

∫ b

a

r(x, t)ux(x, t)u(x, t)dx =
1

2

∫ b

a

r(x, t){[u(x, t)]2}xdx

= −1

2

∫ b

a

rx(x, t)[u(x, t)]
2dx

ìðïñïýìå åýêïëá íá áðïäåßîïõìå êáé ãé’ áõôü ôï ðñüâëçìá åêôéìÞóåéò ôçò ìïñöÞò

(8.6), (8.7) êáé (8.10).
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ÁóêÞóåéò

8.1. (Tï ËÞììá ôïõ Gronwall) ¸óôù α, β ∈ R, β > 0, êáé ϕ ∈ C[0, T ] ôÝôïéá þóôå

ϕ(t) ≤ α + β

∫ t

0

ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ αeβt ∀t ∈ [0, T ].

[Õðüäåéîç: ¸óôù ε > 0 êáé ψ(t) := (α + ε)eβt, t ∈ [0, T ]. Ôüôå ψ′ = βψ êáé óõíåðþò

ψ(t) = α + ε+ β

∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Ðñïöáíþòϕ(0) < ψ(0).Äå÷èåßôå üôé õðÜñ÷åé t0 ∈ (0, T ] ôÝôïéï þóôåϕ(t) < ψ(t) ∀t ∈
[0, t0) êáé ϕ(t0) = ψ(t0) êáé ïäçãçèåßôå óå Üôoðï.]

8.2. ¸óôù ϕ ∈ C1[0, T ], β > 0 êáé ϕ′(t) ≤ βϕ(t), t ∈ [0, T ]. Áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ ϕ(0)eβt ∀t ∈ [0, T ].

8.3. (Ôï ãåíéêåõìÝíï ËÞììá ôïõ Gronwall) ¸óôù ϕ, f ∈ C[0, T ], f(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ],

êáé

ϕ(t) ≤ α +

∫ t

0

f(s)ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

üðïõ α ∈ R. Áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ αe
R

t

0
f(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

[Õðüäåéîç: Ãéá ε > 0 Ýóôù ψ(t) := (α + ε)e
R

t

0
f(s)ds. Ôüôå ψ(t) = α + ε +

t
∫

0

f(s)ψ(s)ds.

Åñãáóèåßôå üðùò óôçí ¶óêçóç 8.1.]

8.4. ¸óôù ϕ ∈ C1[0, T ] êáé f ∈ C[0, T ], f(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ]. Áí

ϕ′(t) ≤ f(t)ϕ(t) ∀t ∈ [0, T ] ,

áðïäåßîôå üôé

ϕ(t) ≤ ϕ(0)e
R

t

0
f(s)ds ∀t ∈ [0, T ].
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8.5. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(8.16)















ut = (pux)x − rux − qu óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b],

üðïõ p ∈ C1([a, b] × [0, T ]), p(x, t) > 0, q, r ∈ C([a, b] × [0, T ]), q(x, t) > 0. Áí

(8.17) max
x,t

|r(x, t)|2 ≤ 4 min
x,t

p(x, t) min
x,t

q(x, t),

áðïäåßîôå üôé

‖u(·, t)‖ ≤ ‖u0‖ ∀t ∈ [0, T ].

8.6. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.16) ÷ùñßò üìùò ôþñá ôç óõíèÞêç (8.17). Áðïäåßîôå

üôé
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 ≤ c‖u(·, t)‖2 ∀t ∈ [0, T ]

êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé

‖u(·, t)‖ ≤ ect ‖u0‖ ∀t ∈ [0, T ]

ìå ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c.

8.7. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.16) ÷ùñßò ôç óõíèÞêç (8.17) êáé ðÜëé. Äåßîôå üôé

1

2

d

dt

∫ b

a

p(ux)
2dx ≤ c‖ux(·, t)‖2 ∀t ∈ [0, T ]

êáé

‖ux(·, t)‖ ≤ Cect‖u′
0‖ ∀t ∈ [0, T ]

ìå óôáèåñÝò C êáé c. [Õðüäåéîç: ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç Ä.Å. óôï (8.16) åðß ut, ïëï-

êëçñþóôå óôï [a, b], ïëïêëçñþóôå êáôÜ ìÝñç, ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áñéèìçôéêÞ–

ãåùìåôñéêÞ áíéóüôçôá êáé ôçí (5.5).]

8.8. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí

åîßóùóç ôïõ Schrödinger














ut = iαuxx + i β(x, t)u óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b],
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üðïõ i ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, α Ýíáò ìç ìçäåíéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò êáé β ìéá

ïìáëÞ óõíÜñôçóç ç ïðïßá ðáßñíåé ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò. Áðïäåßîôå üôé ç L2 íüñìá ôçò

u(·, t) åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ t,

‖u(·, t)‖ = ‖u0‖.

[Õðüäåéîç: ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç Ä.Å. åðß ū (ôç óõæõãÞ ôçò u), ïëïêëçñþóôå óôï äéÜ-

óôçìá [a, b] êáé ðÜñôå ðñáãìáôéêÜ ìÝñç.]



5. ÌÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí

ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò

Ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôñåßò ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãéá

ôï ðñüâëçìá (8.1), ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler, ôçí Üìåóç ìÝèïäï ôïõ Euler,

êáé ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson. Ç Üìåóç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé åõóôáèÞò õðü

ðåñéïñéóôéêÝò óõíèÞêåò ìåôáîý ôïõ ÷ñïíéêïý êáé ôïõ ÷ùñéêïý âÞìáôïò, ïé Üëëåò

äýï åßíáé áðåñéüñéóôá åõóôáèåßò. Ç Üìåóç ìÝèïäïò ôïõ Euler ìåëåôÜôáé åäþ ãéá

ðáéäáãùãéêïýò ëüãïõò, äåí åßíáé ÷ñÞóéìç ìÝèïäïò ãéá ôï åí ëüãù ðñüâëçìá. Ç

ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé ðñþôçò ôÜîåùò ùò ðñïò ôï ÷ñïíéêü âÞìá, ç

ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson äåýôåñçò ôÜîçò.

5.1 Ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler

Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå êÜðùò ôïõò óõìâïëéóìïýò èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.1) óôçí

åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ p(x, t) = 1, (x, t) ∈ [a, b] × [0, T ], èåùñïýìå äçëáäÞ ôï ðñü-

âëçìá

(9.1)















ut = uxx − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b],

üðïõ q, f ∈ C([a, b] × [0, T ]) êáé q(x, t) ≥ 0.

¸óôù J,N ∈ N, h := b−a
J+1

, k := T
N
, xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1, êáé tn := nk, n =

0, . . . , N. Èá ðñïóåããßóïõìå ôéò ôéìÝò ôçò ëýóåùò óôá óçìåßá (xi, t
n), i = 0, . . . , J +

1, n = 0, . . . , N.¸óôù un ∈ R
J+2
0 , un

i := u(xi, t
n).Ðñïóåããßæïõìå ôá un, n = 1, . . . , N,

77
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ìå äéáíýóìáôá U 1, . . . , UN ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå ìå U 0 := u0 íá éó÷ýåé, ãéá n =

0, . . . , N − 1,

(9.2) ∂Un
i = ∆hU

n+1
i − q(xi, t

n+1)Un+1
i + f(xi, t

n+1), i = 1, . . . , J.

Óôï ó÷Þìá áõôü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïõò åîÞò óõìâïëéóìïýò: Ãéá v0, . . . , vN ∈ R
J+2
0

èÝôïõìå ∂vn := 1
k
(vn+1 − vn), ∂vn

i := (∂vn)i, êáé ïñßæïõìå ôïí ôåëåóôÞ ∆h : R
J+2
0 →

R
J+2
0 êáôÜ ôá ãíùóôÜ äéá

∆hvi := (∆hv)i :=
1

h2
(vi−1 − 2vi + vi+1), i = 1, . . . , J.

Óôï ó÷Þìá (9.2) ïäçãïýìáóôå ðñïóåããßæïíôáò ôéò ðáñáãþãïõò óôç Ä.Å. óôï óçìåßï

(xi, t
n+1) ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò: Ç uxx(xi, t

n+1) ðñïóåããßæåôáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ

äéá ∆hu
n+1
i êáé ç ut(xi, t

n+1) äéá ∂un
i . Ç ìÝèïäïò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôï ó÷Þ-

ìá (9.2) ëÝãåôáé ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler. Ïé õðïëïãéóìïß ôùí ðñïóåããßóåùí

Un, n = 1, . . . , N, ãßíïíôáé âÞìá ðñïò âÞìá. Ãíùñßæïíôáò Þäç ôï Un ìðïñïýìå áðü

ôçí (9.2) íá õðïëïãßóïõìå ôï Un+1. Ï õðïëïãéóìüò áõôüò áðáéôåß ôçí åðßëõóç åíüò

ôñéäéáãþíéïõ J×J ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò êáé ó’ áõôü áêñéâþò ôï ãåãïíüò ïöåßëåôáé

ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò ìåèüäïõ ùò ðåðëåãìÝíçò. Ìå ôçí Üìåóç ìÝèïäï ôïõ Euler, ç

ïðïßá óõ÷íÜ áíáöÝñåôáé áðëþò ùò ìÝèïäïò ôïõ Euler, èá áó÷ïëçèïýìå óôçí åðüìå-

íç ðáñÜãñáöï. Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé ç ìÝèïäïò (9.2) áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá ôùí

ëåãüìåíùí ìïíïâçìáôéêþí ìåèüäùí, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ Un+1 áðáéôåßôáé ìüíï

ãíþóç ôïõ Un áëëÜ ü÷é ðñïóåããßóåùí óå ðñïçãïýìåíåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò. ÓõíÞ-

èùò äåí ìáò åíäéáöÝñåé ç ðñïóÝããéóç ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) ãéá üëá ôá

t ðáñÜ ìüíï ãéá t = T, äçëáäÞ ìáò åíäéáöÝñåé âáóéêÜ ìüíï ï õðïëïãéóìüò ôïõ UN .

¸ôóé óôá ìïíïâçìáôéêÜ ó÷Þìáôá üôáí õðïëïãßóïõìå ôï Un äåí ÷ñåéÜæåôáé ðéá íá

êñáôÜìå áðïèçêåõìÝíï óôïí õðïëïãéóôÞ ôï Un−1, ãåãïíüò ðïõ óõíåðÜãåôáé åîïéêï-

íüìçóç ÷þñïõ ìíÞìçò.

ÓõíÝðåéá. ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áò ðïýìå

ôÝóóåñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò x êáé äýï ùò ðñïò t. Aíáðôýóóï-

íôáò ôüôå êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï (xi, t
n+1) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé, ãéá

n = 0, . . . , N − 1,

(9.3) ∂un
i = ∆hu

n+1
i − q(xi, t

n+1)un+1
i + f(xi, t

n+1) + rn
i , i = 1, . . . , J ,
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üðïõ

(9.4) max
i,n

|rn
i | ≤ C(k + h2)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h. Ç åêôßìçóç åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò

k ãéáôß ∂un
i = ut(xi, t

n+1) − k
2
utt(xi, ϑ) ìå tn < ϑ < tn+1.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå åêôéìÞóåéò ôïõ óöÜëìáôïò óôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá.

Óýãêëéóç óôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò

èá áðïäåßîïõìå åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (9.2) óôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá. Ðïëëáðëá-

óéÜæïíôáò ôçí (9.2) åðß hUn+1
i , áèñïßæïíôáò áðü i = 1 Ýùò i = J êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôéò (6.8′) êáé (8.2) ëáìâÜíïõìå

‖Un+1‖2
h − (Un+1, Un)h ≤ kh

J
∑

i=1

f(xi, t
n+1)Un+1

i

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(9.5) ‖Un+1‖h ≤ ‖Un‖h + k
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n+1)]2

}
1

2 , n = 0, . . . , N − 1.

¶ìåóç óõíÝðåéá ôçò (9.5) åßíáé ôï ãåãïíüò üôé ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ðïõ ðáñé-

óôïýí ïé (9.2) Ý÷ïõí áêñéâþò ìéá ëýóç, ïé ðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò ïñßæïíôáé óõíåðþò

êáëþò. Åðßóçò áðü ôçí (9.5) óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(9.6) ‖Un‖h ≤ ‖U 0‖h + tn max
1≤m≤n

{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
m)]2

}
1

2 , n = 1, . . . , N,

êáé éäéáßôåñá üôé

(9.7) max
1≤n≤N

‖Un‖h ≤ ‖U 0‖h + T max
1≤n≤N

{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2 .

Èåþñçìá 9.1 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ Ýôóé þóôå íá

éó÷ýåé ç (9.4). Tüôå, ãéá áñêåôÜ ìéêñü k,

(9.8) max
1≤n≤N

‖un − Un‖h ≤ C(k + h2),
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ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h.

Áðüäåéîç. ¸óôù en ∈ R
J+2
0 , en := un − Un, n = 0, . . . , N. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò

(9.3) êáé (9.2) ëáìâÜíïõìå

∂en
i = ∆he

n+1
i − q(xi, t

n+1)en+1
i + rn

i , i = 1, . . . , J.

Ðáßñíïíôáò ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå en+1 ëáìâÜíïõìå

‖en+1‖2
h − (en+1, en)h ≤ k(rn, en+1)h,

ïðüôå Ý÷ïõìå

‖en+1‖h ≤ ‖en‖h + k‖rn‖h, n = 0, . . . , N − 1.

ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ e0 = 0,

max
1≤n≤N

‖en‖h ≤ T max
0≤n≤N−1

‖rn‖h

êáé ìå ôçí (9.4) ðáßñíïõìå áìÝóùò ôçí (9.8).

5.2 Ç Üìåóç ìÝèïäïò ôïõ Euler

Óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ìåëåôÞóáìå ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler ãéá

ôï ðñüâëçìá (9.1). Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá ðñïóåããßóïõìå ôç ëýóç ôïõ (9.1)

ìå ôçí Üìåóç ìÝèïäï ôïõ Euler.

¸óôù J,N ∈ N, h := b−a
J+1

, k := T
N
, xi := a+ ih, i = 0, . . . , J + 1, êáé tn := nk, n =

0, . . . , N. Èá ðñïóåããßóïõìå ðÜëé ôéò ôéìÝò ôçò ëýóåùò óôá óçìåßá (xi, t
n), i = 0, . . . ,

J + 1, n = 0, . . . , N. ¸óôù un ∈ R
J+2
0 , un

i := u(xi, t
n). Ðñïóåããßæïõìå ôá un, n =

1, . . . , N, ìå äéáíýóìáôá U 1, . . . , UN ∈ R
J+2
0 ðïõ äßíïíôáé äéá U 0 := u0 êáé, ãéá n =

0, . . . , N − 1,

(9.9) ∂Un
i = ∆hU

n
i − q(xi, t

n)Un
i + f(xi, t

n), i = 1, . . . , J,

óõãêñßíåôå ìå ôï ó÷Þìá (9.2). Ôá Un õðïëïãßæïíôáé êáé åäþ âÞìá ðñïò âÞìá, ãíù-

ñßæïíôáò ôï Un õðïëïãßæïõìå ôï Un+1. Ôï ó÷Þìá (9.9) åßíáé Üìåóï, ôï Un+1
i õðïëï-

ãßæåôáé áìÝóùò áðü ôï (9.9) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá Un
i−1, U

n
i êáé Un

i+1, äåí áðáéôåßôáé

åðßëõóç êÜðïéïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò.
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Óôï ó÷Þìá (9.9) ïäçãïýìáóôå ðñïóåããßæïíôáò ôéò ðáñáãþãïõò óôç Ä.Å. óôï óç-

ìåßï (xi, t
n) ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò üðùò êáé óôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler.

ÓõíÝðåéá. ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Áíáðôýó-

óïíôáò ôüôå êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï (xi, t
n) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé, ãéá

n = 0, . . . , N − 1,

(9.10) ∂un
i = ∆hu

n
i − q(xi, t

n)un
i + f(xi, t

n) + rn
i , i = 1, . . . , J,

üðïõ

(9.11) max
i,n

|rn
i | ≤ C(k + h2)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h.

ÅõóôÜèåéá óôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá. ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí (9.9) åðß hUn
i êáé áèñïßæïõ-

ìå áðü i = 1 Ýùò i = J, ïðüôå ðáßñíïõìå

(Un+1, Un)h − ‖Un‖2
h + k|Un|21,h ≤ kh

J
∑

i=1

f(xi, t
n)Un

i

Þ

(9.12)
1

2

{

‖Un+1‖2
h − ‖Un‖2

h − ‖Un+1 − Un‖2
h

}

+ k|Un|21,h ≤ kh
J

∑

i=1

f(xi, t
n)Un

i .

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò åî Üëëïõ ôçí (9.9) åðß h(Un+1 −Un)i êáé áèñïßæïíôáò áðü i = 1

Ýùò i = J ðáßñíïõìå

‖Un+1 − Un‖2
h = k(∆hU

n, Un+1 − Un)h − kh
J

∑

i=1

q(xi, t
n)Un

i (Un+1
i − Un

i )

+ kh
J

∑

i=1

f(xi, t
n)(Un+1

i − Un
i )

≤ k|Un|1,h |Un+1 − Un|1,h + Ck‖Un‖h ‖Un+1 − Un‖h

+ kh
J

∑

i=1

f(xi, t
n)(Un+1

i − Un
i ),
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üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìéá ðñïöáíÞ óõíÝðåéá ôçò (6.8), âë. ôçí ¶óêçóç 9.1. Ôþñá

ãéá v ∈ R
J+2
0 Ý÷ïõìå

|v|21,h = h

J
∑

i=0

|vi+1 − vi

h
|2 ≤ 2

h

J
∑

i=0

(v2
i+1 + v2

i ) ≤ 4

h2
‖v‖2

h

êáé ç áíùôÝñù ó÷Ýóç äßíåé

‖Un+1 − Un‖2
h ≤ 2k

h
|Un|1,h ‖Un+1 − Un‖h + Ck‖Un‖h ‖Un+1 − Un‖h

+ k
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2 ‖Un+1 − Un‖h,

óõíåðþò

‖Un+1 − Un‖h ≤ 2
k

h
|Un|1,h + Ck‖Un‖h + k

{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

} 1

2 .

Þ

(9.13)

‖Un+1 − Un‖2
h ≤ 4

k2

h2
|Un|21,h + k2

[

C‖Un‖h +
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2
]2

+ 4
k2

h
|Un|1,h

[

C‖Un‖h +
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2
]

.

Áðü ôéò (9.12) êáé (9.13) Ýðåôáé ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí åêôßìçóç |v|1,h ≤
2‖v‖h/h,

1

2

{

‖Un+1‖2
h − ‖Un‖2

h

}

+ k|Un|21,h ≤ 2
k2

h2
|Un|21,h

+
k2

2

[

C‖Un‖h +
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2
]2

+ 4
k2

h2
‖Un‖h

[

C‖Un‖h +
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2
]

+ k
{

h
J

∑

i=1

f(xi, t
n)Un

i

}

.

ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé

(9.14) 2
k

h2
≤ 1
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ëáìâÜíïõìå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç áíéóüôçôá

(9.15) ‖Un+1‖2
h ≤ (1 + Ck)‖Un‖2

h + Ck
{

h
J

∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}

êáé óõìðåñáßíïõìå üôé

(9.16) max
0≤n≤N

‖Un‖h ≤ C‖U 0‖ + C max
0≤n≤N

{

h

J
∑

i=1

[f(xi, t
n)]2

}
1

2 ,

âë. ôçí ¶óêçóç 9.2.

ÓõíäõÜæïíôáò ôçí åõóôÜèåéá êáé ôç óõíÝðåéá êáôÜ ôá ãíùóôÜ ìðïñïýìå íá áðï-

äåßîïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá 9.2 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ êáé üôé éêá-

íïðïéåßôáé ç (9.14). Ôüôå éó÷ýåé

(9.17) max
0≤n≤N

‖un − Un‖h ≤ C(k + h2)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h.

ÐáñáôÞñçóç 9.1. Ç óõíèÞêç (9.14) åßíáé ðïëý ðåñéïñéóôéêÞ ãéá ôï ÷ñïíéêü âÞìá k

óôçí Üìåóç ìÝèïäï ôïõ Euler êáé óôçí ïõóßá êáèéóôÜ áõôÞ ôç ìÝèïäï ìç åíäéáöÝ-

ñïõóá ãéá ôéò åöáñìïãÝò. Ç Üìåóç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé üðùò ëÝìå åõóôáèÞò õðü

óõíèÞêåò, óå áíôßèåóç ìå ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler, ç ïðïßá åßíáé åõóôáèÞò

÷ùñßò êáíÝíáí ðåñéïñéóìü óôç ó÷Ýóç ìåôáîý ÷ñïíéêïý êáé ÷ùñéêïý âÞìáôïò. Ìéá

óõíèÞêç ôçò ìïñöÞò (9.14) åßíáé áíáìåíüìåíç ãéá ôïí åîÞò ëüãï: Åßíáé ãíùóôü üôé

ç ôéìÞ ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) óôï óçìåßï (xi, t
n+1) åîáñôÜôáé áðü ôéò

ôéìÝò ôçò ëýóçò óôá óçìåßá (x, tn), a ≤ x ≤ b, êáé ü÷é ìüíï áðü ôéò ôéìÝò ôçò ëýóçò

óå óçìåßá (x, tn) ìå x “êïíôÜ” óôï xi, üóï ìéêñÞ êáé áí åßíáé ç äéáöïñÜ tn+1 − tn.

¼ðùò ëÝìå, ç èåñìüôçôá äéáäßäåôáé ìå “Üðåéñç” ôá÷ýôçôá. Óôï äéáêñéôü áíÜëïãï

ãéá íá ðÜñåé êáíåßò ëïãéêÞ ðñïóÝããéóç Un+1
i ôçò u(xi, t

n+1) áðü ôéò Un
i−1, U

n
i êáé Un

i+1

êáé ìüíï, ðñÝðåé ç äéáöïñÜ tn+1 − tn = k íá åßíáé ìéêñÞ óõãêñéíüìåíç ìå ôï h.

5.3 H ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson

Ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åðß-

ëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.1). Ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson åßíáé ðåðëåãìÝíç êáé
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üðùò êáé ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé åõóôáèÞò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò óôç

ó÷Ýóç ìåôáîý ÷ñïíéêïý êáé ÷ùñéêïý âÞìáôïò. Ôï âáóéêü ðëåïíÝêôçìá ôçò ìåèü-

äïõ ôùí Crank–Nicolson Ýíáíôé ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler åßíáé üôé åßíáé

äåýôåñçò ôÜîçò êáé ùò ðñïò ôï ÷ñïíéêü êáé ùò ðñïò ôï ÷ùñéêü âÞìá.

¸óôù J,N ∈ N, h := b−a
J+1

, k := T
N
, xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1, êáé tn :=

nk, n = 0, . . . , N. Èá ðñïóåããßóïõìå ôéò ôéìÝò ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1)

óôá óçìåßá (xi, t
n), i = 0, . . . , J + 1, n = 0, . . . , N. ¸óôù un ∈ R

J+2
0 , un

i := u(xi, t
n).

Ðñïóåããßæïõìå ôá un, n = 1, . . . , N, ìå äéáíýóìáôá U 1, . . . , UN ∈ R
J+2
0 , ôÝôïéá þóôå

ìå U 0 := u0 íá éó÷ýåé, ãéá n = 0, . . . , N,

(9.18) ∂Un
i = ∆hU

n+ 1

2

i − q(xi, t
n+ 1

2 )U
n+ 1

2

i + f(xi, t
n+ 1

2 ), i = 1, . . . , J.

ÅðéðëÝïí ôùí óõìâïëéóìþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìÝ÷ñé ôþñá, óôï ó÷Þìá (9.18)

÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé ôïõò óõìâïëéóìïýò tn+ 1

2 := tn + k
2

= 1
2
(tn + tn+1), êáé, ãéá

v0, . . . , vN ∈ R
J+2
0 , vn+ 1

2 := 1
2
(vn + vn+1). Óôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson ïäçãïýìá-

óôå ðñïóåããßæïíôáò ôç ëýóç êáé ôéò ðáñáãþãïõò ôçò óôç Ä.Å. ôïõ (9.1) óôï óçìåßï

(xi, t
n+ 1

2 ) ìå ôïí ðñïöáíÞ áðü ôï ó÷Þìá (9.18) ôñüðï. Ç ∂un
i ðñïóåããßæåé ôçí ut óôï

óçìåßï (xi, t
n+ 1

2 ) ìå äåýôåñç ôÜîç, åíþ óôá óçìåßá (xi, t
n+1) êáé (xi, t

n) ôçí ðñïóåã-

ãßæåé ìüíï ìå ðñþôç ôÜîç.

ÕðïèÝôïíôáò üôé Ý÷ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ôï Un, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï

Un+1 óôï ó÷Þìá (9.18) ëýíïíôáò Ýíá ôñéäéáãþíéï J × J ãñáììéêü óýóôçìá.

ÓõíÝðåéá. ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Áíáðôýóóï-

íôáò êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôá óçìåßá (xi, t
n+1) êáé (xi, t

n) êáé óôç óõíÝ÷åéá ùò ðñïò

ôï óçìåßï (xi, t
n+ 1

2 ) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

(9.19) ∂un
i = ∆hu

n+ 1

2

i − q(xi, t
n+ 1

2 )u
n+ 1

2

i + f(xi, t
n+ 1

2 ) + rn
i , i = 1, . . . , J,

üðïõ

(9.20) max
i,n

|rn
i | ≤ C(k2 + h2).

Óýãêëéóç óôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá. Ðéóôåýïíôáò üôé ï áíáãíþóôçò Ý÷åé Þäç åîïéêåéù-

èåß ìå ôïí ôñüðï ðïõ ãßíåôáé ç áðüäåéîç óýãêëéóçò ìå óõíäõáóìü ôçò åõóôÜèåéáò
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ìå ôç óõíÝðåéá ôùí ìåèüäùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí, óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá

ðñï÷ùñÞóïõìå êáô’ åõèåßáí óôçí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ìåèüäïõ ôùí Crank–

Nicolson ÷ùñßò íá ìåëåôÞóïõìå îå÷ùñéóôÜ ôçí åõóôÜèåéá ôçò ìåèüäïõ.

Èåþñçìá 9.3 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ Ýôóé þóôå íá

éêáíïðïéåßôáé ç (9.20). Ôüôå éó÷ýåé

(9.21) max
0≤n≤N

‖un − Un‖h ≤ C(k2 + h2)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h.

Áðüäåéîç. ¸óôù en ∈ R
J+2
0 , en := un − Un, n = 0, . . . , N. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò

(9.19) êáé (9.18) ëáìâÜíïõìå, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.22) ∂en
i = ∆he

n+ 1

2

i − q(xi, t
n+ 1

2 )e
n+ 1

2

i + rn
i , i = 1, . . . , J.

Ðáßñíïíôáò óôçí (9.22) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå en+ 1

2 êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí

ôçí (6.8′) êáé ôçí (8.2) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

1

2k
(‖en+1‖2

h − ‖en‖2
h) ≤ (rn, en+ 1

2 )h

Þ

(9.23) ‖en+1‖h ≤ ‖en‖h + k‖rn‖h, n = 0, . . . , N − 1.

Áðü ôçí (9.23) Ýðåôáé åýêïëá êáôÜ ôá ãíùóôÜ, åðåéäÞ e0 = 0, üôé

max
0≤n≤N

‖en‖h ≤ C max
0≤n≤N−1

‖rn‖h

êáé ìå ôçí (9.20) ëáìâÜíïõìå ôçí (9.21).

Óýãêëéóç óôç äéáêñéôÞ íüñìá ìåãßóôïõ.

Èåþñçìá 9.4 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ Ýôóé þóôå íá

éó÷ýåé ç (9.20). Ôüôå, ãéá áñêåôÜ ìéêñü k,

(9.24) max
0≤n≤N

|un − Un|1,h ≤ C(k2 + h2)

êáé

(9.25) max
0≤n≤N

max
0≤i≤J+1

|un
i − Un

i | ≤ C(k2 + h2)
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ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h.

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ßäéïõò óõìâïëéóìïýò üðùò óôçí ðñïçãïýìåíç áðü-

äåéîç. Êáô’ áñ÷Üò áðü ôçí (6.8) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ãéá v, w ∈ R
J+2
0 éó÷ýåé

(9.26) (∆hv, w)h = (v,∆hw)h.

Ðáßñíïíôáò óôçí (9.22) ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ∂en êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò (6.8′)

êáé (9.26) ëáìâÜíïõìå

‖∂en‖2
h +

1

2k
|en+1|21,h =

1

2k
|en|21,h − h

J
∑

i=1

q(xi, t
n+ 1

2 )e
n+ 1

2

i ∂en
i + (rn, ∂en)h

Þ

‖∂en‖2
h +

1

2k
|en+1|21,h ≤ 1

2k
|en|21,h + C‖en+ 1

2 ‖2 +
1

2
‖rn‖2

h + ‖∂en‖2
h

Þ

(1 − 2Ck)|en+1|21,h ≤ (1 + 2Ck)|en|21,h + k‖rn‖2
h,

ïðüôå, ãéá áñêåôÜ ìéêñü k,

(9.27) |en+1|21,h ≤ (1 + ck)|en|21,h + ck‖rn‖2
h, n = 0, . . . , N − 1.

ÅðåéäÞ e0 = 0, áðü ôçí (9.27) Ýðåôáé üôé

max
0≤n≤N

|en|1,h ≤ C max
0≤n≤N−1

‖rn‖h,

âë. ôçí ¶óêçóç 9.2, êáé óå óõíäõáóìü ìå ôçí (9.20) ëáìâÜíïõìå ôçí (9.24). Ç (9.25)

åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí (9.24) êáé (6.5).

ÁóêÞóåéò

9.1. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí (6.8) ãéá íá áðïäåßîåôå üôé

|(∆hv, w)h| ≤ |v|1,h |w|1,h ∀v, w ∈ R
J+2
0 .

9.2. ¸óôù T > 0, N ∈ N êáé k := T
N
. Áí α0, . . . , αN êáé ε0, . . . , εN−1 ìç áñíçôéêïß

áñéèìïß ôÝôïéïé þóôå ìå γ > 0

αn+1 ≤ (1 + γk)αn + kεn, n = 0, . . . , N − 1,
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áðïäåßîôå üôé

(9.28) max
1≤n≤N

αn ≤ eγTα0 +
1

γ
eγT max

0≤n≤N−1
εn.

9.3. ¸óôù T > 0, 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ [0, T ], kn :=

tn+1 − tn, n = 0, . . . , N − 1. Áí α0, . . . , αN êáé ε0, . . . , εN−1 ìç áñíçôéêïß áñéèìïß

ôÝôïéïé þóôå ìå γ > 0

αn+1 ≤ (1 + γkn)αn + knεn, n = 0, . . . , N − 1,

áðïäåßîôå üôé

max
1≤n≤N

αn ≤ eγTα0 +

∫ T

0

eγ(T−s)ds max
0≤n≤N−1

εn.

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé

αn+1 ≤ (1 + γkn)(1 + γkn−1) · · · (1 + γk0)α0

+
{

kn + (1 + γkn)kn−1 + (1 + γkn)(1 + γkn−1)kn−2 + · · ·
+ (1 + γkn)(1 + γkn−1) · · · (1 + γk1)k0

}

max
0≤m≤n

εm

≤ eγtn+1

α0 +
{

kn + eγ(tn+1−tn)(tn − tn−1) + eγ(tn+1−tn−1)(tn−1 − tn−2)

+ · · · + eγ(tn+1−t1)(t1 − t0)
}

max
0≤m≤n

εm

êáé üôé

eγ(tn+1−tκ)(tκ − tκ−1) ≤
∫ tκ

tκ−1

eγ(tn+1−s)ds.]

9.4. ¸óôù J ∈ N, h := b−a
J+1

, xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1, Ýíáò ïìïéüìïñöïò äéá-

ìåñéóìüò ôïõ [a, b], êáé 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ [0, T ].

Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2
0 , üðïõ un

i := u(xi, t
n) êáé u ç ëýóç ôïõ (8.1), ìå äéáíý-

óìáôá Un ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå ìå U 0 := u0 íá éó÷ýåé, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.29)
1

kn

(Un+1
i − Un

i ) = ∆hU
n+1
i − q(xi, t

n+1)Un+1
i + f(xi, t

n+1), i = 1, . . . , J,

üðïõ kn := tn+1 − tn. Áí ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áðï-

äåßîôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.29), äçë. ãéá ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï

ôïõ Euler ìå ìç ïìïéüìïñöï äéáìåñéóìü óôï ÷ñüíï, ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (9.8)



88 5. ÌÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò

ìå k := maxn kn êáé óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí äéáìåñéóìþí. [Õðüäåéîç: ×ñçóéìï-

ðïéÞóôå ôçí ¶óêçóç 9.3.]

9.5. Èåùñïýìå ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler (9.2). Áðïäåßîôå åêôéìÞóåéò ôïõ

óöÜëìáôïò óôç äéáêñéôÞ íüñìá ìåãßóôïõ, êáèþò êáé óôç íüñìá | · |1,h, ðñþôçò ôÜîçò

ùò ðñïò k êáé äåýôåñçò ôÜîçò ùò ðñïò h.

9.6. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.1), êáé ïìïéüìïñöïõò äéáìåñéóìïýò ôùí [a, b] êáé

[0, T ] ìå âÞìá h êáé k áíôßóôïé÷á. Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2
0 ìå äéáíýóìáôá

Un ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå U 0 = u0 êáé, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.30)

∂Un
i =

1

h2

[

p(xi +
h

2
, tn+1)(Un+1

i+1 − Un+1
i )

− p(xi − h

2
, tn+1)(Un+1

i − Un+1
i−1 )

]

− q(xi, t
n+1)Un+1

i + f(xi, t
n+1), i = 1, . . . , J.

Áí ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåã-

ãßóåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.30) ìßá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (9.8).

9.7. Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí: Æçôåßôáé ìéá

ïìáëÞ óõíÜñôçóç u ôÝôïéá þóôå

(9.31)















ut = uxx − rux − qu óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b],

üðïõ q, r ∈ C([a, b] × [0, T ]). Èåùñïýìå ïìïéüìïñöïõò äéáìåñéóìïýò ôùí [a, b] êáé

[0, T ] ìå âÞìá h êáé k, áíôßóôïé÷á. Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2
0 ìå äéáíýóìáôá

Un ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå U 0 := u0 êáé, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.32)
∂Un

i = ∆hU
n+1
i − r(xi, t

n+1)
1

2h
(Un+1

i+1 − Un+1
i−1 ) − q(xi, t

n+1)Un+1
i ,

i = 1, . . . , J.

Áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé

‖Un‖h ≤ C‖U 0‖h, n = 1, . . . , N,
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êáé óôç óõíÝ÷åéá, õðïèÝôïíôáò üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.31) åßíáé áñêåôÜ

ïìáëÞ, áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.32) ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñ-

öÞò (9.8).

9.8. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.11) ìå p(x, t) = 1 êáé ïìïéüìïñöïõò äéáìåñéóìïýò

ôùí [a, b] êáé [0, T ] ìå âÞìá h êáé k, áíôßóôïé÷á. Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2, un

i =

u(xi, t
n), ìå äéáíýóìáôá Un ∈ R

J+2 ôÝôïéá þóôå U 0 := u0 êáé, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.33) ∂Un
i = ∆hU

n+1
i − q(xi, t

n+1)Un+1
i + f(xi, t

n+1), i = 0, . . . , J + 1,

üðïõ ∆h : R
J+2 → R

J+2 üðùò ïñßóôçêå ìåôáîý ôùí ó÷Ýóåùí (6.22) êáé (6.23). ¸óôù

üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.11) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé

∂un
i = ∆hu

n+1
i − q(xi, t

n+1)un+1
i + f(xi, t

n+1) + rn
i , i = 0, . . . , J + 1

üðïõ










max
1≤i≤J

n

|rn
i | ≤ C(k + h2)

max
n

|rn
i | ≤ C(k + h) i = 0, J + 1.

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.33) ìßá åêôßìçóç ôçò

ìïñöÞò (9.8) ìå êáôÜëëçëç íüñìá ‖ · ‖h.

9.9. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.1), êáé ïìïéïìüñöïõò äéáìåñéóìïýò ôùí [a, b] êáé

[0, T ] ìå âÞìá h êáé k, áíôßóôïé÷á. Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2
0 ìå äéáíýóìáôá

Un ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå U 0 := u0 êáé, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.34)

∂Un
i =

1

h2
[p(xi +

h

2
, tn+ 1

2 )(U
n+ 1

2

i+1 − U
n+ 1

2

i )

− p(xi − h

2
, tn+ 1

2 )(U
n+ 1

2

i − U
n+ 1

2

i−1 )]

− q(xi, t
n+ 1

2 )U
n+ 1

2

i + f(xi, t
n+ 1

2 ), i = 1, . . . , J.

Áí ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåã-

ãßóåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.34) åêôéìÞóåéò ôçò ìïñöÞò (9.21), (9.24) êáé (9.25).

9.10. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (9.31), êáé ïìïéüìïñöïõò äéáìåñéóìïýò ôùí [a, b] êáé

[0, T ] ìå âÞìá h êáé k, áíôßóôïé÷á. Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2
0 ìå äéáíýóìáôá
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Un ∈ R
J+2
0 ôÝôïéá þóôå U 0 := u0 êáé, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(9.35)
∂Un

i = ∆hU
n+ 1

2

i − r(xi, t
n+ 1

2 )
1

2h
(U

n+ 1

2

i+1 − U
n+ 1

2

i−1 )−q(xi, t
n+ 1

2 )U
n+ 1

2

i ,

i = 1, . . . , J.

Áí ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9.31) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåããß-

óåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.35) åêôéìÞóåéò ôçò ìïñöÞò (9.21), (9.24) êáé (9.25).

9.11. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (8.11) ìå p(x, t) = 1 êáé ïìïéüìïñöïõò äéáìåñéóìïýò

ôùí [a, b] êáé [0, T ] ìå âÞìá h êáé k, áíôßóôïé÷á. Ðñïóåããßæïõìå ôá un ∈ R
J+2, un

i =

u(xi, t
n), ìå äéáíýóìáôá Un ∈ R

J+2 ôÝôïéá þóôå U 0 := u0 êáé ãéá n = 0, . . . , N − 1

(9.36) ∂Un
i = ∆hU

n+ 1

2

i − q(xi, t
n+ 1

2 )U
n+ 1

2

i + f(xi, t
n+ 1

2 ), i = 0, . . . , J + 1,

üðïõ ∆h : R
J+2 → R

J+2 üðùò ïñßóôçêå ìåôáîý ôùí ó÷Ýóåùí (6.22) êáé (6.23). ¸óôù

üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (8.11) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé

∂un
i = ∆hu

n+ 1

2

i − q(xi, t
n+ 1

2 )u
n+ 1

2

i + f(xi, t
n+ 1

2 ) + rn
i , i = 0, . . . , J + 1,

üðïõ










max
1≤i≤J

n

|rn
i | ≤ C(k2 + h2),

max
n

|rn
i | ≤ C(k2 + h), i = 0, J + 1.

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåßîôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò ôïõ ó÷Þìáôïò (9.36) ìßá åêôßìçóç ôçò

ìïñöÞò (9.21) ìå êáôÜëëçëç íüñìá ‖ · ‖h.



6. ÌÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí

ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò

Ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ôçí

åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå ìßá äéÜóôáóç. Ðñþôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï çìéäéá-

êñéôü ðñüâëçìá, ôï ïðïßï åßíáé äéáêñéôü ùò ðñïò ôï ÷þñï êáé óõíå÷Ýò ùò ðñïò ôï

÷ñüíï. Ãéá íá ïäçãçèïýìå óå ìåèüäïõò ïé ïðïßåò äßíïõí ðñïóåããßóåéò ðïõ ìðï-

ñïýí íá õðïëïãéóèïýí, ðñÝðåé íá äéáêñéôïðïéÞóïõìå êáé ùò ðñïò ôï ÷ñüíï, ðáßñ-

íïíôáò Ýôóé ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá. Ç äéáêñéôïðïßçóç óôï ÷ñüíï èá ãßíåé ìå

ôñåßò ìåèüäïõò, ôéò ìåèüäïõò ôïõ Euler, Üìåóç êáé ðåðëåãìÝíç, êáé ìå ôç ìÝèïäï

ôùí Crank–Nicolson. ¼ðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, ç Üìåóç ìÝèïäïò ôïõ

Euler åßíáé åõóôáèÞò õðü óõíèÞêåò, åíþ ïé Üëëåò äýï ìÝèïäïé åßíáé áðåñéüñéóôá

åõóôáèåßò. Ïé ìÝèïäïé ôïõ Euler åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò ôï ÷ñïíéêü âÞìá, ç

ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò.

6.1 ÅéóáãùãÞ

¸óôù [a, b] Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá êáé T > 0. Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí

êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

(10.1)















ut = uxx + f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b].

Åäþ f : [a, b] × [0, T ] → R åßíáé ìéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç êáé u0 : [a, b] → R åßíáé ìéá

äåäïìÝíç áñ÷éêÞ ôéìÞ. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá äåäïìÝíá åßíáé ïìáëÜ êáé óõìâáôÜ, þóôå

91
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ôï ðñüâëçìá (10.1) íá Ý÷åé ìéá ëýóç, ç ïðïßá ìÜëéóôá åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ þóôå íá

Ý÷ïõí Ýííïéá ïé íüñìåò ôçò u ïé ïðïßåò èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôçí óõíÝ÷åéá.

¸óôù v : [a, b] → R ìéá óõíå÷Þò êáé êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñ-

ôçóç ç ïðïßá ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá a êáé b. Ðáßñíïíôáò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ôïõ (10.1) ôï L2 åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ôùí äýï ìåëþí ìå ôçí v, ïëïêëçñþíïíôáò

óôïí ðñþôï üñï óôï äåîéü ìÝëïò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò, ãñÜöïõìå ôï ðñüâëçìá (10.1) óå ìåôáâïëéêÞ ìïñöÞ ùò åîÞò: Æçôåßôáé

u(·, t), t ∈ [0, T ], ôÝôïéá þóôå

(10.2)







(ut(·, t), v) + (ux(·, t), v′) = (f(·, t), v) ∀v ∈ V ∀t ∈ [0, T ]

u(·, 0) = u0 ,

üðïõ V ï ÷þñïò ðïõ ïñßóôçêå áìÝóùò ìåôÜ ôçí (7.1). Ç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò (10.1) ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí âáóßæåôáé óôç ìåôáâï-

ëéêÞ äéáôýðùóç (10.2).

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôç äéáêñéôïðïßçóç óôï ÷þñï ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò (10.1) ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, ôç ëåãüìåíç çìéäéáêñé-

ôïðïßçóç. Ç çìéäéáêñéôïðïßçóç Ý÷åé ìüíï èåùñçôéêÞ óçìáóßá, áðïôåëåß Ýíá âÞìá

ãéá ôïí õðïëïãéóìü ðñïóåããßóåùí ôçò ëýóçò ôïõ (10.1). Ç çìéäéáêñéôÞ ëýóç åß-

íáé ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá Ýíá óýóôçìá óõíÞèùí äéáöïñéêþí

åîéóþóåùí. Èá ìåëåôÞóïõìå ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò ôçò çìéäéáêñéôÞò ëýóçò.

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá õðïëïãßóïõìå ðñïóåããßóåéò ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(10.1), ðñÝðåé íá äéáêñéôïðïéÞóïõìå ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá.

Áõôü ãßíåôáé ìå ôá ëåãüìåíá ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá. Óôçí ôñßôç ðáñÜãñáöï èá

ìåëåôÞóïõìå ôñßá ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá ãéá ôï ðñüâëçìá (10.1): ôçí ðåðëåãìÝ-

íç ìÝèïäï ôïõ Euler, ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson, êáé ôç ìÝèïäï ôïõ Euler. Èá

äïýìå ðëåïíåêôÞìáôá êáé ìåéïíåêôÞìáôá áõôþí ôùí ìåèüäùí êáé èá ìåëåôÞóïõìå

ðñïóåããéóôéêÝò éäéüôçôåò ðëÞñùò äéáêñéôþí ðñïóåããßóåùí.

6.2 Çìéäéáêñéôïðïßçóç

¸óôù Sr
h ìéá ïéêïãÝíåéá õðï÷þñùí ôïõ V,Nh := dimSr

h < ∞, ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ

éäéüôçôá (7.2). Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôï ðñüâëçìá (10.2) ïñßæïõìå ôçí çìéäéáêñéôÞ
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ëýóç uh, uh(·, t) ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ], äéá

(10.3)







(uht(·, t), χ) + (uhx(·, t), χ′) = (f(·, t), χ) ∀χ ∈ Sr
h ∀t ∈ [0, T ]

uh(·, 0) = u0
h,

üðïõ u0
h ∈ Sr

h ìéá ðñïóÝããéóç ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò u0.

Èá áðïäåßîïõìå êáô’ áñ÷Üò ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò çìéäéáêñéôÞò ëýóçò

uh. ¸óôù ëïéðüí {ϕ1, . . . , ϕNh
} ìéá âÜóç ôïõ Sr

h. ÅðåéäÞ uh(·, t) ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ], ç uh

ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

uh(x, t) =

Nh
∑

j=1

αj(t)ϕj(x)

êáé ôï ðñüâëçìá (10.3) ãñÜöåôáé ùò

(10.4)















Nh
∑

j=1

(ϕj, ϕi)α
′
j(t) +

Nh
∑

j=1

(ϕ′
j, ϕ

′
i)αj(t) = (f(·, t), ϕi), i = 1, . . . , Nh,

αj(0) = γj, j = 1, . . . , Nh,

üðïõ ôá γj åßíáé ôÝôïéá þóôå u0
h =

∑Nh

j=1 γjϕj.

Ôï (10.4) åßíáé Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá Ýíá óýóôçìá óõíÞèùí äéáöï-

ñéêþí åîéóþóåùí. ÅðåéäÞ ï ðßíáêáò ìÜæçò (ϕj, ϕi)j,i=1,...,Nh
åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ùò

ðßíáêáò ôïõ Gram, ôï (10.4) ëýíåôáé ìïíïóÞìáíôá.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ìåëÝôç ðñïóåããéóôéêþí éäéïôÞôùí ôçò çìéäéáêñéôÞò

ëýóçò, äßíïõìå Ýíá âïçèçôéêü áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï èá ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôç

óõíÝ÷åéá. Ôï áðïôÝëåóìá áíáöÝñåôáé óôç ëåãüìåíç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ. Ï ëüãïò

ãéá ôïí ïðïßïí åéóÜãïõìå ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ èá êáôáóôåß óáöÞò óôç óõíÝ-

÷åéá. Ðñïò ôï ðáñüí áíáöÝñïõìå áðëþò ôï êßíçôñï. Áí áöáéñÝóïõìå êáôÜ ìÝëç

ôçò äýï ðñþôåò ó÷Ýóåéò ôùí (10.2) êáé (10.3) êáôáëÞãïõìå óôçí

((u− uh)t(·, t), χ) + ((u− uh)x(·, t), χ′) = 0 ∀χ ∈ Sr
h ∀t ∈ [0, T ].

Ôïíßæïõìå üôé áõôÞ ç ó÷Ýóç éó÷ýåé ãéá χ ∈ Sr
h, áöïý ï Sr

h åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V.

Ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôï óöÜëìá u− uh èá èÝëáìå íá åðéëÝîïõìå χ = u(·, t) − uh(·, t),
äõóôõ÷þò üìùò áõôü äåí åðéôñÝðåôáé, ãéáôß ç u(·, t) äåí åßíáé ãåíéêÜ óôïé÷åßï ôïõ

Sr
h. Áíôß ëïéðüí íá óõãêñßíïõìå ôçí uh áð’ åõèåßáò ìå ôç u, èá ôç óõãêñßíïõìå ìå
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ìßá “êáôÜëëçëç” ðñïâïëÞ ôçò u óôïí Sr
h. Ôï êáôÜëëçëç åäþ áíáöÝñåôáé óå äýï

ðñÜãìáôá: Áö’ åíüò ç ðñïâïëÞ ðñÝðåé íá äéáöÝñåé áðü ôç u ôÜîç O(hr) óôç íüñ-

ìá L2, áö’ åôÝñïõ äå ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ìéá ó÷Ýóç áíôßóôïé÷ç ôçò (10.3) ìå Ýíá

óöÜëìá óõíÝðåéáò ôçò ôÜîåùò O(hr). Ãéá íá åðéôåõ÷èåß ï ôåëåõôáßïò óôü÷ïò ðñÝðåé

íá áíáéñåèïýí êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ïé üñïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ÷ùñéêÝò ðáñáãþãïõò ãéá-

ôß ãéá êÜèå ÷ùñéêÞ ðáñÜãùãï ç ôÜîç ðñïóÝããéóçò ìåéþíåôáé êáôÜ Ýíá. Êáé ïé äýï

óôü÷ïé åðéôõã÷Üíïíôáé ìå ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ, ôçí ïðïßá åéóÜãïõìå óôç óõ-

íÝ÷åéá. Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé ç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ åîõðçñåôåß êáèáñÜ ëüãïõò

èåùñçôéêÞò ìåëÝôçò, ï õðïëïãéóìüò ôçò ïýôå åöéêôüò ïýôå áíáãêáßïò åßíáé.

ËÞììá 2.1. ¸óôù w ∈ Cr
0 [a, b] êáé Rhw ç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ ôïõ w óôïí Sr

h, ç ïðïßá

ïñßæåôáé äéá

(10.5) ((Rhw)′, χ′) = (w′, χ′) ∀χ ∈ Sr
h.

Ç Rhw ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá êáé éó÷ýåé

(10.6) ‖w − Rhw‖ + h‖w′ − (Rhw)′‖ ≤ Chr‖w‖r.

Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå ôþñá ϕ := −w′′, ïðüôå ç w åßíáé ëýóç ôïõ åëëåéðôéêïý ðñïâëÞ-

ìáôïò







− w′′ = ϕ óôï [a, b]

w(a) = w(b) = 0.

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé çRhw åßíáé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôçòw, üðùò áõôÞ ïñßóôçêå

óôç ìåëÝôç ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá åëëåéðôéêÜ ðñïâëÞìáôá

óôï ÊåöÜëáéï 7. Áðü áõôÞ ôç ìåëÝôç ãíùñßæïõìå üôé ç Rhw åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç

êáé üôé éó÷ýåé ç (10.6).

ÅõóôÜèåéá ôïõ çìéäéáêñéôïý ðñïâëÞìáôïò. ¸óôù uh ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.3) êáé

ũh áíôß ôçò uh ç áíôßóôïé÷ç ëýóç ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ ũ0
h áíôß ôçò u0

h. Ôüôå ãéá ôç äéáöïñÜ

vh := uh − ũh Ý÷ïõìå

(10.7) (vht(·, t), χ) + (vhx(·, t), χ′) = 0.
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ÅõóôÜèåéá óôçí L2 íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := vh óôçí (10.7) ëáìâÜíïõìå

1

2

d

dt
‖vh(·, t)‖2 + ‖vhx(·, t)‖2 = 0, t ∈ [0, T ],

Þ
d

dt
‖vh(·, t)‖2 ≤ 0

Þ

‖vh(·, t)‖ ≤ ‖vh(·, s)‖ 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(10.8) ‖vh(·, t)‖ ≤ ‖vh(·, 0)‖, t ∈ [0, T ].

ÅõóôÜèåéá óôçí H1 íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := vht óôçí (10.7) ëáìâÜíïõìå

‖vht(·, t)‖2 +
1

2

d

dt
‖vhx(·, t)‖2 = 0 t ∈ [0, T ],

Þ
d

dt
‖vhx(·, t)‖2 ≤ 0

Þ

‖vhx(·, t)‖ ≤ ‖vhx(·, s)‖ 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(10.9) ‖vhx(·, t)‖ ≤ ‖vhx(·, 0)‖, t ∈ [0, T ].

ÓõíÝðåéá. ¸óôù W (·, t) := Rhu(·, t) ç åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (10.1). Èá áðïäåßîïõìå óõíÝðåéá ôïõ çìéäéáêñéôïý ó÷Þìáôïò (10.2) ãéá ôçí W.

¸÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h,

(Wt(·, t), χ) + (Wx(·, t), χ′) − (f(·, t), χ) =

= (Wt(·, t), χ) + (ux(·, t), χ′) − (f(·, t), χ) =

= (Wt(·, t), χ) − (ut(·, t), χ),
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äçëáäÞ

(10.10) (Wt(·, t), χ) + (Wx(·, t), χ′) = (f(·, t), χ) − (ut(·, t) −Wt(·, t), χ) ∀χ ∈ Sr
h.

Tþñá ï ôåëåóôÞò ôçò åëëåéðôéêÞò ðñïâïëÞò êáé ç ðáñáãþãéóç ùò ðñïò t áíôéìåôá-

ôßèåíôáé. ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h,

((Rhut)x, χ
′) = ((ut)x, χ

′) = (
∂

∂t
ux, χ

′) =

=
d

dt
(ux, χ

′) =
d

dt
((Rhu)x, χ

′) = (
∂

∂t
((Rhu)x), χ

′) =

= (((Rhu)t)x, χ
′).

Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí (10.6), Ý÷ïõìå

(10.11) ‖ut(·, t) −Wt(·, t)‖ ≤ Chr, t ∈ [0, T ].

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç ôçò

çìéäéáêñéôÞò ëýóçò ðñïò ôçí áêñéâÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1).

Óýãêëéóç óôçí L2 íüñìá.

Èåþñçìá 10.1. ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå

éó÷ýåé

(10.12) max
0≤t≤T

‖u(·, t) − uh(·, t)‖ ≤ C{‖u0 − u0
h‖ + hr}.

Áðüäåéîç. Ìå ρ(·, t) = u(·, t) −W (·, t) êáé ϑ(·, t) := W (·, t) − uh(·, t) Ý÷ïõìå u− uh =

ρ+ ϑ. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (10.6),

(10.13) max
0≤t≤T

‖ρ(·, t)‖ ≤ Chr.

ÌÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôçí ‖ϑ(·, t)‖. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò

(10.3) áðü ôçí (10.10) Ý÷ïõìå

(10.14) (ϑt(·, t), χ) + (ϑx(·, t), χ′) = −(ρt(·, t), χ) ∀χ ∈ Sr
h ∀t ∈ [0, T ].

ÈÝôïíôáò χ := ϑ(·, t) óôçí (10.14) ëáìâÜíïõìå

1

2

d

dt
‖ϑ(·, t)‖2 + ‖ϑx(·, t)‖2 = −(ρt(·, t), ϑ(·, t))
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Þ
d

dt
‖ϑ(·, t)‖2 ≤ ‖ρt(·, t)‖2 + ‖ϑ(·, t)‖2

Þ
d

dt
{e−t‖ϑ(·, t)‖2} ≤ e−t‖ρt(·, t)‖2

Þ

e−t‖ϑ(·, t)‖2 ≤ ‖ϑ(·, 0)‖2 +

∫ t

0

e−s‖ρt(·, s)‖2ds

Þ, óýìöùíá ìå ôçí (10.11),

‖ϑ(·, t)‖2 ≤ C{‖ϑ(·, 0)‖2 + h2r}.

ÅðïìÝíùò

(10.15) ‖ϑ(·, t)‖ ≤ C{‖ϑ(·, 0)‖ + hr}.

Ôþñá ϑ(·, 0) = W (·, 0)−u0
h = (u0 −u0

h)− (u0 −W (·, 0)), ïðüôå óýìöùíá ìå ôçí (10.6),

(6.1) ‖ϑ(·, 0)‖ ≤ C‖u0 − u0
h‖ + Chr. tag10.16

Áðü ôéò (10.15) êáé (10.16) Ýðåôáé üôé

(10.17) max
0≤t≤T

‖ϑ(·, t)‖ ≤ C{‖u0 − u0
h‖ + Chr}.

Ïé (10.13) êáé (10.17) äßíïõí áìÝóùò ôçí (10.12).

Óýãêëéóç óôçí H1 íüñìá.

Èåþñçìá 10.2. ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå

éó÷ýåé

(10.18) max
0≤t≤T

‖ux(·, t) − uhx(·, t)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + Chr−1.

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áðüäåé-

îç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 10.1. Óýìöùíá ìå ôçí (10.6) Ý÷ïõìå êáô’ áñ÷Üò

(10.19) max
0≤t≤T

‖ρx(·, t)‖ ≤ Chr−1.
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ÈÝôïíôáò ôþñá χ := ϑt(·, t) óôçí (10.14) ëáìâÜíïõìå

‖ϑt(·, t)‖2 +
1

2

d

dt
‖ϑx(·, t)‖2 = −(ρt(·, t), ϑt(·, t))

Þ

‖ϑt(·, t)‖2 +
1

2

d

dt
‖ϑx(·, t)‖2 ≤ 1

2
‖ρt(·, t)‖2 +

1

2
‖ϑt(·, t)‖2

Þ
d

dt
‖ϑx(·, t)‖2 ≤ ‖ρt(·, t)‖2

Þ

‖ϑx(·, t)‖2 ≤ ‖ϑx(·, 0)‖2 +

∫ t

0

‖ρt(·, s)‖2ds.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí (10.11) Ý÷ïõìå

‖ϑx(·, t)‖2 ≤ ‖ϑx(·, 0)‖2 + C2h2r

Þ

(10.20) ‖ϑx(·, t)‖ ≤ ‖ϑx(·, 0)‖ + Chr.

Ôþñá,

‖ϑx(·, 0)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + ‖u0
x −Wx(·, 0)‖,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (10.6),

(10.21) ‖ϑx(·, 0)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + Chr−1.

Áðü ôéò (10.20) êáé (10.21) Ýðåôáé üôé

(10.22) max
0≤t≤T

‖ϑx(·, t)‖ ≤ ‖(u0 − u0
h)

′‖ + Chr−1.

Ïé (10.19) êáé (10.22) äßíïõí áìÝóùò ôçí (10.18).

ÐáñáôÞñçóç 10.1 Ãéá u0
h := W (·, 0) Ý÷ïõìå ϑ(·, 0) = 0, êáé ç (2.19) äßíåé ôï åîÞò

áðïôÝëåóìá “õðåñóýãêëéóçò”

(10.23) max
0≤t≤T

‖ϑx(·, t)‖ ≤ Chr.
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6.3 ÐëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôñßá ðëÞñùò äéáêñéôÜ ó÷Þìáôá ãéá ôï ðñü-

âëçìá (10.1): ôçí ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Euler, ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson êáé

ôç ìÝèïäï ôïõ Euler.

6.3.1 Ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler

¸óôù N ∈ N, k := T
N
, êáé tn := nk, n = 0, . . . , N. Ãéá v0, . . . , vN ∈ H1

0 èá ÷ñçóéìï-

ðïéÞóïõìå ôïí óõìâïëéóìü

∂vn :=
vn+1 − vn

k
.

Äéáêñéôïðïéïýìå ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá (10.3) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï ìå ôçí ðåðëåã-

ìÝíç ìÝèïäï ôïõ Åuler êáé ïäçãïýìáóôå óå ðñïóåããßóåéò Un ∈ Sr
h ôùí un := u(·, tn),

ïé ïðïßåò äßíïíôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôï ó÷Þìá

(10.24)







(∂Un, χ) + (Un+1
x , χ′) = (f(·, tn+1), χ) ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

¸óôù üôé Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ôï Un. Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá âÜóç ôïõ Sr
h, ôüôå

âëÝðïõìå áìÝóùò üôé ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï Un+1 ðñÝðåé íá ëýóïõìå Ýíá dimSr
h ×

dimSr
h ãñáììéêü óýóôçìá. Ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò åßíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ n, åßíáé

óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò. Éäéáßôåñá ëïéðüí ïé ðñïóåããßóåéò U 0, . . . , Un

ïñßæïíôáé êáëþò äéá ôçò (10.24).

ÅõóôÜèåéá. ¸óôù U 0, . . . , UN ∈ Sr
h êáé Ũ0, . . . , ŨN ∈ Sr

h äýï áêïëïõèßåò ðïõ éêáíï-

ðïéïýí ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (3.1), äçëáäÞ ðñïóåããßóåéò Euler ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå

áñ÷éêÝò ôéìÝò U 0 êáé Ũ0. Ôüôå ãéá ôéò äéáöïñÝò V n := Un − Ũn, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå

(10.25) (∂V n, χ) + (V n+1
x , χ′) = 0 ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1.

ÅõóôÜèåéá óôçí L2 íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := V n+1 óôçí (10.25) ëáìâÜíïõìå

(∂V n, V n+1) + ‖V n+1
x ‖2 = 0

Þ

(∂V n, V n+1) ≤ 0
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Þ

‖V n+1‖2 ≤ (V n, V n+1)

Þ

‖V n+1‖2 ≤ ‖V n‖ ‖V n+1‖,

ïðüôå

(10.26) ‖V n+1‖ ≤ ‖V n‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(10.27) max
1≤n≤N

‖V n‖ ≤ ‖V 0‖.

ÐáñáôÞñçóç 10.2 Ãéá äåäïìÝíï n, áí èåùñÞóïõìå ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò ãñáììéêü

óýóôçìá ôïõ (10.24), èÝóïõìå äçëáäÞ Un = 0 êáé f = 0, ôüôå óýìöùíá ìå ôçí (10.26)

èá Ý÷ïõìå Un+1 = 0. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå îáíÜ üôé ôá U 1, . . . , UN ïñßæïíôáé êáëþò.

ÅõóôÜèåéá óôçí H1 íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := ∂V n óôçí (10.25) ëáìâÜíïõìå

‖∂V n‖2 + (V n+1
x , ∂V n

x ) = 0

êáé óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(10.28) ‖V n+1
x ‖ ≤ ‖V n

x ‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí å÷ïõìå

(10.29) max
1≤n≤N

‖V n
x ‖ ≤ ‖V 0

x ‖.

ÓõíÝðåéá. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ çìéäéáêñéôïý ðñïâëÞìáôïò, èá áðïäåßîïõ-

ìå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò (10.24) ãéá ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ W ôçò ëýóçò u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (10.1), W (·, t) := Rhu(·, t). ÈÝôïõìå W n := W (·, tn), n = 0, . . . , N, êáé

Ý÷ïõìå, ãéá χ ∈ Sr
h, óýìöùíá ìå ôçí (10.5),

(∂W n,χ) + (W n+1
x , χ′) − (f(·, tn+1), χ)

= (∂W n, χ) + (un+1
x , χ′) − (f(·, tn+1), χ).
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ËáìâÜíïíôáò ôþñá õð’ üøéí ôçí (10.2) Ý÷ïõìå

(10.30)
(∂W n, χ) + (W n+1

x , χ′) = (f(·, tn+1), χ)

+ (∂W n − ut(·, tn+1), χ) ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1.

Èá ðñÝðåé ëïéðüí íá åêôéìÞóïõìå ôçí äéáöïñÜ ∂W n − ut(·, tn+1). ÈÝôïõìå En :=

∂W n − ut(·, tn+1), En
1 := ∂W n − ∂un êáé En

2 := ∂un − ut(·, tn+1). Ðñïöáíþò éó÷ýåé

En = En
1 + En

2 . Ôþñá

En
1 =

1

k

∫ tn+1

tn
[Wt(·, t) − ut(·, t)]dt,

óõíåðþò

‖En
1 ‖ ≤ 1

k

∫ tn+1

tn
‖Wt(·, t) − ut(·, t)‖dt,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (10.11), Ý÷ïõìå

(10.31i) max
0≤n≤N−1

‖En
1 ‖ ≤ Chr.

Åðßóçò, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor Ý÷ïõìå

En
2 =

1

k

∫ tn+1

tn
(tn − s)utt(·, s)ds,

óõíåðþò

(10.31ii) max
0≤n≤N−1

‖En
2 ‖ ≤ Ck.

Áðü ôéò (10.31i) êáé (10.31ii) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé éó÷ýåé

(10.32) max
0≤n≤N−1

‖En‖ ≤ C(k + hr).

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç ôùí

ðñïóåããßóåùí, ðïõ äßíåé ôï ðåðëåãìÝíï ó÷Þìá ôïõ Euler, ðñïò ôçí áêñéâÞ ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (10.1).

Èåþñçìá 10.3 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå ãéá

ôéò ðñïóåããßóåéò U 0, . . . , UN , ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí (10.24), éó÷ýåé

(10.33) max
0≤n≤N

‖un − Un‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k + hr).



102 6. ÌÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò

Áðüäåéîç. Ìå ρn := un − W n êáé ϑn := W n − Un, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå un − Un =

ρn + ϑn. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (10.6),

(10.34) max
0≤n≤N

‖ρn‖ ≤ Chr.

ÌÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôçí ‖ϑn‖. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (10.24)

áðü ôçí (10.30) ëáìâÜíïõìå

(10.35) (∂ϑn, χ) + (ϑn+1
x , χ′) = (En, χ) ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1.

ÈÝôïíôáò χ = ϑn+1 óôçí (10.35) êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß k Ý÷ïõìå

‖ϑn+1‖2 − (ϑn, ϑn+1) + k‖ϑn+1
x ‖2 = k(En, ϑn+1)

Þ

‖ϑn+1‖2 ≤ {‖ϑn‖ + k‖En‖}‖ϑn+1‖

Þ

‖ϑn+1‖ ≤ ‖ϑn‖ + k‖En‖.

ÅðïìÝíùò

‖ϑn‖ ≤ ‖ϑ0‖ + k
n−1
∑

j=0

‖Ej‖

Þ

‖ϑn‖ ≤ ‖ϑ0‖ +Nk max
0≤j≤N−1

‖Ej‖,

oðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (10.32),

(10.36) max
0≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ ‖ϑ0‖ + C(k + hr).

Ôþñá

‖ϑ0‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + ‖u0 −W 0‖ ≤ ‖u0 − u0

h‖ + Chr,

êáé ç (10.36) äßíåé

(10.37) max
0≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k + hr).

Aðü ôéò (10.34) êáé (10.37) Ýðåôáé áìÝóùò ç (10.33).
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6.3.2 Ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson

¼ðùò âëÝðïõìå áðü ôçí åêôßìçóç (10.33), ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler Ý÷åé

ôÜîç Ýíá ùò ðñïò ôçí ðáñÜìåôñï äéáêñéôïðïßçóçò óôï ÷ñüíï k. Ç ìÝèïäïò ôùí

Crank–Nicolson, ôçí ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå óå áõôü ôï åäÜöéï, åßíáé äåýôåñçò ôÜ-

îçò ùò ðñïò k. Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler åßíáé ðéï

“öõóéïëïãéêÞ” áðü ôçí ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson ãéá ðáñáâïëéêÜ ðñïâëÞìáôá ìå

ôçí Ýííïéá üôé ïé ðñïóåããßóåéò ðïõ äßíåé ç ìÝèïäïò ôïõ Euler ìéìïýíôáé êáëýôåñá

ôéò éäéüôçôåò ïìáëïðïßçóçò ôùí ëýóåùí ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí. Ç åîÞãçóç ãéá

áõôü ôï ãåãïíüò îåöåýãåé áðü ôïõò óêïðïýò ôçò ðáñïýóçò åéóáãùãÞò óôï èÝìá.

ÐÝñáí ôùí óõìâïëéóìþí ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åäáößïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ

êáé ôïí åîÞò óõìâïëéóìü

vn+ 1

2 :=
1

2
(vn + vn+1)

ãéá v0, . . . , vN ∈ V, êáé, áíÜëïãá, tn+ 1

2 := 1
2
(tn + tn+1).

Oé ðñïóåããßóåéò ôùí Crank–Nicolson Un ∈ Sr
h ôùí un = u(·, tn) äßíïíôáé áíáäñï-

ìéêÜ áðü ôï åîÞò ó÷Þìá

(10.38)







(∂Un, χ) + (U
n+ 1

2
x , χ′) = (f(·, tn+ 1

2 ), χ) ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

ÅõóôÜèåéá. Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôçí (10.25) ïäçãïýìáóôå óôç ìåëÝôç ôïõ ó÷Þìáôïò

(10.39) (∂V n, χ) + (V
n+ 1

2
x , χ′) = 0 ∀χ ∈ Sr

h, n = 0, . . . , N − 1,

ìå V n ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N.

ÅõóôÜèåéá óôçí L2 íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := V n+ 1

2 óôçí (10.39) ëáìâÜíïõìå

(∂V n, V n+ 1

2 ) + ‖V n+ 1

2
x ‖2 = 0

Þ

(V n+1 − V n, V n+1 + V n) ≤ 0

Þ

‖V n+1‖2 ≤ ‖V n‖2,
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ïðüôå

(10.40) ‖V n+1‖ ≤ ‖V n‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(10.41) max
1≤n≤N

‖V n‖ ≤ ‖V 0‖.

Áðü ôçí (10.40) Ýðåôáé åýêïëá üôé ïé ðñïóåããßóåéò ôùí Crank–Nicolson U 1, . . . , UN

ïñßæïíôáé êáëþò.

ÅõóôÜèåéá óôçí H1 íüñìá. ÈÝôïíôáò χ := ∂V n óôçí (10.39) ëáìâÜíïõìå

‖∂V n‖2 + (V
n+ 1

2
x , ∂V n

x ) = 0

Þ

((V n + V n+1)x, (V
n+1 − V n)x) ≤ 0

Þ

(10.42) ‖V n+1
x ‖ ≤ ‖V n

x ‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá ëïéðüí Ý÷ïõìå

(10.43) max
1≤n≤N

‖V n
x ‖ ≤ ‖V 0

x ‖.

ÓõíÝðåéá. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler, èá áðï-

äåßîïõìå óõíÝðåéá ôïõ ó÷Þìáôïò ôùí Crank–Nicolson ãéá ôçí åëëåéðôéêÞ ðñïâïëÞ

W ôçò ëýóçò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (10.5), ãéá χ ∈ Sr
h,

Ý÷ïõìå

(∂W n, χ) + (W
n+ 1

2
x , χ′) − (f(·, tn+ 1

2 ), χ) =

= (∂W n, χ) + (u
n+ 1

2
x , χ′) − (f(·, tn+ 1

2 ), χ),

ïðüôå ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí (10.2) Ý÷ïõìå, ãéá n = 0, . . . , N − 1,

(10.44) (∂W n, χ) + (W
n+ 1

2
x , χ′) = (f(·, tn+ 1

2 ), χ) + (En, χ) ∀χ ∈ Sr
h,
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ìå En := (∂W n − ∂un) + [∂un − ut(·, tn+ 1

2 )] + [uxx(·, tn+ 1

2 ) − u
n+ 1

2
xx ]. ÈÝôïõìå

En
1 := ∂W n − ∂un

En
2 := ∂un − ut(·, tn+ 1

2 )

En
3 := uxx(·, tn+ 1

2 ) − u
n+ 1

2
xx

êáé ðñïöáíþò Ý÷ïõìå En = En
1 + En

2 + En
3 . Ôï En

1 åßíáé ôï ßäéï üðùò êáé óôçí ðå-

ðëåãìÝíç ìÝèïäï ôïõ Åuler, óõíåðþò êáôÜ ôçí (10.31i) Ý÷ïõìå

(10.45i) max
1≤n≤N−1

‖En
1 ‖ ≤ Chr.

Åðßóçò, áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï tn+ 1

2 , Ý÷ïõìå

En
2 =

1

2k
[

∫ tn+1
2

tn
(s− tn)2uttt(·, s)ds+

∫ tn+1

tn+1
2

(s− tn+1)2uttt(·, s)ds],

óõíåðþò

(10.45ii) max
1≤n≤N−1

‖En
2 ‖ ≤ Ck2.

ÅðéðëÝïí Ý÷ïõìå

2[u(·, tn+ 1

2 ) − un+ 1

2 ] =

∫ tn+1

tn+1
2

(s− tn+1)utt(·, s)ds−
∫ tn+1

2

tn
(s− tn)utt(·, s)ds,

óõíåðþò

(10.45iii) max
1≤n≤N−1

‖En
3 ‖ ≤ Ck2.

Áðü ôéò (10.45i), (10.45ii) êáé (10.45iii) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé éó÷ýåé

(10.46) max
1≤n≤N−1

‖En‖ ≤ C(k2 + hr).

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç.

Èåþñçìá 10.4 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ. Ôüôå ãéá

ôéò ðñïóåããßóåéò U 0, . . . , UN , ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí (10.38), éó÷ýåé

(10.47) max
1≤n≤N

‖un − Un‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k2 + hr).
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Áðüäåéîç. Ìå ρn := un −W n êáé ϑn := W n − Un, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå un − Un =

ρn + ϑn. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (10.6),

(10.48) max
1≤n≤N

‖ρn‖ ≤ Chr.

ÌÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôçí ‖ϑn‖. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (10.38)

áðü ôçí (10.44) ëáìâÜíïõìå

(10.49) (∂ϑn, χ) + (ϑ
n+ 1

2
x , χ′) = (En, χ) ∀χ ∈ Sr

h n = 0, . . . , N − 1.

ÈÝôïíôáò χ = ϑn+ 1

2 óôçí (10.49) êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß 2k Ý÷ïõìå

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 + 2k‖ϑn+ 1

2
x ‖2 = k(En, ϑn + ϑn+1)

Þ

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 ≤ k‖En‖(‖ϑn‖ + ‖ϑn+1‖)

Þ

(10.50) ‖ϑn+1‖ ≤ ‖ϑn‖ + k‖En‖, n = 0, . . . , N − 1.

Ðñï÷ùñþíôáò ôþñá üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 10.3 êáé ëáìâÜíïíôáò õð’

üøéí ôçí (10.46) áðïäåéêíýïõìå üôé

(10.51) max
1≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ ‖u0 − u0
h‖ + C(k2 + hr).

Áðü ôéò (10.48) êáé (10.51) Ýðåôáé áìÝóùò ç (10.47).

6.3.3 Ç ìÝèïäïò ôïõ Åuler

Oé äýï ìÝèïäïé ðïõ ìåëåôÞóáìå ìÝ÷ñé ôþñá, äçë. ç ðåðëåãìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Euler

êáé ç ìÝèïäïò ôùí Crank–Nicolson, åßíáé ðåðëåãìÝíåò. Äåßîáìå, ìåôáîý ôùí Üëëùí,

üôé áìöüôåñåò åßíáé áðåñéüñéóôá åõóôáèåßò, äçë. åõóôáèåßò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò óôéò

ðáñáìÝôñïõò äéáêñéôïðïßçóçò. Ç ìÝèïäïò ôïõ Euler, ôçí ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå

ôþñá, åßíáé ðñþôçò ôÜîçò ùò ðñïò k, åõóôáèÞò õðü óõíèÞêåò, êáé ü÷é ÷ñÞóéìç ãéá ôï

óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Äßíåôáé åäþ ðåñéóóüôåñï ãéá ðáéäáãùãéêïýò ëüãïõò.
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Äéáêñéôïðïéïýìå ôï çìéäéáêñéôü ðñüâëçìá (10.2) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï ìå ôç ìÝèïäï

ôïõ Euler êáé ïäçãïýìáóôå óå ðñïóåããßóåéò Un ∈ Sr
h ôùí un = u(·, tn), ïé ïðïßåò

äßíïíôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôï ó÷Þìá

(10.52)







(∂Un, χ) + (Un
x , χ

′) = (f(·, tn), χ) ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

ÅõóôÜèåéá. Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôçí (10.25) ïäçãïýìáóôå óôç ìåëÝôç ôïõ ó÷Þìáôïò

(10.53) (∂V n, χ) + (V n
x , χ

′) = 0 ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1,

ìå V n ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N.

ÐÝñáí ôçò ðñïóåããéóôéêÞò éäéüôçôáò (7.2) õðïèÝôïõìå óôï åîÞò êáé ôçí áêüëïõ-

èç áíôßóôñïöç áíéóüôçôá ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá {Sr
h}0<h≤1

(10.54) ‖χ′‖ ≤ C1h
−1‖χ‖ ∀χ ∈ Sr

h

ìå ìéá óôáèåñÜ C1 áíåîÜñôçôç ôïõ h, âë. ôçí ¶óêçóç 10.3.

ÈÝôïíôáò χ := V n óôçí (10.53) ëáìâÜíïõìå

(V n+1, V n) − ‖V n‖2 + k‖V n
x ‖2 = 0

Þ

(10.55i)
1

2
{‖V n+1‖2 − ‖V n‖2 − ‖V n+1 − V n‖2} + k‖V n

x ‖2 = 0.

ÈÝôïíôáò åî Üëëïõ χ := ∂V n óôçí (10.53) ëáìâÜíïõìå

‖∂V n‖2 + (V n
x , ∂V

n
x ) = 0

Þ

‖V n+1 − V n‖2 + k(V n
x , V

n+1
x − V n

x ) = 0

Þ

‖V n+1 − V n‖2 ≤ k‖V n
x ‖‖V n+1

x − V n
x ‖.

×ñçóéìïðïéþíôáò óõíåðþò ôçí (10.54) Ý÷ïõìå

‖V n+1 − V n‖2 ≤ C1
k

h
‖V n

x ‖‖V n+1 − V n‖,
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ïðüôå

(10.55ii) ‖V n+1 − V n‖ ≤ C1
k

h
‖V n

x ‖.

Áðü ôéò (10.55i) êáé (10.55ii) ëáìâÜíïõìå ôþñá

(10.56) ‖V n+1‖2 − ‖V n‖2 ≤ (C2
1

k

h2
− 2)k‖V n

x ‖2.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé éêáíïðïéåßôáé ç åîÞò óõíèÞêç

(10.57)
k

h2
≤ 2

C2
1

.

Áðü ôéò (10.56) êáé (10.57) ëáìâÜíïõìå

(10.58) ‖V n+1‖ ≤ ‖V n‖, n = 0, . . . , N − 1.

Éäéáßôåñá åðïìÝíùò Ý÷ïõìå

(10.59) max
1≤n≤N

‖V n‖ ≤ ‖V 0‖.

ÐáñáôÞñçóç 10.3 Ç óõíèÞêç (10.57), õðü ôçí ïðïßá áðïäåßîáìå åõóôÜèåéá ôçò ìå-

èüäïõ ôïõ Euler, åßíáé ðïëý ðåñéïñéóôéêÞ, ãåãïíüò ðïõ êáèéóôÜ ôç ìÝèïäï ó÷åäüí

Ü÷ñçóôç ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá.

ÓõíÝðåéá. Åñãáæüìåíïé üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðåðëåãìÝíçò ìåèüäïõ ôïõ Euler,

áðïäåéêíýïõìå åýêïëá üôé éó÷ýåé

(10.60)
(∂W n, χ) + (W n

x , χ
′) = (f(·, tn), χ) + (En, χ) ∀χ ∈ Sr

h,

n = 0, . . . , N − 1,

ìå En ôÝôïéá þóôå

(10.61) max
0≤n≤N−1

‖En‖ ≤ C(k + hr).

Óýãêëéóç. ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá åõóôÜèåéá êáé óõíÝðåéá áðïäåéêíýïõìå óýãêëéóç.

Èåþñçìá 10.5 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (10.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, êáé üôé

éó÷ýïõí ïé (10.54) êáé (10.57). Ôüôå ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò U 0, . . . , UN , ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí

(10.52), éó÷ýåé

(10.62) max
0≤n≤N

‖un − Un‖ ≤ C‖u0 − u0
h‖ + (k + hr).
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Áðüäåéîç. Ìå ρn := un − W n êáé ϑn := W n − Un, n = 0, . . . , N, Ý÷ïõìå un − Un =

ρn + ϑn. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí (10.6),

(10.63) max
0≤n≤N

‖ρn‖ ≤ Chr.

ÌÝíåé óõíåðþò íá åêôéìÞóïõìå ôçí ‖ϑn‖. Áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (10.52)

áðü ôçí (10.60) ëáìâÜíïõìå

(10.64) (∂ϑn, χ) + (ϑn
x, χ

′) = (En, χ) ∀χ ∈ Sr
h, n = 0, . . . , N − 1.

ÈÝôïíôáò χ := ϑn óôçí (10.64) ëáìâÜíïõìå

(ϑn+1, ϑn) − ‖ϑn‖2 + k‖ϑn
x‖2 = k(En, ϑn)

Þ

(10.65i)
1

2
{‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 − ‖ϑn+1 − ϑn‖2} + k‖ϑn

x‖2 = k(En, ϑn).

ÈÝôïíôáò åî Üëëïõ χ := ∂ϑn óôçí (10.64) ëáìâÜíïõìå

‖ϑn+1 − ϑn‖2 + k(ϑn
x, ϑ

n+1
x − ϑn

x) = k(En, ϑn+1 − ϑn),

óõíåðþò

‖ϑn+1 − ϑn‖2 ≤ k‖ϑn
x‖ ‖ϑn+1

x − ϑn
x‖ + k‖En‖ ‖ϑn+1 − ϑn‖,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (10.54),

‖ϑn+1 − ϑn‖2 ≤ C1
k

h
‖ϑn

x‖ ‖ϑn+1 − ϑn‖ + k‖En‖ ‖ϑn+1 − ϑn‖

Þ

‖ϑn+1 − ϑn‖ ≤ C1
k

h
‖ϑn

x‖ + k‖En‖

Þ

(10.65ii) ‖ϑn+1 − ϑn‖2 ≤ C2
1

k2

h2
‖ϑn

x‖2 + k2‖En‖2 + 2C1
k2

h
‖ϑn

x‖ ‖En‖.

Áðü ôéò (10.65i) êáé (10.65ii), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí (10.54), ëáìâÜíïõìå

‖ϑn+1‖2 − ‖ϑn‖2 ≤ (C2
1

k2

h2
− 2k)‖ϑn

x‖2 + k2‖En‖2 + 2k(En, ϑn)

+ 2C2
1

k2

h2
‖ϑn‖ ‖En‖
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Þ

‖ϑn+1‖2 ≤ (1 + ck)‖ϑn‖2 + Ck‖En‖2.

ÅðïìÝíùò

‖ϑn‖2 ≤ (1 + ck)n‖ϑ0‖2 + Ck
n−1
∑

j=0

(1 + ck)j‖Ej‖2

≤ enck‖ϑ0‖2 + max
0≤j≤N−1

‖Ej‖2 · Ck
N−1
∑

j=0

ejck

= enck‖ϑ0‖2 + max
0≤j≤N−1

‖Ej‖2 · Ck eNck − 1

eck − 1

≤ ecT ‖ϑ0‖2 +
C

c
max

0≤j≤N−1
‖Ej‖2 (ecT − 1).

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí (10.61) ëáìâÜíïõìå

max
0≤n≤N

‖ϑn‖2 ≤ C‖ϑ0‖2 + C(k + hr)2

Þ

(10.66) max
0≤n≤N

‖ϑn‖ ≤ C‖ϑ0‖ + C(k + hr).

Áðü ôéò (10.63) êáé (10.66) Ýðåôáé åýêïëá ç (10.62).

ÁóêÞóåéò

10.1. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí














ut = uxx − u+ f óôï [a, b] × [0, T ]

ux(a, ·) = ux(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b].

ÈåùñÞóôå Ýíáí êáôÜëëçëï ÷þñï ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá,

âë. ôçí ¶óêçóç 7.1. Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíïõí ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá ïé ìÝèïäïé ðå-

ðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí Euler, ðåðëåãìÝíç Euler, êáé Crank–Nicolson. Áðïäåßîôå

åêôéìÞóåéò áíôßóôïé÷åò áõôþí ðïõ äþèçêáí óå áõôü ôï ÊåöÜëáéï.

10.2. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò ¶óêçóçò 8.8. ÌåëåôÞóôå ôç ìÝèïäï ðåðåñáóìÝ-

íùí óôïé÷åßùí/ Crank–Nicolson ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá. Éäéáßôåñá, áðïäåßîôå ãéá ôéò
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ðñïóåããßóåéò Un üôé Ý÷ïõí ôçí ßäéá L2 íüñìá ãéá üëá ôá n (ãéá êÜèå óõãêåêñéìÝíï

h), ôï ó÷Þìá åßíáé üðùò ëÝìå óõíôçñçôéêü.

10.3. (Ç áíôßóôñïöç áíéóüôçôá (10.54).)

á) ¸óôù J ∈ N, h := b−a
J+1

êáé xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1, Ýíáò ïìïéüìïñöïò

äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b]. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç v : [a, b] → R,

v(x) :=























x− x0

h
, x0 ≤ x ≤ x1,

x2 − x

h
, x1 < x ≤ x2,

0, äéáöïñåôéêÜ.

Áðïäåßîôå üôé ‖v′‖ =
√

3h−1‖v‖, êáé ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé ï åêèÝôçò ôïõ

h óôï äåîéü ìÝëïò ôçò áíôßóôñïöçò áíéóüôçôáò (10.54) åßíáé ï êáëýôåñïò äõíáôüò.

â) ¸óôù a = x0 < x1 < · · · < xJ = b Ýíáò äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [a, b],

hi := xi − xi−1, i = 1, . . . , J, êáé

Sr
h := {χ ∈ C0[a, b] : χ|[xi−1,xi] ∈ Pr−1, i = 1 . . . , J}.

¸óôù v ∈ Sr
h êáé i ∈ {0, . . . , J − 1}. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç v̂ : [0, 1] → R, v̂(s) :=

v
(

xi + (xi+1 − xi)s
)

. Áðïäåßîôå üôé

‖v‖2
L2(xi,xi+1) = h2

i

∫ 1

0

|v̂(s)|2 ds

êáé

‖v′‖2
L2(xi,xi+1) =

∫ 1

0

|v̂′(s)|2 ds.

Ôþñá v̂ ∈ Pr−1, åðïìÝíùò, åðåéäÞ åßìáóôå óå Ýíáí ÷þñï ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò,

õðÜñ÷åé óôáèåñÜ C ôÝôïéá þóôå

∫ 1

0

|v̂′(s)|2 ds ≤ C

∫ 1

0

|v̂(s)|2 ds.

ÓõíäõÜóôå ôéò ôñåéò áõôÝò ó÷Ýóåéò ãéá íá äéáðéóôþóåôå üôé

‖v′‖2
L2(xi,xi+1) ≤ C

1

(hi)2
‖v‖2

L2(xi,xi+1),
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ïðüôå, áèñïßæïíôáò ùò ðñïò i,

‖v′‖2
L2 ≤ C(min

i
hi)

−2‖v‖2
L2.

Ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá üôé ç áíôßóôñïöç áíéóüôçôá (10.54) éó÷ýåé, áí ç ïéêï-

ãÝíåéá ôùí äéáìåñéóìþí åßíáé çìéïìïéüìïñöç, äçëáäÞ áí

maxi(xi+1 − xi)

mini(xi+1 − xi)
≤ c,

ìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ c ãéá üëïõò ôïõò äéáìåñéóìïýò.

10.4. ¸óôù ϑ ∈ [0, 1]. Èåùñïýìå ôçí åîÞò ìÝèïäï ãéá ôç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ çìéäéá-

êñéôïý ðñïâëÞìáôïò (10.3) óôï ÷ñüíï































(∂Un, χ) + (ϑUn+1
x + (1 − ϑ)Un

x , χ
′) =

= (ϑf(·, tn+1) + (1 − ϑ)f(·, tn+1), χ) ∀χ ∈ Sr
h,

n = 0, . . . , N − 1,

U0 := u0
h.

Ðïéåò ìÝèïäïé ðñïêýðôïõí óôéò ðåñéðôþóåéò ϑ = 0 êáé ϑ = 1, áíôßóôïé÷á; Ðïéá åßíáé

ç äéáöïñÜ ôçò ìåèüäïõ ãéá ϑ = 1/2 áðü ôç ìÝèïäï ôùí Crank–Nicolson; Óçìåéþíïõ-

ìå üôé ç êëÜóç ôùí åí ëüãù ìåèüäùí áíáöÝñåôáé óôç âéâëéïãñáößá ùò ìÝèïäïé èÞôá.



7. Ìßá õðåñâïëéêÞ åîßóùóç

¸óôù T > 0. Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá

ìéá õðåñâïëéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u : [a, b] ×
[0, T ] −→ R, äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôÝôïéá þóôå

(11.1)































utt = (pux)x − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b]

ut(·, 0) = u1 óôï [a, b]

üðïõ q, f ∈ C([a, b] × [0, T ]) êáé p ∈ C1([a, b] × [0, T ]), p(x, t) > 0 ãéá x ∈ [a, b] êáé

t ∈ [0, T ].

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôç Ä.Å. ôïõ (11.1) åðß ut êáé ïëïêëçñþíïõìå óôï [a, b] ïðüôå

ðáßñíïõìå

1

2

d

dt
‖ut(·, t)‖2 = −

∫ b

a

puxuxtdx−
∫ b

a

quutdx+

∫ b

a

futdx

Þ

1

2

d

dt

{

‖ut(·, t)‖2 + ‖
√

p(·, t)ux(·, t)‖2
}

=
1

2

∫ b

a

pt(ux)
2dx−

∫ b

a

quutdx+

∫ b

a

futdx

êáé óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(11.2)

d

dt

{

‖ut(·, t)‖2 + ‖
√

p(·, t)ux(·, t)‖2
}

≤ C
{

‖ut(·, t)‖2 + ‖
√

p(·, t)ux(·, t)‖2
}

+ 2

∫ b

a

futdx.

113
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Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ï ôåëåõôáßïò üñïò óôçí (11.2) ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß áðü

‖f(·, t)‖2 áí ìåãáëþóïõìå ëßãï ôç óôáèåñÜ C. ¸ôóé ðáßñíïõìå áìÝóùò

d

dt

{

e−Ct[‖ut(·, t)‖2 + ‖
√

p(·, t)ux(·, t)‖2]
}

≤ e−Ct‖f(·, t)‖2.

Ïëïêëçñþíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç áðü 0 Ýùò t ëáìâÜíïõìå

‖ut(·, t)‖2 + ‖
√

p(·, t)ux(·, t)‖2 ≤ eCt
{

‖u1‖2 + ‖
√

p(·, 0)u′
0‖2

}

+

∫ t

0

eC(t−s)‖f(·, s)‖2ds

êáé óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(11.3) max
0≤t≤T

{

‖ut(·, t)‖ + ‖ux(·, t)‖
}

≤ C(‖u1‖ + ‖u′
0‖) + C max

0≤t≤T
‖f(·, t)‖.

Èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå ìéá áíéóüôçôá ðáñüìïéá ìå ôçí (11.3) áë-

ëÜ ìå ôçí ‖·‖−1 íüñìá ôçò f, ft, . . . , óôç èÝóç ôçò ‖f(·, t)‖.Áõôü åßíáé ÷ñÞóéìï, ãéáôß

äéáêñéôÜ áíÜëïãá ìáò äßíïõí åêôéìÞóåéò âÝëôéóôçò ôÜîåùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ìç

ïìïéüìïñöïõ äéáìåñéóìïý óôï ÷þñï, èÝìá ìå ôï ïðïßï äåí èá áó÷ïëçèïýìå ðÜíôùò

óôç óõíÝ÷åéá. ÅðéóôñÝöïõìå ëïéðüí óôçí (11.2) êáé ôç ãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ

d

dt

{

e−Ct[‖ut(·, t)‖2 + ‖
√

p(·, t)ux(·, t)‖2]
}

≤ 2e−Ct

∫ b

a

futdx.

Ïëïêëçñþíïíôáò áðü 0 Ýùò t ëáìâÜíïõìå, õðïèÝôïíôáò üôé ç ft åßíáé óõíå÷Þò,

1

2
e−Ct[‖ut(·, t)‖2 + ‖

√

p(·, t)ux(·, t)‖2] ≤
∫ b

a

∫ t

0

e−Ctfutdtdx =

∫ b

a

e−Ctf(x, t)u(x, t)dx−
∫ b

a

f(x, 0)u(x, 0)dx−
∫ b

a

∫ t

0

(e−Ctf)t(x, t)u(x, t)dxdt.

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò áíéóüôçôáò (f, u) ≤ ‖f‖−1‖ux‖ êáé ôçò áñéèìçôéêÞò–ãåùìåôñéêÞò

áíéóüôçôáò óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé

(11.4)

max
0≤t≤T

{

‖ut(·, t)‖ + ‖ux(·, t)‖−1

}

≤ C(‖u1‖ + ‖u′
0‖) + C max

0≤t≤T
‖f(·, t)‖−1

+ C max
0≤t≤T

‖ft(·, t)‖−1.

Áðü ôéò (11.3) Þ (11.4) Ýðåôáé üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (11.1) åîáñôÜôáé óõíå-

÷þò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá êáé ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï, êáé éäéáßôåñá üôé ôï ðñüâëçìá

(11.1) Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ëýóç. Åßíáé åðßóçò ãíùóôü üôé, áí ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (11.1) åßíáé ïìáëÜ êáé óõìâáôÜ, ôüôå áõôü Ý÷åé ëýóç.
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11.1. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí: Æçôåß-

ôáé ìéá óõíÜñôçóç u : [a, b] × [0, T ] −→ R, äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ôÝôïéá

þóôå

(11.5)































utt = (pux)x − rux − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b]

ut(·, 0) = u1 óôï [a, b],

üðïõ u0, u1 : [a, b] −→ R äåäïìÝíåò áñ÷éêÝò ôéìÝò êáé r, q, f óõíå÷åßò óôï [a, b] ×
[0, T ] êáé p óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé èåôéêÞ óôï [a, b] × [0, T ]. Áðïäåßîôå ãé’ áõôü

ôï ðñüâëçìá ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (11.3) êáé õðïèÝôïíôáò üôé ç f åßíáé óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò t áðïäåßîôå êáé ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (11.4).

11.2. Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí: Æçôåß-

ôáé ìéá óõíÜñôçóç u : [a, b] × [0, T ] −→ R, äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ôÝôïéá

þóôå

(11.6)































utt = (pux)x − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

ux(a, ·) = ux(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b]

ut(·, 0) = u1 óôï [a, b],

üðïõ u0, u1, p, q êáé f üðùò óôçí ðñïçãïýìåíç ¶óêçóç. Áðïäåßîôå ãé’ áõôü ôï ðñü-

âëçìá åêôéìÞóåéò ôçò ìïñöÞò (11.3) êáé (11.4).





8. ÌÝèïäïé ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí

ãéá õðåñâïëéêÝò åîéóþóåéò

Ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìßá ìÝèïäï ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãéá

õðåñâïëéêÝò åîéóþóåéò, ç ïðïßá åßíáé ãíùóôÞ ùò ìÝèïäïò ôùí Courant, Friedrichs

êáé Lewy.

Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå êÜðùò ôïõò óõìâïëéóìïýò èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (11.1)

óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ p(x, t) = 1, (x, t) ∈ [a, b] × [0, T ], èåùñïýìå äçëáäÞ ôï

ðñüâëçìá

(12.1)































utt = uxx − qu+ f óôï [a, b] × [0, T ]

u(a, ·) = u(b, ·) = 0 óôï [0, T ]

u(·, 0) = u0 óôï [a, b]

ut(·, 0) = u1 óôï [a, b].

EðéðëÝïí ó’ áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá õðïèÝóïõìå üôé

(12.2) q(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [a, b] × [0, T ].

¸óôù J,N ∈ N, h := b−a
J+1

, k := T
N

xi := a + ih, i = 0, . . . , J + 1, êáé

tn := nk, n = 0, . . . , N. Èá ðñïóåããßóïõìå ôéò ôéìÝò ôçò ëýóåùò u óôá óçìåßá

(xi, t
n), i = 0, . . . , J + 1, n = 0, . . . , N. ¸óôù un ∈ R

J+2
0 , un

i := u(xi, t
n). Èá ðñï-

óåããßóïõìå ôá un, n = 0, . . . , N, ìå äéáíýóìáôá U 0, . . . , UN ∈ R
J+2
0 . Ç ìÝèïäïò ôçí

ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå åäþ åßíáé äéâçìáôéêÞ, ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá ôçí åöáñìüóïõ-

ìå áðáéôïýíôáé äýï áñ÷éêÝò ôéìÝò. Êáô’ áñ÷Üò èÝôïõìå U 0 := u0. Ãéá íá ïñßóïõìå ôï

U1 ðáñáôçñïýìå üôé, ãéá i = 1, . . . , J,

u(xi, t
1) = u(xi, k) = u(xi, 0) + kut(xi, 0) +

k2

2
utt(xi, 0) +

k3

6
uttt(xi, ϑi),

117
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óõíåðþò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá äåäïìÝíá êáé ôç Ä.Å. ôïõ (12.1),

(12.3)
u(xi, t

1) = u0(xi) + ku1(xi) +
k2

2
[u′′

0(xi) − q(xi, 0)u0(xi) + f(xi, 0)]

+
k3

6
uttt(xi, ϑi), i = 1, . . . , J.

Ïñßæïõìå ëïéðüí ôï U 1 ∈ R
J+2
0 äéá

(12.4) U 1
i := u0(xi) + ku1(xi) +

k2

2
[∆hU

0
i − q(xi, 0)U 0

i + f(xi, 0)], i = 1, . . . , J.

Ôá U2, . . . , UN ∈ R
J+2
0 åßíáé ôÝôïéá þóôå ãéá n = 1, . . . , N − 1

(12.5) ∂2Un−1
i = ∆hU

n
i − q(xi, t

n)Un
i + f(xi, t

n), i = 1, . . . , J.

Åêôüò ôùí óõíçèéóìÝíùí óõìâïëéóìþí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åäþ êáé ôï ∂2 ðïõ óçìáß-

íåé üôé åöáñìüæïõìå äýï öïñÝò ôï ∂. Ãéá v0, . . . , vN ∈ R
J+2
0 Ý÷ïõìå äçëáäÞ, ãéá

n = 1, . . . , N − 1,

∂2vn−1 = ∂∂vn−1 = ∂
vn − vn−1

k
=

1

k
∂vn − 1

k
∂vn−1 =

vn+1 − 2vn + vn−1

k2
.

Óôï ó÷Þìá (12.5) ïäçãïýìáóôå ðñïóåããßæïíôáò ôéò ðáñáãþãïõò óôç Ä.Å. óôï óçìåßï

(xi, t
n) ìå ðåðåñáóìÝíåò äéáöïñÝò: Ç uxx(xi, t

n) ðñïóåããßæåôáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ äéá

∆hu
n
i êáé ç utt(xi, t

n) ðñïóåããßæåôáé êáôÜ åíôåëþò áíÜëïãï ôñüðï äéá ∂2un−1
i .

Ç ìÝèïäïò (12.5) áíáöÝñåôáé ùò ìÝèïäïò ôùí Courant, Friedrichs êáé Lewy Þ, ãéá

ðñïöáíåßò ëüãïõò, ùò ìÝèïäïò ôùí ðÝíôå óçìåßùí. Ôï ó÷Þìá (12.5) åßíáé Üìåóï, ôï

Un+1
i õðïëïãßæåôáé áí ãíùñßæïõìå ôá Un

i−1, U
n
i , U

n
i+1 êáé Un−1

i .

ÓõíÝðåéá. ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (12.1) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, áò ðïýìå

ôÝóóåñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò t. Áíáðôýóóïíôáò

êáôÜ Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï (xi, t
n) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé ãéá n = 1, . . . , N−1

(12.6) ∂2un−1
i = ∆hu

n
i − q(xi, t

n)un
i + f(xi, t

n) + rn
i , i = 1, . . . , J ,

üðïõ

(12.7) max
1≤n≤N−1

max
1≤i≤J

|rn
i | ≤ C(k2 + h2).
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Óýãêëéóç óôç äéáêñéôÞ L2 íüñìá. Äåí èá áðïäåßîïõìå îå÷ùñéóôÜ åõóôÜèåéá ôïõ ó÷Þ-

ìáôïò ôùí Courant, Friedrichs êáé Lewy, áëëÜ èá ðñï÷ùñÞóïõìå êáô’ åõèåßáí óôçí

åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò.

Èåþñçìá 12.1 ¸óôù üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (12.1) åßíáé ôÝóóåñåéò öïñÝò óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò t. Ôüôå ãéá k áñêåôÜ ìéêñü êáé k
h

≤ r < 1 éó÷ýåé

(12.8) max
0≤n≤N

‖un − Un‖h ≤ C(k2 + h2)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôùí k êáé h.

Áðüäåéîç. ¸óôù en ∈ R
J+2
0 , en := un − Un, n = 0, . . . , N. Aöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç

ôéò (12.6) êáé (12.5) ëáìâÜíïõìå ãéá n = 1, . . . , N − 1

(12.9) ∂2en−1
i = ∆he

n
i − q(xi, t

n)en
i + rn

i , i = 1, . . . , J.

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå áõôÞ ôç ó÷Ýóç åðß h(en+1
i − en−1

i ) = hk(∂en
i + ∂en−1

i ) êáé áèñïß-

æïõìå áðü i = 1 Ýùò i = J, ïðüôå ðáßñíïõìå

‖∂en‖2
h − ‖∂en−1‖2

h = (∆he
n, en+1 − en−1)h − h

J
∑

i=1

q(xi, t
n)en

i (en+1
i − en−1

i )

+ (rn, en+1 − en−1)h.

×ñçóéìïðïéþíôáò åäþ ôçí (9.26) Ý÷ïõìå

‖∂en‖2
h − ‖∂en−1‖2

h = (∆he
n+1, en)h − (∆he

n, en−1)h − h
J

∑

i=1

q(xi, t
n)en+1

i en
i

+ h

J
∑

i=1

q(xi, t
n)en

i e
n−1
i + (rn, en+1 − en−1)h,

ïðüôå áèñïßæïíôáò áðü n = 1 Ýùò n = ` ≤ N − 1 ëáìâÜíïõìå

(12.10)

‖∂e`‖2
h − ‖∂e0‖2

h = (∆he
`+1, e`)h −

∑̀

n=1

h
J

∑

i=1

q(xi, t
n)en+1

i en
i

+
∑̀

n=1

h
J

∑

i=1

q(xi, t
n)en

i e
n−1
i + k

∑̀

n=1

(rn, ∂en)h + k
∑̀

n=1

(rn, ∂en−1)h.
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Ôþñá

−
∑̀

n=1

q(xi, t
n)en+1

i en
i +

∑̀

n=1

q(xi, t
n)en

i e
n−1
i =

= −
∑̀

n=1

q(xi, t
n)en+1

i en
i +

`−1
∑

n=0

q(xi, t
n+1)en+1

i en
i

= −
∑̀

n=1

q(xi, t
n)en+1

i en
i +

`−1
∑

n=1

q(xi, t
n+1)en+1

i en
i

= −q(xi, t
`)e`+1

i e`
i +

`−1
∑

n=1

[q(xi, t
n+1) − q(xi, t

n)]en+1
i en

i

= −q(xi, t
`)e`+1

i e`
i + k

`−1
∑

n=1

qt(xi, ϑn,i)e
n+1
i en

i

êáé Ýôóé ðáßñíïõìå åýêïëá áðü ôçí (12.10) ôçí åêôßìçóç

(12.11)

‖∂e`‖2
h − ‖∂e0‖2

h ≤ (∆he
`+1, e`)h − h

J
∑

i=1

q(xi, t
`)e`+1

i e`
i

+ Ck
`−1
∑

n=1

‖en+1‖h ‖en‖h + k
∑̀

n=1

(rn, ∂en)h + k
∑̀

n=1

(rn, ∂en−1)h.

Óå ÷þñïõò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï éó÷ýïõí ôþñá ãåíéêÜ, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò

åýêïëá, ïé ôáõôüôçôåò

(12.12i) (x, y) =
1

4

{

(x+ y, x+ y) − (x− y, x− y)
}

(12.12ii) 2(x, x) + 2(y, y) = (x+ y, x+ y) + (x− y, x− y),

ç äåýôåñç ôùí ïðïßùí áíáöÝñåôáé ùò éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ. ×ñçóéìïðïéþ-

íôáò ôéò (12.12) êáé (6.8′), ðáßñíïõìå áðü ôçí (12.11)
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(12.13)

‖∂e`‖2
h − ‖∂e0‖2

h +
1

4
|e`+1 + e`|21,h +

h

4

J
∑

i=1

q(xi, t
`)(e`+1

i + e`
i)

2 ≤

≤ 1

4
|e`+1 − e`|21,h +

h

4

J
∑

i=1

q(xi, t
`)(e`+1

i − e`
i)

2

+ Ck
`−1
∑

n=1

{

‖en+1 + en‖2
h + ‖en+1 − en‖2

h

}

+ k
∑̀

n=1

(rn, ∂en)h

+ k
∑̀

n=1

(rn, ∂en−1)h.

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí (12.2) Ý÷ïõìå óõíåðþò

(12.14)

‖∂e`‖2
h − k2

4
|∂e`|21,h − Ck2‖∂e`‖2

h + |e`+ 1

2 |21,h ≤ ‖∂e0‖2
h + Ck

`−1
∑

n=1

‖en+ 1

2 ‖2
h

+ Ck3
`−1
∑

n=1

‖∂en‖2
h + k

∑̀

n=1

(rn, ∂en)h + k
∑̀

n=1

(rn, ∂en−1)h.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôçí áíéóüôçôá

|v|21,h ≤ 4

h2
‖v‖2

h ∀v ∈ R
J+2
0 ,

ç ïðïßá áðïäåß÷èçêå ìåôáîý ôùí ó÷Ýóåùí (9.12) êáé (9.13), êáé ôç óõíèÞêç k
h

≤ r <

1, âëÝðïõìå üôé ãéá áñêåôÜ ìéêñü k éó÷ýåé

‖∂e`‖2
h + |e`+ 1

2 |21,h ≤ Ck
`−1
∑

n=1

‖en+ 1

2 ‖2
h + Ck3

`−1
∑

n=1

‖∂en‖2
h + C‖∂e0‖2

h

+ ck
∑̀

n=1

(rn, ∂en)h + ck
∑̀

n=1

(rn, ∂en−1)h.

×ñçóéìïðïéþíôáò ëïéðüí ôéò (6.6) êáé (12.7) ëáìâÜíïõìå åýêïëá

(12.15)
‖∂e`‖2

h + |e`+ 1

2 |21,h ≤ C‖∂e0‖2
h + Ck

`−1
∑

n=1

(‖∂en‖2
h + |en+ 1

2 |21,h)

+ C(k2 + h2)2, ` = 1, . . . , N − 1.
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôï äéáêñéôü ËÞììá ôïõ Gronwall (âë. ôçí ¶óêçóç 12.1) óõìðå-

ñáßíïõìå áðü åäþ åýêïëá üôé

(12.15′) max
1≤`≤N−1

{

‖∂e`‖2
h + |e`+ 1

2 |21,h

}

≤ C‖∂e0‖2
h + C(k2 + h2)2,

ïðüôå Ý÷ïõìå

(12.16) max
1≤`≤N−1

‖∂e`‖h ≤ C‖∂e0‖h + C(k2 + h2).

Áðü ôéò (12.3) êáé (12.4) Ýðåôáé åî Üëëïõ

max
i

|e1i | ≤ k2(h2 + k),

ïðüôå, åðåéäÞ e0 = 0, Ý÷ïõìå

(12.17) ‖∂e0‖h ≤ C(k2 + h2).

Ïé (12.16) êáé (12.17) äßíïõí

(12.18) max
0≤n≤N−1

‖∂en‖h ≤ C(k2 + h2)

Þ

‖en+1‖h ≤ ‖en‖h + Ck(k2 + h2) n = 0, . . . , N − 1,

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò ç (12.8).

ÐáñáôÞñçóç 12.1. Aðü ôçí (12.15′) Ýðåôáé åýêïëá üôé

max
1≤`≤N−1

|e`+ 1

2 |1,h ≤ C(k2 + h2).

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå åðßóçò üôé ôï |e 1

2 |1,h öñÜóóåôáé ìå ôïí ßäéï ôñüðï, óõíåðþò

Ý÷ïõìå

(12.19) max
0≤n≤N−1

|en+ 1

2 |1,h ≤ C(k2 + h2).

ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ áðü ôçí (12.19) Ýðåôáé

(12.20) max
0≤n≤N−1

max
0≤i≤J+1

|en+ 1

2

i | ≤ C(k2 + h2),
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ïðüôå ëáìâÜíïõìå

(12.21) max
0≤n≤N−1

max
0≤i≤J+1

|U
n
i + Un+1

i

2
− u(xi, t

n+ 1

2 )| ≤ C(k2 + h2).

ÐáñáôÞñçóç 12.2. Ôï ó÷Þìá (12.5) áíÞêåé óôçí áêüëïõèç ïéêïãÝíåéá äéâçìáôéêþí

ìåèüäùí

(12.22)
∂2Un−1

i = ∆h[ϑU
n+1 + (1 − 2ϑ)Un + ϑUn−1]i

− q(xi, t
n)[ϑUn+1 + (1 − 2ϑ)Un + ϑUn−1]i + f(xi, t

n), i = 1, . . . , J,

üðïõ ϑ ≥ 0 åßíáé ìéá óôáèåñÜ ðáñÜìåôñïò. Oé ìÝèïäïé (12.22) åßíáé ãíùóôÝò ùò ìÝ-

èïäïé ôïõ von Neumann. Ãéá ϑ = 0 ðñïêýðôåé ç ìÝèïäïò ðÝíôå óçìåßùí ôùí Courant,

Friedrichs êáé Lewy (12.5), ãéá ϑ = 1
12

ðñïêýðôåé ç ìÝèïäïò ôùí Størmer–Numerov.

Ãéá ϑ = 0 ðáßñíïõìå üðùò åßäáìå ìéá Üìåóç ìÝèïäï. Ãéá ϑ > 0 ðñïêýðôïõí ðåðëåã-

ìÝíåò ìÝèïäïé, ï õðïëïãéóìüò ôïõ Un+1, üôáí ãíùñßæïõìå ôá Un êáé Un−1, áðáéôåß

ôçí åðßëõóç åíüò ôñéäéáãþíéïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò. Ãéá ϑ ≥ 1
4

ðñïêýðôïõí áðå-

ñéüñéóôá åõóôáèåßò ìÝèïäïé, ãéá 0 ≤ ϑ < 1
4

ïé ìÝèïäïé åßíáé åõóôáèåßò õðü óõíèÞêåò

ôçò ìïñöÞò k
h
< ϕ(ϑ) < ∞. ¼ëåò ïé ìÝèïäïé åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò ùò ðñïò h, ãéá

ϑ 6= 1
12

åðßóçò äåýôåñçò ôÜîçò ùò ðñïò k, åíþ ãéá ϑ = 1
12

ðñïêýðôåé ìéá ìÝèïäïò

ôåôÜñôçò ôÜîåùò ùò ðñïò k. Áðü ôéò ìåèüäïõò ôçò ïéêïãÝíåéáò (12.22) óôçí ðñÜîç

÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íüôåñá ç ìÝèïäïò ôùí Courant, Friedrichs êáé Lewy.

ÁóêÞóåéò

12.1. (ÄéáêñéôÞ áíéóüôçôá ôïõ Gronwall) ¸óôù T > 0, N ∈ N êáé k := T
N
. Áí

α0, . . . , αN êáé E ìç áñíçôéêïß áñéèìïß ôÝôïéïé þóôå ìå γ > 0 íá éó÷ýåé

αn+1 ≤ E + γk
n

∑

`=0

α` n = 0, . . . , N − 1,

áðïäåßîôå üôé

(12.23) max
1≤n≤N

αn ≤ C(kα0 + E)

ìå ìéá óôáèåñÜ C áíåîÜñôçôç ôïõ k. [Õðüäåéîç: ¸óôù ϕn := γk
∑n

`=0 α`. Ôüôå ϕn+1 −
ϕn = γkαn+1, óõíåðþò

ϕn+1 ≤ γkE + (1 + γk)ϕn, n = 0, . . . , N − 1.
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×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ¶óêçóç 9.2 ãéá íá åêôéìÞóåôå ôá ϕn, êáé ôçí

αn+1 ≤ E + ϕn

ãéá íá åêôéìÞóåôå ôá αn.]

12.2. Äþóôå ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þìáôïò (12.5) (êáé ôçò (12.4)) ãéá ôçí ðåñßðôùóç

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (11.5) êáé áðïäåßîôå ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (12.8).

12.3. Äþóôå ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ó÷Þìáôïò (12.5) (êáé ôçò (12.4)) ãéá ôçí ðåñßðôùóç

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (11.6) êáé áðïäåßîôå ìéá åêôßìçóç ôçò ìïñöÞò (12.8).
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