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To upìdeigma tou Vasicek: Το υπόδειγµα του Black για την τιµοlόγηση παραγώγων του επι-
τοκίου είναι απlό και ευρέωc χρησιµοποιούµενο. ΄Ενα βασικό του µειονέκτηµα όµωc είναι ότι δεν µον-

τεlοποιεί την δυναµική του επιτοκίου παρά µόνο την κατανοµή του κάποια µεllοντική στιγµή. Συνεπώc

µπορεί µόνο να χρησιµοποιηθεί για την τιµοlόγηση παραγώγων ευρωπαðκού τύπου. Το υπόδειγµα του

Vasicek, όπωc και υποδείγµατα διωνυµικών δέντρων που εξετάσαµε πριν, µοντεlοποιεί την εξέlιξη στο
χρόνο των επιτοκίων. Μπορεί συνεπώc να χρησιµοποιηθεί και για την τιµοlόγηση παραγώγων που η

αξία τουc εξαρτάται από την τροχιά των επιτοκίων.

Η κεντρική υπόθεσή του είναι ότι το στιγµιαίο επιτόκιο ικανοποιεί την στοχαστική διαφορική εξίσωση

Ornstein-Uhlenbeck:
dr(t) = α(µ− r(t))dt + σdβ(t), (1)

όπου οι α, µ, σ είναι θετικέc σταθερέc, ενώ η β(·) είναι ανέlιξηWiener κάτω από το αδιάφορο κινδύνου
µέτρο Q. Με µια πρώτη µατιά βlέπει κανείc ότι ο πρώτοc όροc στο δεξί µέlοc τηc (1) τείνει να
επαναφέρει την r(·) στην τιµή µ. Η lύση τηc εξίσωσηc χωρίc τον θόρυβο (σ = 0) µε αρχική συνθήκη
r(0) = r0 θα ήταν

rD(r0; t) = r0e
−αt + µ(1− e−αt).

Ο υπερτιθέµενοc lευκόc θόρυβοc περιµένουµε να δηµιουργήσει διακυµάνσειc γύρω από αυτήν την lύση.

Και η στοχαστική διαφορική εξίσωση (1) όµωc µπορεί να lυθεί ακριβώc. Από τον κανόνα του Itô:

d(eαtr(t)) = eαt(αr(t)dt + dr(t)) = µαeαtdt + σeαtdβ(t).

Εποµένωc

r(t) = r0e
−αt + µ(1− e−αt) + σe−αt

∫ t

0

eαsdβ(s) = rD(r0; t) + σZt, (2)

όπου

Zt := e−αt

∫ t

0

eαsdβ(s).

Η Z· είναι ανέlιξη Gauss (γιατί;) Εποµένωc όlεc οι ποlυδιάστατεc κατανοµέc τηc καθορίζονται από
τιc µέσεc τιµέc και τιc συνδιακυµάνσειc των τιµών τηc. Φυσικά EQ[Zt] = 0 (γιατί;), ενώ έχουµε:

EQ[ZtZs] = e−α(t+s)EQ
[∫ t

0

eαpdβ(p)
∫ s

0

eαqdβ(q)
]

= e−α(t+s)EQ
[
(
∫ t∧s

0

eαpdβ(p))2
]

= e−α(t+s)

∫ t∧s

0

e2αpdp

=
e−α|t−s| − e−α(t+s)

2α
. (3)

Ειδικώτερα,

EQ[Z2
t ] =

1− e−2αt

2α
,

και άρα

r(t) Q∼ N

(
rD(r0; t),

σ2

2α
(1− e−2αt)

)
.
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Οlοκlηρώνονταc τώρα την (2) στο διάστηµα [0, T ] lαµβάνουµε:∫ T

0

r(t)dt =
∫ T

0

rD(r0; t)dt + σ

∫ T

0

Ztdt.

Επειδή τώρα η Z· είναι ανέlιξη Gauss, ο τεlευταίοc όροc τηc παραπάνω σχέσηc θα ακοlουθεί κανονική
κατανοµή. Μάlιστα και το διάνυσµα (ZT ,

∫ T

0
Ztdt) ∈ R2

θα ακοlουθεί διδιάστατη κανονική κατανοµή.

Από το θεώρηµα του Fubini η αναµενόµενη τιµή του
∫ T

0
Ztdt είναι µηδέν ενώ τη διασπορά του µπορούµε

να την υποlογίσουµε ωc εξήc:

EQ

[
(
∫ T

0

Zsds)2
]

= EQ

[
(
∫ T

0

Zsds)(
∫ T

0

Ztdt)

]

=
∫ T

0

∫ T

0

EQ[ZtZs]dsdt = 2
∫ T

0

∫ t

0

EQ[ZtZs]dsdt

= 2
∫ T

0

∫ t

0

e−αt e
αs − e−αs

2α
dsdt =

∫ T

0

η(t)2dt,

όπου

η(t) :=
1− e−αs

α
.

Στη δεύτερη ισότητα παραπάνω έχουµε χρησιµοποιήσει το θεώρηµα του Fubini. Μπορούµε να το
κάνουµε αφού

EQ[|ZtZs|] ≤
(
EQ[Z2

t ]EQ[Z2
s ]
) 1

2 ≤ σ2

2α
.

Εποµένωc, ∫ T

0

r(t)dt
Q∼ N

(∫ T

0

rD(r0; t) dt, σ2

∫ T

0

η2(s)ds

)
.

Συνεπώc µπορούµε να τιµοlογήσουµε οµόlογα χωρίc τοκοµερίδια εύκοlα:

B(0, T ) = EQ
[
e−

R T
0 r(s)ds

]
= e−

R T
0 rD(r0;t) dt+ 1

2 σ2 R T
0 η(s)2ds.

µε τον ίδιο τρόπο µπορούµε να υποlογίσουµε την αξία του οµοlόγου τη στιγµή t :

B(t, T ) = EQ
[
e−

R T
t

r(s)ds
∣∣∣Ft

]
= e−

R T−t
0 rD(r(t);s) ds+ 1

2 σ2 R T−t
0 η(s)2ds.

Ενθυµούµενοι τη µορφή τηc lύσηc rD(r0, t) τηc ντετερµινιστικήc εξίσωσηc µπορούµε να ξαναγράψουµε
την προηγούµενη σχέση ωc:

B(t, T ) = e−η(T−t)r(t)−µα
R T−t
0 η(s)ds+ 1

2 σ2 R T−t
0 η(s)2ds. (4)

Ο µόνοc στοχαστικόc όροc στον εκθέτη είναι ο r(t) που έχει κανονική κατανοµή κάτω από το Q,
συνεπώc η κατανοµή τηc B(t, T ) κάτω από το Q είναι lογ. κανονική.
Θα θέlαµε τώρα να τιµοlογήσουµε ένα δικαίωµα αγοράc ενόc οµοlόγου όψεωc L και ωρίµανσηc T .

Η ωρίµανση του δικαιώµατοc αγοράc είναι τη στιγµή t < T ενώ η παραδοτέα τιµή είναι K. Η απόδοση
του δικαιώµατοc στην ωρίµανσή του είναι βέβαια Vt = (LB(t, T ) − K)+. Η αρχική του αξία θα είναι
lοιπόν:

V0 = B(0, t)EQ∗ [(LB(t, T )−K)+], (5)
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όπου το Q∗ είναι το µέτρο που αντιστοιχεί στη χρήση τηc B(·, t) ωc numeraire. Γνωρίζουµε µάlιστα
πώc να υποlογίζουµε Q∗-αναµενόµενεc τιµέc:

EQ∗ [X] =
EQ
[
e−

R t
0 r(s)dsX

]
B(0, t)

.

Στα πlαίσια του υποδείγµατοc του Black η βασική upìjesh που κάναµε για να υποlογίσουµε την
αναµενόµενη τιµή στην (5) είναι ότι η κατανοµή τηc B(t, T ) κάτω από το Q∗ είναι lογαριθµική κανονική.

Τούτο µπορεί να δειχθεί στα πlαίσια του υποδείγµατοc του Vasicek. Πράγµατι, για οποιοδήποτε λ ∈ R
έχουµε:

EQ∗
[
eλr(t)

]
=

1
B(0, t)

EQ
[
eλr(t)−

R t
0 r(s)ds

]
΄Οπωc είδαµε όµωc η κατανοµή (κάτω από το Q) του τυχαίου διανύσµατοc X = (r(t),

∫ t

0
r(s)ds) είναι

2-διάστατη κανονική. Η µέση του τιµή M ∈ R2
και ο πίνακαc διασποράc του D µπορούν εύκοlα να

υποlογιστούν από τιc (2) και (3). Συνεπώc για οποιοδήποτε διάνυσµα u ∈ R2
οι εκθετικέc ροπέc του

X δίνονται από την σχέση:
EQ [eu·X] = eu·M+ 1

2u·Du.

Εποµένωc,

EQ
[
eλr(t)−

R t
0 r(s)ds

]
= e

λ2
2 D11+λ(M1−D12)e−EQ[

R t
0 r(s)ds]+V arQ[

R t
0 r(s)ds]

= e
λ2
2 D11+λ(M1−D12)EQ

[
e−

R t
0 r(s)ds

]
= e

λ2
2 D11+λ(M1−D12)B(0, t).

Συνεπώc, για κάθε λ ∈ R έχουµε:

EQ∗
[
eλr(t)

]
= e

λ2
2 D11+λ(M1−D12),

και άρα η κατανοµή κάτω από το Q∗ τηc r(t) είναι κανονική µε µέση τιµή M1 −D12 και διασπορά

VarQ∗ [r(t)] = VarQ[r(t)] = D11 =
σ2

2α
(1− e−2αt).

Από την (4) βlέπουµε ότι και κάτω από το Q∗ η αξία του οµοlόγου B(t, T ) ακοlουθεί lογαριθµική
κανονική κατανοµή και άρα η (5) γίνεται:

V0 = LB(0, t)EQ∗ [(B(t, T )−K/L)+]

= LB(0, t)
(

EQ∗ [B(t, T )]N(d1)−
K

L
N(d2)

)
= LB(0, T )N(d1)−KB(0, t)N(d2), (6)

όπου

d1,2 =
ln
(

EQ∗ [B(t,T )]
K/L

)
± 1

2η2(T − t)D11

η(T − t)D1/2
11

=
ln
(

LB(0,T )
KB(0,t)

)
± 1

2η2(T − t)D11

η(T − t)D1/2
11

. (7)

To upìdeigma twn Hull&White: Συγκρίνονταc την τιµή του δικαιώµατοc αγοράc του οµοlό-
γου που lαµβάνουµε από το υπόδειγµα του Vasicek µε αυτήν που lαµβάνουµε από το υπόδειγµα του
Black φαίνεται ότι συµφωνούν αν στο µοντέlο του Black θέσουµε τη διασπορά τηc lnB(t, T ) ίση µε
η2(T−t)D11. Προσοχή όµωc! Ενώ στο µοντέlο του Black οι τιµέc των οµοlόγων (B(0, t) και B(0, T ))
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που χρησιµοποιούµε είναι οι παρατηρούµενεc τιµέc τουc, στο µοντέlο του Vasicek είναι εκείνεc που υπ-
οlογίζονται από την (5) και ενδεχοµένωc διαφορετικέc από τιc παρατηρούµενεc. Οι Hull και White
πρότειναν µια τροποποίηση του υποδείγµατοc του Vasicek ώστε οι τιµέc των οµοlόγων όπωc υποlογί-
ζονται από το µοντέlο να ταυτίζονται µε τιc αντίστοιχεc παρατηρούµενεc.

Συγκεκριµένα, αν η τιµή µ προc την οποία << έlκεται >> το στιγµιαίο επιτόκιο δεν είναι σταθερή, αllά
µια µη στοχαστική συνάρτηση του χρόνου, όlοι οι υποlογισµοί που κάναµε στο υπόδειγµα του Vasicek
µπορούν να γίνουν µε τον ίδιο ουσιαστικά τρόπο. Αν lοιπόν υποθέσουµε ότι το στιγµιαίο επιτόκιο

ικανοποιεί την στοχαστική διαφορική εξίσωση:

dr(t) = α(µ(t)− r(t))dt + σdβ(t), (8)

όπου οι α, σ είναι θετικέc σταθερέc, η µ(·) είναι µια ντετερµινιστική συνάρτηση του χρόνου, ενώ
η β(·) είναι ανέlιξη Wiener κάτω από το αδιάφορο κινδύνου µέτρο Q, τότε όπωc θα εξακριβώσετε
επαναlαµβάνονταc τουc προηγούµενουc υποlογισµούc:

B(0, T ) = exp

(
−η(T )r0 − α

∫ T

0

e−αt

∫ t

0

µ(s)eαsds dt +
σ2

2

∫ T

0

η2(s)ds

)
.

Εναllάσσονταc την σειρά οlοκlήρωσηc στο διπlό οlοκlήρωµα και παίρνονταc το lογάριθµο των δύο

µεlών τηc µπορούµε να ξαναγράψουµε την παραπάνω σχέση ωc εξήc:

lnB(0, T ) =

(
−η(T )r0 − α

∫ T

0

µ(s)η(T − s)ds +
σ2

2

∫ T

0

η2(s)ds

)
. (9)

Ωc εδώ δεν έχουµε επιlέξει τη µορφή τηc συνάρτησηc µ(·). Θα προσπαθήσουµε να το κάνουµε τώρα µε
τέτοιο τρόπο ώστε να prosarmìsoume το αποτέlεσµα τηc (9) στιc παρατηρούµενεc τιµέc των οµοlόγ-

ων. Πιο συγκεκριµένα θα υποθέσουµε ότι η συνάρτηση B(0, ·) είναι µια γνωστή (οµαlή) συνάρτηση
(η παρατηρούµενη τιµή των οµοlόγων) και θα προσπαθήσουµε να επιlέξουµε τη συνάρτηση µ(·) ώστε
η (9) να ικανοποιείται για κάθε T ≥ 0. Ειπωµένο διαφορετικά, θα προσπαθήσουµε να lύσουµε την
οlοκlηρωτική εξίσωση (9) ωc προc µ.

Παρατηρήστε ότι η άγνωστη συνάρτηση µ εµφανίζεται στην παραπάνω εξίσωση µέσω τηc συνέlιξήc
τηc µε τη συνάρτηση η. Εφαρµόζονταc lοπόν τον µετασχηµατισµό Laplace στα δυο µέlη τηc εξίσωσηc
και χρησιµοποιώνταc την ιδιότητα ότι η συνέlιξη δύο συναρτήσεων µετασχηµατίζεται στο γινόµενο των

µετασχηµατισµών Laplace των συναρτήσεων θα πάρουµε µια αlγεβρική εξίσωση για την µ̂ την οποία
µπορούµε εύκοlα να lύσουµε. Αν µπορέσουµε έχονταc πια υποlογίσει την µ̂ να αντιστρέψουµε το
µετασχηµατισµό Laplace θα έχουµε lύσει την εξίσωση. Πιο συγκεκριµένα,(∫ ·

0

µ(s)η(· − s)ds

)̂
(u) = µ̂(u)η̂(u),

η̂(u) =
∫ ∞

0

e−utη(t)dt =
∫ ∞

0

e−ut 1− e−αt

α
dt =

1
u(α + u)

,(∫ ·

0

η2(s)ds

)̂
(u) =

1
u

(η2)ˆ(u) =
2

u2(α + u)(2α + u)
.

Αν ορίσουµε lοιπόν g(t) = − lnB(0, t) και εφαρµόσουµε το µετασχηµατισµό Laplace στην εξίσωση
(9) lαµβάνουµε:

−ĝ(u) = −r0η̂(u)− αµ̂(u)η̂(u) +
σ2

2

(∫ ·

0

η2(s)ds

)̂
(u)

= − r0

u(α + u)
− α

µ̂(u)
u(α + u)

+
σ2

u2(α + u)(2α + u)
.
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Επιlύονταc ωc προc µ̂ έχουµε lοιπόν:

αµ̂(u) = −r0 + u(α + u)ĝ(u) +
σ2

u(2α + u)
.

Αποµένει τώρα να αντιστρέψουµε τον µετασχηµατισµό. ΄Εχουµε lοιπόν:

σ2

u(2α + u)
=

σ2

2α

(
1
u
− 1

2α + u

)
=

σ2

2α

(
1− e−2α·)̂ (u),

ενώ παρατηρώνταc ότι g(0) = 0 και g
′
(0) = r0 έχουµε:

−r0 + u(α + u)ĝ(u) = (−g
′
(0)− g(0)u + u2ĝ(u)) + α(−g(0) + uĝ(u)) =

(
g
′′

+ αg
′
)̂

(u).

Συνεπώc,

αµ(t) = g
′′
(t) + αg

′
(t) +

σ2

2α

(
1− e−2αt

)
.

Με τον ίδιο τρόπο που κάναµε την τιµοlόγηση δικαιωµάτων αγοράc οµοlόγων κατά το υπόδειγµα του

Vasicek µπορούµε να κάνουµε την τιµοlόγηση και κατά το υπόδειγµα των Hull & White. Μάlιστα
η τιµή του δικαιώµατοc αγοράc ενόc οµοlόγου όψεωc L και ωρίµανσηc T , µε παραδοτέα τιµή K και
ωρίµανση (του δικαιώµατοc) t δίνεται ακριβώc από τιc σχέσειc (6) και (7). Μόνο που τώρα η θεωρητική
τιµή που αποδίδει το υπόδειγµα στα οµόlογα (δηlαδή τα B(0, t) και B(0, T )) lόγω τηc προσαρµογήc
ταυτίζεται µε την παρατηρούµενη τιµή τουc.

Το να τιµοlογήσουµε οµόlογα µε σταθερά τοκοµερίδια είναι εξίσου εύκοlο, αφού αυτά µπορούν να

θεωρηθούν σαν µια σειρά από οµόlογα χωρίc τοκοµερίδια. Τέlοc ειναι δυνατόν να τιµοlογήσουµε caps
και floors στα πlαίσια του υποδείγµατοc, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η αξία ενόc caplet στην ωρίµανσή
του t είναι:

Vt = L× (T − t) (r(t, T )−R)+ B(t, T ) = L [1−B(t, T )(1 + R× (T − t))]+ ,

Συνεπώc η τιµοlόγηση ενόc caplet ανάγεται στην τιµοlόγηση ενόc δικαιώµατοc πώlησηc οµοlόγου
όψεωc (1 + R× (T − t)) και ωρίµανσηc T . Κατ΄ αντιστοιχία η τιµοlόγηση ενόc floorlet ανάγεται στην
τιµοlόγηση ενόc δικαιώµατοc αγοράc οµοlόγου.
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