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KefĹlaio 2o
UpodeÐgmata agorÿn miac periìdou

Θα αρχίσουµε τώρα να κάνουµε υποθέσειc για τη δυναµική των πρωτογενών προðόντων και θα ερε-

υνήσουµε αν µε αυτέc τιc επιπlέον υποθέσειc µπορούµε να εξάγουµε ακριβέστερα συµπεράσµατα για

την τιµοlόγηση παραγώγων βάσει τηc αρχήc τηc µη επιτηδειότηταc. Σκοπόc µαc είναι να φτάσουµε

στην ανάlυση υποδειγµάτων που θεωρούνται ρεαlιστικά για τιc πραγµατικέc αγορέc. Θα φτάσουµε σε

αυτόν βήµα βήµα ξεκινώνταc από ένα ποlύ απlό υπόδειγµα που θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια

σαν δοµικό στοιχείο για την κατασκευή πιο σύνθετων.

1. To diwnumikì upìdeigma miac periìdou

Κάθε ρεαlιστικό υπόδειγµα θα πρέπει να ενέχει µια τυχαιότητα ωc προc την χρονική εξέlιξη τηc αξίαc

του πρωτογενούc προðόντοc και να lαµβάνει υπ΄ όψιν την µεταβοlή τηc αξίαc του χρήµατοc µε το χρόνο.

Το διωνυµικό υπόδειγµα µιαc περιόδου έχει αυτά τα χαρακτηριστικά στην απlούστερη δυνατή µορφή.

Η αγορά µαc θα αποτεlείται µόνο από το πρωτογενέc προðόν και ένα οµόlογο. Η τρέχουσα τιµή του

προðόντοc θα είναι S0 = s0 και µαc ενδιαφέρει µόνο µια µεταγενέστερη χρονική στιγµή T . Η ST θα

είναι µια τυχαία µεταβlητή που µπορεί να lάβει µόνο δύο τιµέc: την τιµή s1 µε πιθανότητα p (0 < p < 1)
ή την τιµή s2 µε πιθανότητα 1− p. Χωρίc βlάβη αc υποθέσουµε ότι s1 > s2. Είναι εύκοlο να δείτε ότι
η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc επιβάllει κάποιουc περιορισµούc στιc τιµέc που µπορεί να πάρει η ST .

Συγκεκριµένα,

s2 < s0e
rT < s1. (1)

Η αρχική αξία του οµοlόγου θα είναι e−rT
ενώ η αξία του στο χρόνο T θα είναι 1.

Η απόδοση f(ST ) ενόc ευρωπαðκού παραγώγου επί αυτού του προðόντοc µε χρόνο ωρίµανσηc T θα
είναι κι αυτή µια τυχαία µεταβlητή που µπορεί να πάρει µόνο δύο τιµέc: f1 = f(s1) µε πιθανότητα p
και f2 = f(s2) µε πιθανότητα 1− p. Θα θέlαµε να τιµοlογήσουµε ένα τέτοιο παράγωγο. Μια απlοðκή
προσέγγιση θα ήταν να το τιµοlογήσουµε όσο είναι η σηµερινή αξία τηc αναµενόµενηc απόδοσήc του

στην ωρίµανση. ∆ηlαδή,

A0 = e−rT Ep[f(ST )] := e−rT (pf1 + (1− p)f2). (2)

Κάτι τέτοιο όµωc µπορεί να επιτρέψει στρατηγικέc επιτηδειότηταc, όπωc φαίνεται στο ακόlουθο παρά-

δειγµα: ΄Εστω s0 = $80, s1 = $100, s2 = $70, p = 1
2 , r = 0. Η αξία που θα δίνει ο παραπάνω τρόποc

υποlογισµού σε ένα ευρωπαðκό δικαίωµα αγοράc στην τιµή $90 (µε απόδοση f1 = $(100 − 90)+ =
$10, f2 = $(70− 90)+ = 0) είναι A0 = 1

2$10 + 1
20 = $5. Αc δούµε τώρα πώc µπορούµε να κατασκευά-

σουµε µια στρατηγική επιτηδειότηταc αν η τιµή διαπραγµάτευσηc αυτού του παραγώγου στην αγορά

ήταν $5. Φτιάχνουµε ένα χαρτοφυlάκιο που αποτεlείται από αρνητική θέση σε 3 παράγωγα, θετική
θέση στο προðόν και δανεισµό (αρνητική θέση στο οµόlογο) $65. Η αρχική αξία αυτού του χαρτοφυ-
lακίου είναι: −3× $5 + $80− $65 = 0. Αν στο χρόνο T το προðόν πάρει την τιµή s1 = $100 η αξία του
χαρτοφυlακίου µαc θα είναι: −3× $10 + $100− $65 = $5. Αν πάlι το προðόν πάρει την τιµή s2 = $70
τότε η αξία του χαρτοφυlακίου µαc θα είναι: −3 × 0 + $70 − $65 = $5. ΄Εχουµε δηlαδή κέρδοc $5
χωρίc κίνδυνο! Αυτό συµβαίνει γιατί όπωc θα δούµε η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc επιβάllει µια τιµή

για κάθε παράγωγο στα πlαίσια του διωνυµικού υποδείγµατοc που στο παράδειγµά µαc δεν είναι $5.
Στο τέlοc αυτήc τηc διάlεξηc θα ξέρουµε πώc να υποlογίσουµε την θεωρητικά δίκαιη αυτή τιµή και

πώc να κατασκευάσουµε µια στρατηγική επιτηδειότηταc αν η τιµή διαπραγµάτευσηc είναι διαφορετική.

Για να τιµοlογήσουµε ένα παράγωγο µε απόδοση f θα κατασκευάσουµε ένα χαρτοφυlάκιο αποτεlού-
µενο από φ µέρη του πρωτογενούc προðόντοc και ψ οµόlογα έτσι ώστε η αξία του χαρτοφυlακίου στο
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χρόνο T να ταυτίζεται µε την αξία του παραγώγου, ανεξάρτητα µε το ποιά είναι η τιµή τηc (τυχαίαc
µεταβlητήc) ST . ∆ηlαδή, φST +ψ = f(ST ). Στο διωνυµικό υπόδειγµα που µεlετάµε αυτό ισοδυναµεί
µε το ακόlουθο σύστηµα εξισώσεων: {

φs1 + ψ = f1

φs2 + ψ = f2.

Το σύστηµα αυτό µπορεί πάντα (για κάθε (f1, f2) ) να lυθεί και η lύση του δίνεται από τιc:

φ =
f1 − f2
s1 − s2

, ψ =
s1f2 − s2f1
s1 − s2

. (3)

Αφού το χαρτοφυlάκιο αυτό έχει την ίδια αξία µε το παράγωγο στο χρόνο T , από την αρχή τηc µη
επιτηδειότηταc θα πρέπει να έχουν και την ίδια αρχική αξία. Εποµένωc η θεωρητικά δίκαιη τιµή του

παραγώγου είναι:

f0 = φs0 + ψe−rT ,

και αντικαθιστώνταc τα φ, ψ από την (3) παίρνουµε:

f0 = e−rT (qf1 + (1− q)f2) = e−rT Eq[f(ST )], (4)

όπου

q =
erT s0 − s2
s1 − s2

. (5)

Εδώ αξίζει να κάνουµε µερικέc σηµαντικέc παρατηρήσειc:

1. Από την (1) που είναι συνέπεια τηc αρχήc τηc µη επιτηδειότηταc έχουµε ότι 0 < q < 1.

2. Αξίζει να προσέξουµε την οµοιότητα τηc (4) µε την (2). Η δίκαιη αρχική αξία του παραγώγου

είναι µεν η σηµερινή αξία τηc αναµενόµενηc απόδοσήc του, αυτή η αναµενόµενη απόδοση όµωc

πρέπει να υποlογιστεί ωc προc το µέτρο που αποδίδει πιθανότητα q στο ενδεχόµενο το πρωτογενέc
προðόν να πάρει την τιµή s1, και 1 − q στο ενδεχόµενο το πρωτογενέc προðόν να πάρει την τιµή
s2. ΄Οπωc φαίνεται δε από την (5) το q αυτό eÐnai anexĹrthto από την πιθανότητα p που το
µοντέlο µαc αποδίδει στο ενδεχόµενο το πρωτογενέc προðόν να πάρει την τιµή s1.

3. Το ίδιο το πρωτογενέc προðόν µπορεί να εκlηφθεί σαν παράγωγο µε συνάρτηση απόδοσηc f(ST ) =
ST . Εφαρµόζονταc την (4) σε αυτήν την περίπτωση έχουµε ότι

S0 = e−rT Eq[ST ]. (6)

Είναι εύκοlο να δείτε ότι η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναµη µε την (5) και ορίζει εποµένωc

το µέτρο πιθανότηταc ωc προc το οποίο υποlογίζεται η αναµενόµενη τιµή στην (4). Η ιδιότητα

αυτή διέπει όlα τα υποδείγµατα που θα µεlετήσουµε και είναι το σηµείο αφετηρίαc τηc σύγχρονηc

προσέγγισηc στην τιµοlόγηση παραγώγων. Θα καlούµε τα µέτρα πιθανότηταc που ικανοποιούν

την (6) adiĹfora kindÔnou (risk-neutral).

Συνοψίζονταc όσα είδαµε στα πlαίσια του διωνυµικού υποδείγµατοc µιαc περιόδου έχουµε:

• Κάθε παράγωγο µπορεί να τιµοlογηθεί βάσει τηc αρχήc τηc µη επιτηδειότηταc. ΄Οταν συµβαίνει
αυτό lέµε ότι η αγορά που περιγράφεται από το υπόδειγµά µαc είναι plărhc.

• Υπάρχει ένα µοναδικό q τέτοιο ώστε 0 < q < 1 και για το οποίο ισχύει η (6).

• ΄Εχονταc υποlογίσει αυτό το q, η θεωρητικά δίκαιη τιµή ενόc παραγώγου δίνεται από την (4).
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Αc δούµε τέlοc πώc µπορούµε να κατασκευάσουµε µια στρατηγική επιτηδειότηταc αν η τιµή διαπραγ-

µάτευσηc ενόc παραγώγου F0 είναι διαφορετική από την θεωρητικά δίκαιη f0. Συνθέτουµε ένα χαρτο-
φυlάκιο X που αποτεlείται από το παράγωγο, αρνητική θέση στο παράllηlο χαρτοφυlάκιο που το
αναπαράγει και µετρητά f0 − F0. Η αρχική αξία του X είναι µηδενική. Από την κατασκευή του
παράllηlου χαρτοφυlακίου όµωc η αξία του X στο χρόνο T θα είναι

VT (X) = f(ST )− f(ST ) + (f0 − F0)erT = (f0 − F0)erT

Παίρνονταc θετική ή αρνητική θέση στο X ανάlογα αν η f0 είναι µεγαlύτερη ή µικρότερη τηc F0 έχουµε

µια στρατηγική επιτηδειότηταc.

Το χαρακτηριστικό του χαρτοφυlακίου του προηγούµενου παραδείγµατοc είναι ότι αν και περιέχει το

παράγωγο, η απόδοσή του δεν εξαρτάται από την έκβαση τηc τιµήc του προðόντοc µε κίνδυνο. Μια

τέτοια στρατηγική ονοµάζεται antistĹjmish του κινδύνου (hedging) και το χαρτοφυlάκιο που την υ-
lοποιεί αντισταθµιστικό.

2. To upìdeigma Arrow-Debreu

Στο γενικότερο υπόδειγµα µιαc περιόδου θα θεωρήσουµε N προðόντα, εκ των οποίων το πρώτο θα
είναι πάντα ένα οµόlογο. Η αρχικέc τιµέc των προðόντων θα περιγράφονται από ένα διάνυσµα p ∈ RN :
p> = (p1, p2, . . . , pN ), όπου pα = Sα(0) είναι η αρχική αξία του προðόντοc α για α = 1, . . . , N . Και
πάlι µαc ενδιαφέρει µόνο µια µεταγενέστερη στιγµή T στην οποία η αγορά µαc µπορεί να βρεθεί σε M
δυνατέc καταστάσειc. Οι καταστάσειc αυτέc περιγράφονται από ένα N ×M πίνακα D. Κάθε µια από
τιc M στήlεc του D περιγράφει τιc τιµέc των N προðόντων στην αντίστοιχη κατάσταση. ΄Ετσι,

D =


1 1 . . . 1
D21 D22 . . . D2M

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

DN1 DN2 . . . DNM


όπου D>k = (D1k, D2k, . . . , DNk) είναι οι τιµέc των N προðόντων στην κατάσταση k. Επειδή η τεlική
αξία του οµοlόγου είναι 1 σε όlεc τιc τεlικέc καταστάσειc και η αρχική του αξία είναι e−rT

, έχουµε

πάντοτε: D1k = 1 για κάθε k = 1, . . . ,M και p1 = e−rT
.

Μπορούµε να αποδώσουµε πιθανότητα πk > 0, k = 1, . . . ,M στο ενδεχόµενο η αγορά µαc να βρε-

θεί στην k-οστή κατάσταση στο χρόνο T , οπότε η αξία των προðόντων S(T ) θα είναι ένα τυχαίο
διάνυσµα στον RN

που παίρνει την τιµή Dk µε πιθανότητα πk.

Υποθέτουµε επιπlέον ότι µπορούµε να πάρουµε θετική ή αρνητική θέση σε κάθε προðόν τηc αγοράc

χωρίc περιορισµούc ωc προc το µέγεθοc τηc θέσηc. ΄Ετσι, ένα χαρτοφυlάκιο περιγράφεται από ένα

διάνυσµα θ ∈ RN
τα στοιχεία του οποίου είναι η θέση µαc σε κάθε προðόν. Η αρχική αξία ενόc χαρτο-

φυlακίου θ είναι εποµένωc θ ·S(0) =
∑

α θαpα, ενώ η αξία του στο χρόνο T (=θ ·S(T )) είναι µια τυχαία
µεταβlητή: στο ενδεχόµενο που το σύστηµα θα βρεθεί στο χρόνο T στην κατάσταση k (k = 1, . . . ,M)
η αξια του χαρτοφυlακίου θ είναι (D>θ)k :=

∑
α θαDαk.

Για παράδειγµα στο διωνυµκό υπόδειγµα που µεlετήσαµε έχουµε p> = (e−rT , s0),

D =
(

1 1
s1 s2

)
,

π1 = p, π2 = 1 − p, ενώ ένα χαρτοφυlάκιο από φ µέρη του πρωτογενούc προðόντοc και ψ οµόlογα
περιγράφεται από το διάνυσµα θ = (ψ, φ).
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Παρακάτω θα γράφουµε u ≥ 0 (αντίστοιχα > 0) για ένα διάνυσµα u αν όlεc οι συνιστώσεc του
είναι µη αρνητικέc (αντίστοιχα θετικέc.)

Η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc αξιώνει ότι δεν µπορεί να υπάρξει δυνατότητα κέρδουc χωρίc την ανάlηψη

κινδύνου. Με το συµβοlισµό που αναπτύξαµε η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc στο υπόδειγµα Arrow-
Debreu µπορεί να διατυπωθεί ωc εξήc:

(D>θ) ≥ 0 και θ · p = 0 =⇒ (D>θ) = 0. (7)

Στιc ασκήσειc των φυllαδίων θα δούµε ότι η (7) συνεπάγεται την ακόlουθη προτάση που χρησιµοποιή-

σαµε στο προηγούµενο κεφάlαιο:

Prìtash 1 Αν D, p ικανοποιούν την (7) έχουµε:
α. Αν (D>θ) ≥ 0 τότε θ · p ≥ 0.
β. Αν (D>θ) = 0 τότε θ · p = 0.

Μια ενδιαφέρουσα ισοδύναµη διατύπωση τηc αρχήc τηc µη επιτηδειότηταc είναι προσφέρει το ακόlουθο

θεώρηµα:

Jeÿrhma 1 Η παραπάνω συνθήκη (7) ικανοποιείται τότε και µόνο όταν το γραµµικό σύστηµαDu = p
έχει lύση u ∈ RM

µε u > 0.

Απόδειξη: Αc υποθέσουµε πρώτα ότι το παραπάνω σύστηµα έχει lύση u > 0 και αc θεωρήσουµε ένα
χαρτοφυlάκιο θ ∈ RN

τέτοιο ώστε (D>θ) ≥ 0 και θ · p = 0. Τότε :

0 = θ · p = θ · (Du) = (D>θ) · u.

Εφόσον όµωc (D>θ) ≥ 0 και u > 0 ο µόνοc τρόποc να έχουµε (D>θ) ·u = 0 είναι να έχουµε D>θ = 0.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση θα υποθέσουµε ότι η (7) ικανοποιείται και θα αποδείξουµε ότι το

σύστηµα Du = p έχει lύση µε u > 0. Η ύπαρξη lύσηc του παραπάνω συστήµατοc είναι σχετικά
εύκοlο να δειχθεί. Πράγµατι, αν N (D>) είναι ο πυρήναc του D> και 〈p〉 είναι ο γραµµικόc χώροc
διάστασηc 1 που παράγει το διάνυσµα p τότε η παραπάνω πρόταση (1β) ουσιαστικά δηlώνει ότι

N (D>) ⊂ 〈p〉⊥ και άρα p ∈ N (D>)⊥ = Im(D).

Το να δείξουµε ότι υπάρχει jetikă lύση u είναι σηµαντικά δυσκοlότερο και απαιτεί την επίκlηση του
θεωρήµατοc του διαχωρίζοντοc υπερεπιπέδου (separating hyperplane theorem) που αποδεικνύεται στο
παράρτηµα του κεφαlαίου (θεώρηµα 3.) ΄Εστω lοιπόν L η εικόνα του 〈p〉 κάτω από τον µετασχηµατισµό
D> :

L = {D>θ | θ ∈ RN ; θ · p = 0},

και

C = {w ∈ RM | w ≥ 0 και
M∑

k=1

wk = 1}.

Είναι εύκοlο να δούµε ότι ο L είναι έναc γραµµικόc υπόχωροc του RM
ενώ το C είναι ένα µη κενό,

κυρτό και συµπαγέc υποσύνοlο του RM
. Επιπlεόν, από την (7) έχουµε ότι L ∩ C = ∅. Συνεπώc από

το θεώρηµα 3 έχουµε ότι υπάρχει x∗ ∈ RM
τέτοιο ώστε:

x∗ · y = 0, για κάθε y ∈ L, και
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x∗ · u > 0, για κάθε u ∈ C.

Εφόσον για k = 1, 2, . . . ,M το µοναδιαίο διάνυσµα ek ∈ C έχουµε x∗k = x∗ · ek > 0. Επιπlέον, κάθε
διάνυσµα κάθετο στο p είναι και κάθετο στο Dx∗ αφού αν θ · p = 0 τότε

(Dx∗) · θ = x∗ · (D>θ) = 0, διότι D>θ ∈ L.

Εποµένωc Dx∗ = λp για κάποιο λ ∈ R. Το λ αυτό µπορεί να υποlογιστεί ωc εξήc: σύµφωνα µε την
παραδοχή που έχουµε κάνει το πρώτο προðόν είναι ένα οµόlογο µε αρχική αξία p1 = e−rT

και τεlική

αξία 1 σε όlεc τιc δυνατέc καταστάσειc. Εξισώνονταc τιc πρώτεc συντεταγµένεc των Dx∗ και λp
lαµβάνουµε:

λp1 = λe−rT = (Dx∗)1 =
M∑

k=1

D1kx
∗
k =

M∑
k=1

xk = ‖x∗‖1 .

Συνεπώc λ = ‖x∗‖1 erT
και άρα το διάνυσµα

u =
e−rT

‖x∗‖1
x∗

είναι lύση του γραµµικού συστήµατοc Du = p µε u > 0. 2

Αν ορίσουµε qk := uke
rT
, έχουµε ότι

M∑
k=1

qk = 1.

Εφόσον u ≥ 0 µπορούµε να φανταστούµε ότι τα qk ορίζουν ένα νέο µέτρο πιθανότηταc q στο χώρο
των δυνατών ενδεχοµένων: στο ενδεχόµενο το σύστηµα να βρεθεί στο χρόνο T στην κατάσταση k
αποδίδεται πιθανότητα qk. (΄Οπωc και στο διωνυµικό υπόδειγµα µιαc περιόδου οι πιθανότητεc αυτέc δεν
έχουν καµµιά σχέση και δεν πρέπει να συγχέονται µε τιc πιθανότητεc πk που αποδίδει το µοντέlο µαc σε

αυτά τα ενδεχόµενα.) Επιπlέον, οι υπόlοιπεc εξισώσειc του γραµµικού συστήµατοc (α = 2, 3, . . . , N)
γράφονται ωc εξήc:

M∑
k=1

Dαkuk = pα ⇔ e−rT
M∑

k=1

qkDαk = pα ⇔ e−rT Eq[Sα(T )] = Sα(0), α = 2, 3, . . . , N.

Το q είναι lοιπόν ένα αδιάφορο κινδύνου µέτρο πιθανότηταc. Ακόµη, εφόσον u > 0 έχουµε ότι
qk > 0 ⇔ πk > 0. ΄Οταν συµβαίνει αυτό θα lέµε ότι τα µέτρα πιθανότηταc π και q είναι ισοδύναµα και
θα γράφουµε q ∼ π. Μπορούµε lοιπόν τώρα να επαναδιατυπώσουµε το θεώρηµα 1 ωc εξήc:

Jeÿrhma 2 Η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc ικανοποιείται τότε και µόνο όταν υπάρχει ένα αδιάφορο

κινδύνου µέτρο πιθανότηταc q, τέτοιο ώστε q ∼ π.

Γιατί να προτιµήσουµε αυτή τη διατύπωση; Οι έννοιεc του αδιάφορου κινδύνου µέτρου πιθανότηταc και
τηc ισοδυναµίαc δυο µέτρων µπορούν να οριστούν για κάθε υπόδειγµα που θα θεωρήσουµε και η παρα-

πάνω διατύπωση είναι καθοlική για όlα τα υποδείγµατα. (σε αντίθεση µε τη διατύπωση στο θεώρηµα 1).

΄Εχονταc προσδιορίσει σαφώc τουc περιορισµούc που οφείlει να πlηροί το µοντέlο µαc ώστε να

ικανοποιείται η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc θα στρέψουµε τώρα την προσοχή µαc στην τιµοlόγηση

παραγώγων των προðόντων τηc αγοράc µαc. Η απόδοση ενόc τέτοιου παραγώγου στο χρόνο T θα είναι
συνάρτηση των τιµών των πρωτογενών προðόντων στο χρόνο T και θα περιγράφεται από ένα διάνυσµα
f ∈ RM : f> = (f1, . . . , fM ), όπου fk θα είναι η απόδοση του παραγώγου αν στο χρόνο T η αγορά
βρεθεί στην κατάσταση k. Αν θέlουµε να αναπαραγάγουµε την απόδοση του παραγώγου αυτού πρέπει
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να βρούµε ένα χαρτοφυlάκιο, δηlαδή ένα θ ∈ RN
, που η αξία του σε κάθε µια από τιc M καταστάσειc

ταυτίζεται µε την αξία του χαρτοφυlακίου, δηlαδή

N∑
α=1

θαDαk = fk, k = 1, . . . ,M. (8)

Αυτό είναι ένα γραµµικό σύστηµα (D>θ = f) µε M εξισώσειc και N αγνώστουc. Αν το σύστηµα αυτό
έχει lύση θ ∈ RN

τότε η αρχική αξία του παραγώγου επιβάllεται από την αρχή τηc µη επιτηδειότη-

ταc και πρέπει να ταυτίζεται µε την αρχική αξία του χαρτοφυlακίου που αναπαράγει την απόδοσή του:

V0(f) = θ · p.

ParĹdeigma 1 Θεωρήστε ένα υπόδειγµα αγοράc µιαc περιόδου µε

p =

 0, 9
8
6

 και D =

 1 1 1 1
10 10 6 6
8 5 8 5

 .

Παρατηρήστε ότι έχουµε δύο προðόντα µε κίνδυνο καθένα από τα οποία ακοlουθεί το διωνυµικό υπό-

δειγµα. Π.χ. το δεύτερο προðόν τηc αγοράc έχει σηµερινή αξία 8 ενώ στο χρόνο T η αξία του είναι είτε
10 (καταστάσειc 1 και 2) είτε 6 (καταστάσειc 3 και 4.) Θέlουµε να τιµοlογήσουµε ένα παράγωγο για

το οποίο f> = (13, 16, 5, 8). Είναι εύκοlο να δείτε ότι το σύστηµα D>θ = f έχει µοναδική lύση µε
θ> = (1, 2,−1) άρα η αρχική αξία αυτού του παραγώγου είναι V0 = 1× 0, 9 + 8× 2 + 6× (−1) = 10, 9.
(Προσέξτε και πάlι ότι οι πιθανότητεc πk δεν παίζουν ρόlο στην τιµοlόγηση του παραγώγου.)

Σηµείωση: Το γραµµικό σύστηµα D>θ = f ενδέχεται να µην έχει µονοσήµαντη lύση. Εποµένωc είναι
δυνατόν να υπάρχουν διαφορετικά χαρτοφυlάκια που αναπαράγουν την απόδοση του παραγώγου. Σε

αυτήν την περίπτωση δεν έχει σηµασία ποιό από αυτά θα χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε την αρχική

αξία του παραγώγου καθώc όlα τα χαρτοφυlάκια που αναπαράγουν την απόδοση του παραγώγου έχουν

την ίδια αρχική αξία. Αυτόc ο ισχυρισµόc είναι συνέπεια τηc αρχήc τηc µη επιτηδειότηταc και µπορούµε

να τον αποδείξουµε ωc εξήc: Γνωρίζουµε ότι από την αρχή τηc µη επιτηδειότηταc υπάρχει u ∈ RM

ώστε Du = p. Εποµένωc αν D>θ1 = D>θ2 = f έχουµε:

(θ1 − θ2) · p = (θ1 − θ2) · (Du) = D>(θ1 − θ2) · u = 0.

ParĹdeigma 2 Θεωρήστε ένα υπόδειγµα αγοράc µιαc περιόδου µε

p =


0, 9
8
6

10, 9

 και D =


1 1 1 1
10 10 6 6
8 5 8 5
13 16 5 8

 .

Παρατηρήστε τώρα ότι η αγορά µαc είναι αυτή του προηγούµενου παραδείγµατοc µε την προσθήκη του

παραγώγου που τιµοlογήσαµε εκεί στα προc διαπραγµάτευση προðόντα. Κάθε παράγωγο που µπορεί να

αναπαραχθεί µε ένα χαρτοφυlάκιο θ, όπου θ> = (θ1, θ2, θ3, θ4) µπορεί επίσηc να αναπαραχθεί και από
το χαρτοφυlάκιο θ̃ µε θ̃> = (θ1 + θ4, θ2 + 2θ4, θ3 − θ4, 0) (γιατί?), ενώ:

θ̃ · p = 0, 9× (θ1 + θ4) + 8× (θ2 + 2θ4) + 6× (θ3 − θ4) + 10, 9× 0
= 0, 9× θ1 + 8× θ2 + 6× θ3 + 10, 9× θ4

= θ · p.
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Από τη Γραµµική ΄Αlγεβρα γνωρίζουµε ότι το γραµµικό σύστηµα D>θ = f έχει για κάθε f ∈ RM
lύση

θ ∈ RN
αν και µόνο αν η τάξη του πίνακα D είναι M. Σε αυτήν την περίπτωση κάθε παράγωγο µπορεί

να αναπαραχθεί και να τιµοlογηθεί, οπότε η αγορά που περιγράφει το µοντέlο µαc είναι πlήρηc. Στην

αντίθετη περίπτωση θα υπάρχουν παράγωγα για τα οποία το σύστηµα (8) δεν έχει lύση, και η αρχή τηc

µη επιτηδειότηταc δεν αρκεί για να προσδιορίσουµε την αξία του παραγώγου. Και πάlι όµωc η αρχή τηc

µη επιτηδειότηταc µπορεί να δώσει εκτιµήσειc για την αρχική αξία του παραγώγου. Πιο συγκεκριµένα,

αν ένα χαρτοφυlάκιο έχει σε όlεc τιc δυνατέc τεlικέc καταστάσειc µεγαlύτερη αξία από αυτήν του

παραγώγου, τότε η αρχική αξία του παραγώγου δεν µπορεί να ξεπερνά αυτή του χαρτοφυlακίου:

N∑
α=1

θαDαk ≥ fk, ∀k ∈ {1, 2, . . . ,M} =⇒ V0(f) ≤ θ · p.

Εποµένωc, ανM+ = {θ ∈ RN :
∑N

α=1 θαDαk ≥ fk, ∀k ∈ {1, 2, . . . ,M}} = {θ ∈ RN : D>θ ≥ f},
τότε

V0(f) ≤ min
θ∈M+

θ · p = e−rT min
θ∈M+

θ · (erT p). (9)

Ο υποlογισµόc του εlαχίστου στην τεlευταία έκφραση είναι ένα πρόβlηµα γραµµικού προγραµατισµού.

Το δυðκό του πρόβlηµα είναι:

max
q∈I

q · f, όπου I = {q ∈ RM : q ≥ 0, Dq = erT p}.

Παρατηρήστε ότι το εφικτό σύνοlο του δυðκού προγράµµατοc είναι ακριβώc τα αδιάφορα κινδύνου µέτρα

πιθανότηταc, ενώ η αντικειµενική συνάρτηση q · f είναι η αναµενόµενη (κάτω από το q) απόδοση του
παραγώγου στο χρόνο T . Επιπlέον, το σύνοlο I είναι µη κενό και συµπαγέc. Εποµένωc, το εlάχιστο
στην (9) lαµβάνεται για κάποιο θ ∈M+ και ισούται µε τη lύση του δυðκού προβlήµατοc:

V0(f) ≤ V max
0 := e−rT max

q∈I
Eq[f(S(T ))].

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να πάρουµε ένα κάτω φράγµα για την αρχική αξία του παραγώγου:

V0(f) ≥ V min
0 := e−rT min

q∈I
Eq[f(S(T ))].

Βlέπουµε lοιπόν ότι ακόµη και σε µια µη πlήρη αγορά η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc επιβάllει περιο-

ρισµούc στην αρχική αξία ενόc παραγώγου. Είναι εύlογο να διερευνήσουµε αν οι παραπάνω εκτιµήσειc

είναι οι ακριβέστερεc που µπορεί να πάρει κανείc. Η απάντηση σε αυτό το ερώτηµα είναι θετική.

Prìtash 2 Αν το αρχικό µαc υπόδειγµα αγοράc ικανοποιεί την αρχή τηc µη επιτηδειότηταc και

V min
0 6= V max

0 τότε οποιαδήποτε αρχική αξία v0 του παραγώγου στο διάστηµα (V
min
0 , V max

0 ) αποκlείει

την ύπαρξη στρατηγικήc επιτηδειότηταc.

Απόδειξη: ∆ιευρύνουµε την αγορά µαc συµπεριlαµβάνονταc και το παράγωγο στα προðόντα που είναι

διαθέσιµα προc διαπραγµάτευση µε αρχική τιµή v0.Η διευρυµένη αυτή αγορά έχει τώρα διάνυσµα αρχικών
τιµών και πίνακα τεlικήc κατάστασηc

p̃ =


e−rT

p2

.

.

.

pN

v0

 ∈ RN+1, και D̃ =


1 1 . . . 1
D21 D22 . . . D2M

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

DN1 DN2 . . . DNM

f1 f2 . . . fM

 ∈ Π(N+1)×M

αντίστοιχα. Θα δείξουµε ότι υπάρχει u ∈ RM
, τέτοιο ώστε u > 0 και D̃u = p̃ οπότε από το θεώρηµα 1

δεν µπορεί να κατασκευαστεί στρατηγική επιτηδειότηταc χρησιµοποιώνταc τα προðόντα τηc διευρυµένηc
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αυτήc αγοράc.

Πράγµατι εφόσον το I είναι συµπαγέc υποσύνοlο του RM
τότε το µέγιστο και το εlάχιστο στα

δυðκά προβlήµατα που θεωρήσαµε παραπάνω lαµβάνονται, δηlαδή υπάρχουν x, y ∈ RM
τέτοια ώστε

x, y ≥ 0, Dx = Dy = p και
V min

0 = x · f, V max
0 = y · f.

Επιπlέον από την αρχή τηc µη επιτηδειότηταc για το αρχικό µαc υπόδειγµα υπάρχει w ∈ RM
µε

w > 0 και Dw = p. Αν lοιπόν v0 ∈ (V min
0 , V max

0 ) υπάρχουν θετικέc σταθερέc α, β, γ τέτοιεc ώστε
α+ β + γ = 1 και

v0 = αV min
0 + βV max

0 + γ(w · f) = (αx+ βy + γw) · f.

Ορίζουµε τώρα u = αx+ βy + γw. Είναι εύκοlο να δει κανείc ότι Du = p και u > 0. Επιπlέον,

D̃u =
(

Du
f · u

)
=

(
p
v0

)
= p̃,

και άρα στη διευρυµένη αγορά δεν υπάρχουν ευκαιρίεc επιτηδειότηταc.

2

Pìrisma 1 Η αρχική αξία ενόc παραγώγου καθορίζεται από την αρχή τηc µη επιτηδειότηταc αν και

µόνο αν η Eq[f(S(T ))] έχει την ίδια τιµή για όlα τα αδιάφορα κινδύνου µέτρα πιθανότηταc q.

Σύµφωνα µε το προηγούµενο πόρισµα η αγορά είναι πlήρηc αν και µόνο αν τα supq∈I Eq[f(ST )] και
infq∈I Eq[f(ST )] ταυτίζονται για κάθε f ∈ RM

. ΄Οµωc,

M∑
k=1

qkfk =
M∑

k=1

q̃kfk, ∀f ∈ RM ⇔ q = q̃,

εποµένωc ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η τιµή kĹje παραγώγου f να καθορίζεται από την αρχή
τηc µη επιτηδειότηταc είναι το σύνοlο I να είναι µονοσύνοlο.

ParĹdeigma 3 (Τριωνυµικό υπόδειγµα µιαc περιόδου)

Θεωρήστε ένα υπόδειγµα αγοράc µιαc περιόδου µε

p =
(

0, 9
9

)
και D =

(
1 1 1
12 10 8

)
.

Αc βρούµε πρώτα τα αδιάφορα κινδύνου µέτρα πιθανότηταc q. Θα πρέπει:{
q1 + q2 + q3 = 1
(12q1 + 10q2 + 8q3)× 0, 9 = 9

Η γενική lύση αυτού του συστήµατοc είναι (q1, q2, q3) = ( 1−t
2 , t, 1−t

2 ) µε t ∈ R. Για να έχουµε q ≥ 0
θα πρέπει t ∈ [0, 1]. Εποµένωc,

I = {

 (1− t)/2
t

(1− t)/2

 : t ∈ [0, 1]}

΄Αρα η αγορά αυτού του υποδείγµατοc ικανοποιεί την αρχή τηc µη επιτηδειότηταc και δεν είναι πlήρηc.

΄Εστω τώρα ένα παράγωγο µε διάνυσµα απόδοσηc f ∈ R3
. Τότε αν q ∈ I έχουµε:

Eq[f ] =
1− t

2
f1 + tf2 +

1− t

2
f3 =

f1 + f3
2

+ t(f2 −
f1 + f3

2
).
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Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να τιµοlογείται ένα παράγωγο από την αρχή τηc µη επιτηδειότηταc

είναι η παραπάνω έκφραση να είναι ανεξάρτητη του t. Εποµένωc ένα παράγωγο µε απόδοση f µπορεί
να τιµοlογηθεί αν και µόνο αν f1 + f3 = 2f2 και τότε η αρχική του αξία θα είναι V0(f) = 0, 9× f2.

΄Εστω τώρα ένα ευρωπαðκό δικαίωµα αγοράc µε τιµή άσκησηc 9, δηlαδή f> = (3, 1, 0). Τότε

max
q∈I

Eq[f ] = max
t∈[0,1]

3− t

2
=

3
2

και

min
q∈I

Eq[f ] = min
t∈[0,1]

3− t

2
= 1.

Εποµένωc στο υπόδειγµα αυτό έχουµε τιc εκτιµήσειc: 0, 9 ≤ c(9, T, 9) ≤ 1, 35.

Συνοψίζονταc όσα είδαµε στο πlαίσιο του γενικού υποδείγµατοc µιαc περιόδου των Arrow & Debreu
έχουµε:

• Η αρχή τηc µη επιτηδειότηταc ικανοποιείται τότε και µόνο όταν υπάρχει αδιάφορο κινδύνου µέτρο
πιθανότηταc (q ∈ I) ώστε q ∼ π.

• Η αγορά που περιγράφει το υπόδειγµα είναι πlήρηc, όταν υπάρχει monadikì τέτοιο µέτρο.

• Σε κάθε περίπτωση αν η απόδοση ενόc παραγώγου στο χρόνο T είναι f(S(T )), τότε η αρχή τηc
µη επιτηδειότηταc επιβάllει τιc παρακάτω ανισότητεc για την αρχική του αξία:

min
q∈I

e−rT Eq[f(S(T ))] ≤ V0(f) ≤ max
q∈I

e−rT Eq[f(S(T ))].

Τα παραπάνω συµπεράσµατα που αποδείξαµε για υποδείγµατα µιαc περιόδου παραµένουν (στην ουσί-

α τουc) σε ισχύ και για ποlύ γενικότερα υποδείγµατα και αναφέρονται συνήθωc ωc το jemeliÿdec

jeÿrhma τηc τιµοlόγησηc παραγώγων (fundamental theorem of asset pricing).

Είπαµε στην αρχή του κεφαlαίου ότι σκοπόc µαc είναι να αναlύσουµε υποδείγµατα που θεωρούνται

ρεαlιστικά. Τα υποδείγµατα µιαc περιόδου που µεlετήσαµε έχουν δυο βασικά µειονεκτήµατα. Σε ότι

αφορά στα προðόντα που µοντεlοποιούµε, αυτά µπορούν να καταlήξουν µόνο σε ένα διακριτό σύνοlο

καταστάσεων. Σε ότι αφορά δε στην µεlέτη παραγώγων αυτών των προðόντων τα υποδείγµατα µιαc

περιόδου δεν επιτρέπουν συναllαγέc µεταξύ τηc αρχικήc και τεlικήc κατάστασηc. ΄Ετσι, δεν µπορούµε

π.χ. να θεωρήσουµε παράγωγα αµερικανικού τύπου, αllά ούτε και να χρησιµοποιήσουµε δυναµικά

αυτοχρηµατοδοτούµενα χαρτοφυlάκια για να αναπαράγουµε αποδόσειc ευρωπαðκών παραγώγων. Στο

επόµενο κεφάlαιο θα δούµε πώc µπορούµε να αίρουµε τον τεlευταίο αυτόν περιορισµό.

3. ParĹrthma: To Jeÿrhma tou diaqwrÐzontoc uperepipèdou

Jeÿrhma 3 ΄Εστω C µη κενό, κυρτό και συµπαγέc υποσύνοlο του Rn
. Αν L είναι έναc γραµµικόc

υπόχωροc του Rn
και L ∩ C = ∅ τότε υπάρχει ένα διάνυσµα x∗ ∈ Rn

τέτοιο ώστε:

y · x∗ = 0, για κάθε y ∈ L, και

u · x∗ > 0, για κάθε u ∈ C.

∆ηlαδή το υπερεπίπεδο H = {u ∈ RN : u · x∗ = 0 περιέχει τον L, ενώ το κυρτό σύνοlο C βρίσκεται
εξ΄ οlοκlήρου στον έναν από τουc δύο ηµιχώρουc που αφορίζονται από το H.
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Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνοlο G = C − L = {x ∈ Rn : x = u − y, µε u ∈ C, y ∈ L}. Το G είναι
µη κενό και κυρτό (εύκοlο) ενώ είναι και κlειστό. Πράγµατι, έστω xn = un − yn είναι µια ακοlουθία

στο G τέτοια ώστε xn → x. Η un είναι µια ακοlουθία στο συµπαγέc σύνοlο C, εποµένωc υπάρχει
συγκlίνουσα υπακοlουθία τηc unk

→ u ∈ C. Αllά και η ακοlουθία ynk
στον L θα συγκlίνει αφού

ynk
= unk

− xnk
→ u − x, ενώ u − x ∈ L αφού ο L ωc υπόχωροc του Rn

είναι κlειστό σύνοlο.

Εποµένωc x = u− (u− x) ∈ G και άρα το G είναι κlειστό.

΄Εστω x∗ εκείνο το σηµείο του G µε την εlάχιστη απόσταση από το µηδέν. L∩C = ∅ =⇒ ‖x∗‖ > 0.
Από την κυρτότητα του G αν x ∈ G τότε για κάθε α ∈ (0, 1) έχουµε αx+ (1− α)x∗ ∈ G. Εποµένωc,

‖x∗‖2 ≤ ‖αx+ (1− α)x∗‖2

= α2‖x‖2 + (1− α)2‖x∗‖2 + 2α(1− α)x · x∗
= ‖x∗‖2 + α2‖x− x∗‖2 + 2α(x · x∗ − ‖x∗‖2).

Από την παραπάνω (εφόσον α > 0) έχουµε:

2(‖x∗‖2 − x · x∗) ≤ α‖x− x∗‖2, ∀α ∈ (0, 1),

και παίρνονταc α→ 0 παίρνουµε:

x · x∗ ≥ ‖x∗‖2 > 0, ∀x ∈ G. (10)

Αν u ∈ C τότε u = u− 0 ∈ G εποµένωc από την (10) έχουµε u · x∗ > 0.
Επιπlέον αν y ∈ L τότε για κάθε λ ∈ R έχουµε u− λy ∈ G οπότε

λy · x∗ < u · x∗, ∀λ ∈ R.

Αυτό όµωc µπορεί να συµβεί µόνο αν y · x∗ = 0.
2
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