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Eisagwgă

Η θεωρία των µεγάlων αποκlίσεων συνίσταται στην εκτίµηση τηc πιθανότηταc σπάνιων ενδεχοµένων-

ενδεχοµένων δηlαδή που apoklÐnoun από την τυπική συµπεριφορά στο θεωρούµενο χώρο πιθανότηταc.

Αc πάρουµε για παράδειγµα µια ακοlουθία ανεξάρτητων ισόνοµων τυχαίων µεταβlητών {Xi}i∈N µε
µηδενική µέση τιµή. Από τον (ασθενή) νόµο των µεγάlων αριθµών, το ενδεχόµενο ο µέσοc όροc των

{X1, . . . , Xn} να βρίσκεται έξω από µια περιοχή του 0 γίνεται σπάνιο καθώc το n γίνεται µεγάlο: για
κάθε δ > 0,

P

(
{

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ δ}

)
→ 0,

καθώc n →∞. Τι µπορούµε να πούµε όµωc για την ταχύτητα αυτήc τηc σύγκlισηc;

Αν υποθέσουµε ότι η κοινή κατανοµή των Xi είναι η κανονική N (0, σ2), µπορούµε να προχωρήσουµε
την εκτίµησή µαc περισσότερο. Η κατανοµή µn του µέσου όρου είναι η κανονική N (0, σ2

n ), εποµένωc:

P

(
{

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ δ}

)
= 2

∫ ∞

δ

√
n

2πσ2
e−

nx2

2σ2 dx

=
2√
2π

∫ ∞

δ
√

n
σ

e−x2/2 dx.

Χρησιµοποιώνταc τιc ανισότητεc:

x

1 + x2
e−x2/2 ≤

∫ ∞

x

e−y2/2 dy ≤ 1
x

e−x2/2 ∀x > 0, (1)

συµπεραίνουµε πωc:

1
n

log P

(
{

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ δ}

)
=

1
n

log µn ((−δ, δ)c) −→ − δ2

2σ2
.

Τέτοιου είδουc αποτεlέσµατα και οι συνέπειέc τουc είναι το αντικείµενο τηc θεωρίαc των µεγάlων

αποκlίσεων. Φυσικά, το να µεlετά κανείc την πιθανότητα σπάνιων ενδεχοµένων θέτει τα πράγµατα σ΄

ένα ποlύ γενικό πlαίσιο. ΄Ετσι, από τη µια µεν η θεωρία των µεγάlων αποκlίσεων βρίσκει εφαρµογή

σε περιοχέc τόσο διαφορετικέc όσο η Στατιστική, η Θεωρία Πlηροφορίαc, οι Τηlεπικοινωνίεc και η

Στατιστική Μηχανική, από την άllη όµωc συχνά χρειάζεται να καταφύγει κανείc σε ειδικέc για το

εκάστοτε πρόβlηµα µεθόδουc. Στιc διαlέξειc αυτέc θα προσπαθήσουµε µέσα από σχετικά απlά πα-

ραδείγµατα να αναδείξουµε κάποιεc από τιc κεντρικέc ιδέεc και τεχνικέc τηc θεωρίαc.

1 To jeÿrhma tou Cramér

Το πρώτο µαc παράδειγµα αφορά στην κατανοµή του µέσου όρου ανεξάρτητων ισόνοµων τυχαίων

µεταβlητών {Xi}i∈N, όχι κατ΄ ανάγκη κανονικών. Θα υποθέσουµε ότι η κοινή τουc κατανοµή µ έχει
την ιδιότητα:

M(λ) :=
∫

eλxµ(dx) < +∞, ∀λ ∈ R. (2)
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΄Εστω τώρα α ≥ x̄, όπου x̄ =
∫

xdµ(x) είναι η µέση τιµή τηc µ. Από την ανισότητα του Chebyshev:

µn([α, +∞)) = P

(
{ 1
n

n∑
i=1

Xi ≥ α}

)
≤ e−λnαE

(
exp(λ

n∑
i=1

Xi)

)
= e−λnαMn(λ), ∀λ ≥ 0.

Εποµένωc,

1
n

log µn([α,∞)) ≤ − sup
λ≥0

(λα− log M(λ)) = − sup
λ

(λα− log M(λ)). (3)

(Η τεlευταία ισότητα προκύπτει από την ανισότητα του Jensen. Μπορείτε να δείτε πώc;)

Πόσο καlή είναι άραγε η παραπάνω εκτίµηση; Την απάντηση σ΄ αυτό το ερώτηµα δίνει το lήµµα που
ακοlουθεί. Πριν το διατυπώσουµε όµωc αc δώσουµε ένα όνοµα στο δεξί σκέlοc τηc (3). Ορίζουµε

I(x) = sup
λ

(λx− log M(λ)). (4)

Lămma 1 Για κάθε δ > 0 και x ≥ x̄ έχουµε:

lim inf
1
n

log µn([x, x + δ)) = lim inf
1
n

log P

(
{x ≤ 1

n

n∑
i=1

Xi < x + δ}

)
≥ −I(x). (5)

Apìdeixh: Θα διακρίνουµε δύο περιπτώσειc, ανάlογα µε το αν το supremum στην (4) lαµβάνεται σε
πεπερασµένο λ ή όχι. Αc υποθέσουµε πρώτα ότι υπάρχει πεπερασµένο λ∗ τέτοιο ώστε

I(x) = sup
λ

(λx− log M(λ)) = λ∗x− log M(λ∗).

Από την υπόθεση (2) η συνάρτηση log M(λ) είναι παραγωγίσιµη και

x =
M

′
(λ∗)

M(λ∗)
=
∫

y
eλ∗y

M(λ∗)
dµ(y). (6)

Ορίζουµε τώρα ένα νέο µέτρο πιθανότηταc µ∗ ωc εξήc:

dµ∗(y) =
eλ∗y

M(λ∗)
dµ(y).

Για κάθε ε µε 0 < ε < δ έχουµε:

P

(
{x ≤ 1

n

n∑
i=1

Xi < x + δ}

)
≥

∫
· · ·
∫

nx≤
Pn

i=1 xi≤nx+nε

dµ(x1) · · · dµ(xn)

≥
∫
· · ·
∫

nx≤
Pn

i=1 xi≤nx+nε

eλ∗
Pn

i=1 xi−nλ∗x−n|λ∗|εdµ(x1) · · · dµ(xn)

= e−nλ∗x−n|λ∗|ε Mn(λ∗) P∗({0 ≤ 1
n

n∑
i=1

Xi − x ≤ ε}).

Η σχέση (6) δηlώνει ότι το x είναι η µέση τιµή τηc κατανοµήc µ∗. Αν lοιπόν η κοινή κατανοµή των {Xi}
είναι η µ∗, ο µέσοc όροc των {X1, . . . , Xn} συγκεντρώνεται γύρω από το x. Αυτή η συµπεριφορά που
πριν ήταν άτυπη, µε την αllαγή του µέτρου γίνεται η τυπική συµπεριφορά. Αυτό είναι µια συνηθισµένη
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τεχνική στην απόδειξη κάτω φραγµάτων για την πιθανότητα σπάνιων ενδεχοµένων στην θεωρία των

µεγάlων αποκlίσεων. Από το κεντρικό οριακό θεώρηµα:

P∗({0 ≤ 1
n

n∑
i=1

Xi − x ≤ ε}) −→ 1
2
, n →∞.

Εποµένωc,

lim inf
1
n

log µn([x, x + δ)) ≥ −λ∗x + log M(λ∗)− |λ∗|ε = −I(x)− |λ∗|ε.

Παίρνονταc ε → 0 lαµβάνουµε την (5).

∆εν είναι όµωc πάντα δυνατόν να βρούµε τέτοιο λ∗. Αν l.χ. µ(x, +∞) = 0 (και µόνο τότε όπωc
µπορείτε εύκοlα να διαπιστώσετε):

λx− log
∫

eλy dµ(y) = − log
∫ x

−∞
eλ(y−x) dµ(y)

και άρα

I(x) = sup
λ

(λx− log
∫

eλy dµ(y)) = − lim
λ→∞

log
∫ x

−∞
eλ(y−x) dµ(y) = − log µ({x}).

Και σ΄ αυτήν την περίπτωση όµωc έχουµε

µn([x, x + δ)) = P(X1 = X2 = · · · = Xn = x) = µn({x}),

εποµένωc

1
n

log µn([x, x + δ)) = log µ({x}) = −I(x).

2

Συνδυάζονταc το lήµµα που µόlιc δείξαµε µε το άνω φράγµα (3) έχουµε για κάθε α ≥ x̄:

lim
n→∞

1
n

log P

(
1
n

n∑
i=1

Xi ≥ α

)
= −I(α). (7)

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δούµε ότι για κάθε β ≤ x̄:

lim
n→∞

1
n

log P

(
1
n

n∑
i=1

Xi ≤ β

)
= −I(β). (8)

Αc συνοψίσουµε σ΄ αυτό το σηµείο µερικέc ιδιότητεc τηc I:

1. Η I είναι κάτω ηµισυνεχήc, δηl. xn → x ⇒ I(x) ≤ lim inf I(xn).

2. Η I είναι κυρτή.

3. I(x) ≥ 0.

4. I(x̄) = 0.

5. Η I(x) είναι φθίνουσα στο (−∞, x̄) και αύξουσα στο (x̄, +∞).
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Παρατήρηση: Αν και κάναµε την υπόθεση (2) για να απlουστεύσουµε την απόδειξη, τα αποτεlέσµατα

(7), (8), αllά και όlεc οι προηγούµενεc ιδιότητεc τηc I ισχύουν και χωρίc αυτήν. Επιπlέον είναι εύκοlο
να δει κανείc ότι αν η ανισότητα στην (2) ικανοποιείται για όlα τα λ σε µια περιοχή του µηδενόc, τότε
I(x) > 0, ∀x 6= x̄. (Για την ακρίβεια αν υπάρχει ε > 0 ώστε M(λ) < ∞, ∀λ ∈ [0, ε) τότε I(x) > 0
για κάθε x > x̄ και αντίστοιχα για λ ∈ (−ε, 0].) Αν η µ δεν έχει ούτε αυτή την ιδιότητα, αυτό που
µπορεί να συµβεί είναι η I να είναι µηδέν σε µια περιοχή του x̄ (ακόµη και σε όlο το R). Σ΄ αυτήν
την περίπτωση αν και οι (7), (8) ισχύουν δεν παρέχουν καµµιά πlηροφορία, αφού στην περίπτωση αυτή

η ταχύτητα σύγκlισηc είναι υποεκθετική. Τέlοc αν M(ε) < ∞ και M(−ε) < ∞ για κάποιο ε > 0
έχουµε

lim
|x|→∞

I(x) = +∞.

Πράγµατι, για κάθε N > 0 έχουµε

{x : I(x) ≤ N} ⊂
[
−N + log M(−ε)

ε
,
N + log M(ε)

ε

]
.

Askăseic

1. Αν η µ είναι Bernoulli(p), τότε I(x) = x log(x
p ) + (1 − x) log( 1−x

1−p ) αν x ∈ [0, 1], και I(x) = ∞
αν |x| > 1.

2. Αν η µ είναι εκθετική(γ), τότε I(x) = γx− log(γx)− 1 για x > 0, και I(x) = ∞ για x ≤ 0.

3. Αν η µ είναι Poisson(θ), τότε I(x) = θ − x− x log(x/θ) για x ≥ 0, και I(x) = ∞ για x < 0.

4. Αν η µ είναι N (0, σ2), τότε I(x) = x2/2σ2
.

5. Σ΄ ένα παιχνίδι η πιθανότητα νίκηc µαc είναι p < 1/2. Παίζουµε n φορέc αυτό το παιχνίδι µε τα
ενδεχόµενα νίκηc σε κάθε παιχνίδι ανεξάρτητα µεταξύ τουc. Αν Sn είναι το πlήθοc των νικών

µαc δείξτε ότι:

P(Sn ≥
n

2
) ≤

(
2
√

p(1− p)
)n

.

6. Αν α ∈ R, υποlογίστε το όριο:

lim
n→∞

1
n

log
[(

2n

n

)
+
(

2n

n + 1

)
α + . . . +

(
2n

2n

)
αn

]
.

Efarmogă: Η θεωρία των µεγάlων αποκlίσεων ξεκίνησε από προβlήµατα Στατιστικήc. Αc δούµε

lοιπόν σ΄ αυτό το σηµείο µια εφαρµογή του αποτεlέσµατοc που αποδείξαµε στον εlέγχο υποθέσεων. Αc

υποθέσουµε ότι παρατηρούµε µια ακοlουθία από ανεξάρτητεc ισόνοµεc τυχαίεc µεταβlητέc X1, X2, . . .,
των οποίων η κοινή κατανοµή είναι είτε µ είτε ν (µ 6= ν). ∆εν γνωρίζουµε όµωc ποιά από τιc δύο
και θέlουµε να αποφασίσουµε γιαυτό. Αν υπάρχουν ενδεχόµενα µε θετική πιθανότητα ωc προc το

ένα µέτρο αllά µηδενική ωc προc το άllο το πρόβlηµα είναι εύκοlο (γιατί;) Αc υποθέσουµε lοιπόν
επιπlέον ότι τα µ και ν είναι ισοδύναµα (µ ∼ ν), δηl.:

µ(A) = 0 ⇔ ν(A) = 0.

Από ένα κlασσικό θεώρηµα τηc θεωρίαc µέτρου (Radon-Nikodym) υπάρχει µια συνάρτηση f > 0, µε∫
f dµ = 1, ώστε ν(A) =

∫
A

f dµ. Αν τα µ, ν είναι διακριτέc κατανοµέc αυτό σηµαίνει ότι f(x) =
ν({x})/µ({x}) αν µ(x) 6= 0 και 1 διαφορετικά. Αν πάlι η µ έχει πυκνότητα g(x) και η ν έχει πυκνότητα
h(x), τότε f(x) = h(x)/g(x) αν g(x) 6= 0 και 1 διαφορετικά. Η συνάρτηση f ονοµάζεται στη Στατιστική
<<πιθανοφάνεια>>. Η απόφασή µαc δεδοµένων των X1, . . . , Xn είναι µια συνάρτηση Hn(X1, . . . , Xn) µε
τιµή µ είτε ν και η απόδοσή τηc εlέγχεται από τιc πιθανότητεc lάθουc:

an = µn(Hn = ν), bn = νn(Hn = µ).
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Αν δεν επιβάllουµε περιορισµούc στο an µπορούµε να κάνουµε το bn = 0 διαlέγονταc Hn = ν (οπότε
an = 1.) Συνήθωc lοιπόν διαlέγουµε ένα επίπεδο σφάlµατοc an και προσπαθούµε να εlαχιστοποιή-

σουµε το bn. Το κριτήριο που επιτυγχάνει αυτή τη βεlτιστοποίηση είναι το κριτήριο Neyman-Pearson
που περιγράφουµε παρακάτω. ΄Εστω

Sn =
1
n

n∑
j=1

log f(Xj)

και ένα <<κατώφlι>> γn. Το κριτήριο Neyman-Pearson ορίζει Hn(X1, . . . , Xn) = µ αν Sn ≤ γn, διαφορε-

τικά Hn(X1, . . . , Xn) = ν. Ορίζουµε τώρα

x̄0 =
∫

dµ log f(x) < log
(∫

dµf(x)
)

= log
∫

1 dν = 0

Η ανισότητα Jensen που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω είναι αυστηρή γιατί µ(f 6= 1) > 0. Οµοίωc:

x̄1 =
∫

dν log f(x) > − log
(∫

dν1/f(x)
)

= − log
∫

1 dµ = 0.

Lămma 2 Ο έlεγχοc Neyman-Pearson µε σταθερό κατώφlι γ ∈ (x̄0, x̄1) ικανοποιεί τα εξήc:

lim sup
n→∞

1
n

log an ≤ −Iµ(γ) < 0, lim
n→∞

1
n

log bn = −Iν(γ) = γ − Iµ(γ) < 0.

Apìdeixh: Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια των (3), (8) και τηc παρατήρησηc ότι (από την ανισότητα

Hölder)

Mµ(λ) =
∫

dµ[eλ log f ] =
∫

dµ[fλ] ≤ 1, ∀λ ∈ [0, 1]

και οµοίωc

Mν(λ) =
∫

dν[eλ log f ] =
∫

dν[(
1
f

)−λ] ≤ 1, ∀λ ∈ [−1, 0].

Συνεπώc Iµ(γ) > 0 εφόσον γ > x̄0 και Iν(γ) > 0 εφόσον γ < x̄1.

Lămma 3 (Stein) ΄Εστω bε
n το infimum των bn ανάµεσα σ΄ όlουc τουc εlέγχουc για τουc οποίουc

an < ε < 1. Τότε:

lim
n→∞

1
n

log bε
n = x̄0.

Apìdeixh: Θεωρούµε πρώτα έναν έlεγχο µε σταθερό γ > x̄0. Από το προηγούµενο lήµµα an < ε
για κατάllηlα µεγάlο n, εποµένωc

lim sup
n→∞

1
n

log bε
n ≤ lim

n→∞

1
n

log bn = γ − Iµ(γ) ≤ γ.

Εφόσον η παραπάνω εκτίµηση ισχύει για οποιοδήποτε γ > x̄0 έχουµε

lim sup
n→∞

1
n

log bε
n ≤ x̄0.

Για την αντίστροφη ανισότητα αρκεί να υποθέσουµε ότι x̄0 > −∞. Επίσηc µπορούµε να υποθέσουµε
ότι τα κατώφlια γn ικανοποιούν lim inf γn ≥ x̄0, διαφορετικά από το νόµο των µεγάlων αριθµών θα

είχαµε lim sup an = 1. ΄Εχουµε τώρα για κάθε δ > 0 και κατάllηlα µεγάlο n:

1
n

log bn =
1
n

log Pν(Sn ≤ γn) =
1
n

log Eµ(enSnχ(Sn ≤ γn))

≥ 1
n

log Eµ(enSnχ(x̄0 − δ ≤ Sn ≤ γn))

≥ x̄0 − δ +
1
n

log Pµ(Sn ∈ [x̄0 − δ, γn]).
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Από τον ασθενή νόµο των µεγάlων αριθµών και το γεγονόc ότι an < ε όµωc έχουµε

lim inf
n→∞

Pµ(Sn ∈ [x̄0 − δ, γn]) > 1− ε,

οπότε

lim inf
1
n

log bn ≥ x̄0 − δ.

Από την βεlτιστότητα των εlέγχων Neyman-Pearson και παίρνονταc δ → 0 lαµβάνουµε το ζητούµενο.
2

Τα αποτεlέσµατα στη θεωρία των µεγάlων αποκlίσεων διατυπώνονται συνήθωc µ΄ ένα συγκεκριµένο

τρόπο που περιγράφουµε παρακάτω. Αc πούµε lοιπόν πωc έχουµε µια οικογένεια (Borel) µέτρων
πιθανότηταc {µε} σ΄ έναν (πlήρη διαχωρίσιµο µετρικό) χώρο X, που <<συγκεντρώνονται>> στο σηµείο
x0 ∈ X (συµβοlίζουµε µε ⇒ δx0), µε την έννοια του ότι αν x0 /∈ Ā τότε µε(A) → 0 καθώc ε → 0. Θα
µαc ενδιέφερε να µεlετήσουµε την ταχύτητα σύγκlισηc, ιδιαίτερα δε να εξετάσουµε αν είναι εκθετική

και να υποlογίσουµε εκφράσειc όπωc:

lim sup
ε→0

ε log µε(A), lim inf
ε→0

ε log µε(A).

Orismìc: Θα lέµε ότι η {µε} ακοlουθεί την arqă thc megĹlhc apìklishc (LDP) µε sunĹrthsh
taqÔthtac I αν:
α) Η I : X 7→ [0,∞] είναι µια κάτω ηµισυνεχήc συνάρτηση.
β) Για κάθε ανοικτό σύνοlο G ⊂ X έχουµε:

lim inf
ε→0

ε log µε(G) ≥ − inf
x∈G

I(x). (9)

γ) Για κάθε κlειστό σύνοlο C ⊂ X έχουµε:

lim sup
ε→0

ε log µε(C) ≤ − inf
x∈C

I(x). (10)

Είναι εύκοlο να δούµε ότι οι (9),(10) µπορούν να αντικατασταθούν από την:

− inf
x∈Å

I(x) ≤ lim inf
ε→0

ε log µε(A) ≤ lim sup
ε→0

ε log µε(A) ≤ − inf
x∈Ā

I(x),

για κάθε Borel σύνοlο A.

’Askhsh: ΄Εστω ότι η {µε} ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc I. ∆είξτε ότι inf I(x) = 0.
∆είξτε τώρα ότι αν τα µε ⇒ δx0 τότε I(x0) = 0.

Το θεώρηµα του Cramér περιγράφει τιc µεγάlεc αποκlίσειc από το νόµο των µεγάlων αριθµών για την
κατανοµή µn του µέσου όρου µιαc ακοlουθίαc ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβlητών.

Jeÿrhma 1 (Cramér): Η κατανοµή µn του n−1
∑n

i=1 Xi ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτη-
ταc:

I(x) = sup
λ

(λx− log M(λ)).

Apìdeixh: Η απόδειξη έχει ουσιαστικά δοθεί µε τιc (7), (8) και το lήµµα 1. ΄Εστω F ένα κlειστό
υποσύνοlο του R. Αν x̄ ∈ F η (10) ικανοποιείται αφού I(x̄) = 0. Αν x̄ /∈ F , και (β, α) η συνεκτική
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συνιστώσα του F c
που περιέχει το x̄ τότε η (10) προκύπτει είτε άµεσα από τιc (7), (8), όταν το (β, α)

είναι άπειρο είτε ωc ακοlούθωc:

lim sup
n→∞

1
n

log µn(F ) ≤ lim sup
n→∞

1
n

log µn((−∞, β] ∪ [α, +∞))

= −min{I(β), I(α)}
= − inf

x∈F
I(x),

από την ιδιότητα 5 τηc συνάρτησηc ταχύτηταc και το γεγονόc ότι β, α ∈ F .
Αν τώρα U είναι ένα ανοικτό υποσύνοlο του R και x ∈ U θεωρούµε δ > 0 ώστε (x − δ, x + δ) ⊂ U
και από το lήµµα 1:

lim inf
1
n

log µn(U) ≥ lim inf
1
n

log µn(x− δ, x + δ) ≥ −I(x).

Μεγιστοποιώνταc για x ∈ U το δεξί σκέlοc και lαµβάνουµε την (9).
2

Παρατήρηση: Το θεώρηµα του Cramér γενικεύεται στον Rd
. Ορίζουµε την M : Rd → [0,∞] ωc εξήc:

M(λ) =
∫

eλ·x dµ(x).

Αν M(λ) < ∞ για κάθε λ µε |λ| < ε η συνάρτηση ταχύτηταc I που εlέγχει τιc µεγάlεc αποκlίσειc
τηc κατανοµήc του µέσου όρου ανεξάρτητων τυχαίων διανυσµάτων από το νόµο των µεγάlων αριθµών

δίνεται από την:

I(x) = sup
λ∈Rd

(λ · x− log M(λ)).

Ακόµη κι αν η M δεν ικανοποιεί ούτε αυτή τη συνθήκη πάlι µπορεί να αποδειχθεί ότι για κάθε ανοικτό

κυρτό A ⊂ Rd
ισχύει:

lim
n→∞

1
n

log µn(A) = − inf
x∈A

I(x).

2 MegĹlec apoklÐseic gia exarthmènec tuqaÐec metabl-

htèc

Μια προσεκτική µατιά στην απόδειξη του θεωρήµατοc του Cramér θα σαc πείσει ότι η ανεξαρτησία των
X1, . . . , Xn δεν χρησιµοποιείται και τόσο αποφασιστικά. Μαc βοήθησε να υποlογίσουµε την έκφραση

Mn(nλ) = E
[
eλ·

Pn
i=1 Xi

]
=
∫

enλ·x dµn(x).

Τι γίνεται όµωc αν µπορούµε να υποlογίσουµε το όριο:

Λ(λ) = lim
n→∞

1
n

log Mn(nλ)

µε κάποιον άllο τρόπο; Επίσηc χρησιµοποιήσαµε την ανεξαρτησία στην απόδειξη του κάτω φράγµατοc
όπου επικαlεστήκαµε το κεντρικό οριακό θεώρηµα για να αποδείξουµε ότι η P∗ πιθανότητα ενόc ενδε-
χοµένου είναι φραγµένη µακριά από το µηδέν. Θα δούµε παρακάτω ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

το άνω φράγµα των µεγάlων αποκlίσεων για να δείξουµε ότι η πιθανότητα του συµπlηρώµατόc του

τείνει στο µηδέν. Σαν εφαρµογή θα µεlετήσουµε µεγάlεc αποκlίσειc µαρκοβιανών αlυσίδων.
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Jeÿrhma 2 (Gärtner-Ellis) ΄Εστω ότι το όριο

Λ(λ) = lim
ε→0

εΛε(
λ

ε
) = lim

ε→0
ε log

∫
e

λ·x
ε dµε(x) (11)

υπάρχει για κάθε λ ∈ Rd
και είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση του λ. Τότε η µε ακοlουθεί την LDP µε

συνάρτηση ταχύτηταc

I(x) = sup
λ

(λ · x− Λ(λ)).

Παρατήρηση: Η I είναι κάτω ηµισυνεχήc σαν supremum συνεχών συναρτήσεων. Είναι επίσηc κυρτή
σαν supremum γραµµικών συναρτήσεων και µη αρνητική αφού Λ(0) = 0. Μια και δουlεύουµε στον Rd

όµωc θα χρειαστεί να διαφοροποιήσουµε την απόδειξη του άνω φράγµατοc (10) αφού δεν µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε το επιχείρηµα µε τη µονοτονικότητα τηc I. Επιπlέον θα υποθέσουµε ότι για κάθε
x ∈ Rd

υπάρχει λ∗ ∈ Rd
ώστε I(x) = λ∗ ·x−Λ(λ∗) (και θα περιγράψουµε σε µια άσκηση που ακοlουθεί

πώc µπορούµε να χειριστούµε τη γενική περίπτωση.) Η απόδειξη του θεωρήµατοc θα βασιστεί σε µια

σειρά από lήµµατα.

Lămma 4 Αν η {µε} ικανοποιεί τιc συνθήκεc του θεωρήµατοc 2 τότε για κάθε συµπαγέc σύνοlο K

lim sup
ε→0

ε log µε(K) ≤ − inf
x∈K

I(x) (12)

Apìdeixh: ΄Εστω x ∈ K, λ ∈ Rd
ώστε I(x) = λ · x− Λ(λ). ∆οθέντοc δ > 0 θεωρούµε µια σφαίρα

Ux µε κέντρο το x και ακτίνα ρ ώστε |λ|ρ ≤ δ.

µε(Ux) ≤ e
−λ·x+|λ|ρ

ε

∫
Ux

e
λ·y

ε dµε(y).

Εποµένωc,

lim sup
ε→0

ε log µε(Ux) ≤ −λ · x + |λ|ρ + Λ(λ) = −I(x) + δ.

Η ένωση όlων των Ux για x ∈ K είναι µια ανοικτή κάlυψη του K. ∆ιαlέγουµε lοιπόν x1, . . . , xN

ώστε K ⊂
⋃N

i=1 Uxi
, και έχουµε:

lim sup
ε→0

ε log µε(K) ≤ lim sup
ε→0

(Nε + max
1≤i≤N

ε log µε(Uxi))

≤ δ − min
1≤i≤N

I(xi) ≤ δ − inf
x∈K

I(x).

Εφόσον αυτό ισχύει για κάθε δ > 0 ο ισχυρισµόc του lήµµατοc είναι αlηθήc.
2

Orismìc: Μια οικογένεια µέτρων πιθανότηταc {µε} ονοµάζεται ekjetikĹ isosumpagăc (exponentially
tight) αν για κάθε L > 0 υπάρχει ένα συµπαγέc σύνοlο KL ώστε:

lim sup
ε→0

ε log µε(Kc
L) < −L.

Lămma 5 Αν

lim sup
ε→0

ε log µε(C) ≤ − inf
x∈C

I(x) (13)

για κάθε συµπαγέc σύνοlο C και η {µε} είναι εκθετικά ισοσυµπαγήc τότε η (13) ικανοποιείται για κάθε
κlειστό σύνοlο C.
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Apìdeixh: Για κάθε L > 0 θεωρούµε συµπαγέc KL όπωc στον προηγούµενο ορισµό. Το C είναι
κlειστό άρα το C ∩KL είναι συµπαγέc. ΄Ετσι,

lim sup
ε→0

ε log µε(C) ≤ max{lim sup
ε→0

ε log µε(C ∩KL), lim sup
ε→0

ε log µε(Kc
L)}

≤ max{− inf
x∈C∩KL

I(x),−L}

≤ max{− inf
x∈C

I(x),−L}.

Αφήνουµε τώρα το L →∞ για να οlοκlηρώσουµε την απόδειξη.
2

Lămma 6 Αν Λ(λ) < ∞ για λ = ±e1, . . . ,±ed τότε η {µε} είναι εκθετικά ισοσυµπαγήc.

Apìdeixh: Αν KL =
⋂d

i=1{−L ≤ xi ≤ L} είναι εύκοlο να δούµε ότι:

lim sup
ε→0

ε log µε(Kc
L) < −L + max

1≤i≤d
Λ(±ei).

2

Από τα τρία προηγούµενα lήµµατα έχουµε ότι το άνω φράγµα (10) ικανοποιείται για κάθε κlειστό

σύνοlο C. Αποδεικνύουµε και το κάτω φράγµα στο επόµενο lήµµα:

Lămma 7 Αν η {µε} ικανοποιεί τιc συνθήκεc του θεωρήµατοc 2 τότε για κάθε ανοικτό σύνοlο G
έχουµε:

lim inf
ε→0

ε log µε(G) ≥ − inf
x∈G

I(x)

Apìdeixh: ΄Οπωc και για το θεώρηµα του Cramér αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε σφαίρα Bδ(x) µε
κέντρο το x και ακτίνα δ > 0

lim inf
ε→0

ε log µε(Bδ(x)) ≥ −I(x).

΄Εστω λ∗ ώστε I(x) = λ∗ · x− Λ(λ∗). Ορίζουµε τα νέα µέτρα πιθανότηταc µ∗ε ωc εξήc:

dµ∗ε(y) = exp
(

λ∗ · y
ε

− Λε(
λ∗

ε
)
)

dµε(y)

΄Οπωc και στο προηγούµενο κεφάlαιο έπειτα από µερικούc υποlογισµούc έχουµε ότι για κάθε 0 < ρ < δ:

lim inf
ε→0

ε log µε(Bδ(x)) ≥ lim inf
ε→0

(
εΛε(

λ∗

ε
)− λ∗ · x− |λ∗|ρ + ε log µ∗ε(Bρ(x))

)
(14)

= −I(x)− |λ∗|ρ + lim inf
ε→0

ε log µ∗ε(Bρ(x)). (15)

Τα µ∗ε όµωc ικανοποιούν τιc συνθήκεc του θεωρήµατοc 2 όπωc µπορείτε εύκοlα να διαπιστώσετε και

Λ∗(λ) = Λ(λ∗ + λ)− Λ(λ∗),

οπότε και

I∗(y) = I(y)− λ∗ · y + Λ(λ∗) ≥ Λ(λ∗)− Λ(λ∗ + δz) + δz · y.

Αν lοιπόν I∗(y) = 0 τότε διαιρώνταc µε δ και παίρνονταc δ → 0 έχουµε ότι για κάθε z ∈ Rd :

z · (y −∇Λ(λ∗)) ≤ 0.

Τούτο µπορεί µόνο να συµβεί αν y = ∇Λ(λ∗) = x. Χρησιµοποιώνταc το άνω φράγµα του θεωρήµατοc 2
για τα µ∗ε έχουµε ότι µ

∗
ε(B

c
ρ(x)) → 0 και συνεπώc ε log µ∗ε(Bρ(x)) → 0. Παίρνονταc τώρα ρ → 0 στην
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(15) οlοκlηρώνουµε την απόδειξη του lήµµατοc και του θεωρήµατοc 2.

2

’Askhsh: Θα δούµε εδώ πώc µπορούµε να παρακάµψουµε την υπόθεση ότι το supremum στον ορισµό
τηc I επιτυγχάνεται σε πεπερασµένο λ∗. Στη γενική περίπτωση θεωρήστε τα µέτρα πιθανότηταc µ̃ε =
µε ∗ νεδ, όπου νεδ = N (0, εδId). (Αν ε = n−1

και µn είναι η κατανοµή του µέσου όρου των τυχαίων

µεταβlητών X1, . . . , Xn αυτό ισοδυναµεί µε το να θεωρήσουµε ανεξάρτητεc (από τιc Xi και µεταξύ

τουc) τυχαίεc µεταβlητέc Yi µε κατανοµή N (0, δ) και να µεlετήσουµε το µέσο όρο των X̃i = Xi + Yi.

Η τεχνική αυτή ονοµάζεται οµαlοποίηση.)∫
eλ·x dµ̃ε =

∫ ∫
eλ·(x+y) dµε(x) dνεδ(y)

συνεπώc Λ̃(λ) = Λ(λ) + δ|λ|2/2. Το supremum στον ορισµό τηc Ĩ lαµβάνεται σε πεπερασµένο σηµείο
και άρα η απόδειξή µαc είναι εντάξει. ∆είτε τώρα ότι από τα (9) και (10) για τα µ̃ε µπορούµε να

συνάγουµε τιc ίδιεc ανισότητεc για τα µε παίρνονταc δ → 0.

Αξίζει να δούµε πώc µεταφράζεται το θεώρηµα Gärtner-Ellis στην περίπτωση που µn είναι η

κατανοµή του µέσου όρου τυχαίων µεταβlητών -όχι κατ΄ ανάγκη ανεξάρτητων.

Pìrisma 1 Αν το όριο

Λ(λ) = lim
n→∞

1
n

log
∫

enλ·x dµn(x) = lim
n→∞

1
n

log E
(
eλ·(X1+...+Xn)

)
υπάρχει και είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση του λ τότε η {µn} ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση
ταχύτηταc:

I(x) = sup
λ∈Rd

(λ · x− Λ(λ)).

Ειδικώτερα, αν infx∈Å I(x) = infx∈Ā I(x) = c(A) τότε

lim
n→∞

1
n

log P
(

X1 + X2 + . . . + Xn

n
∈ A

)
= −c(A).

’Askhsh: Μια ανέlιξη διακριτού χρόνου ονοµάζεται stĹsimh αν για κάθε k ∈ Z και n ∈ N η κατανοµή
του διανύσµατοc (X1, . . . , Xn) είναι ίδια µε αυτήν του διανύσµατοc (Xk+1, . . . , Xk+n). Μια ανέlιξη
ονοµάζεται ανέlιξη Gauss αν για κάθε k η κατανοµή του (X1, . . . , Xk) είναι κανονική. ΄Εστω lοιπόν
µια στάσιµη πραγµατική ανέlιξη Gauss µε E(Xi = 0) και ακοlουθία συσχετίσεων ρi = E(XnXn+i).
Η <Éσχύc >> τηc ορίζεται ωc:

P = lim
n→∞

n∑
i=−n

(1− |i|
n

)ρi.

∆είξτε ότι αν η ισχύc τηc είναι πεπερασµενη, τότε η κατανοµή του µέσου όρου των {X1, . . . , Xn}
ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc I(x) = x2/2P.

Efarmogă: Μεγάlεc αποκlίσειc για προσθετικά συναρτησοειδή µαρκοβιανών αlυσίδων.

΄Εστω X0, X1, . . . µια µαρκοβιανή αlυσίδα σ΄ ένα πεπερασµένο χώρο V µε πίνακα µετάβασηc Π =
(π(x, y))(x,y)∈V 2 και f µια συνάρτηση f : V → Rd

. Θα υποθέσουµε ότι ο Π είναι ανάγωγοc, δηlαδή
για κάθε x, y ∈ V υπάρχουν y1, . . . , yk ∈ V ώστε π(x, y1) > 0, . . . , π(yk, y) > 0. Αυτό σηµαίνει ότι η
µαρκοβιανή αlυσίδα µπορεί να πάει από οποιαδήποτε κατάσταση σε οποιαδήποτε άllη σε πεπερασµένο

αριθµό βηµάτων. Θα χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα Gärtner-Ellis για να δείξουµε ότι ο εµπειρικόc
µέσοc όροc τηc f :

Sn =
1
n

n∑
i=1

f(Xi)
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ακοlουθεί την LDP και θα υποlογίσουµε τη συνάρτηση ταχύτηταc. Πράγµατι αρκεί να υποlογίσουµε
το όριο:

Λ(λ) = lim
n→∞

1
n

log Ex

(
exp(λ ·

n∑
i=1

f(Xi))

)
,

και να δείξουµε ότι είναι πεπερασµένη και παραγωγίσιµη συνάρτηση του λ. ΄Εχουµε lοιπόν:

Ex

(
exp(λ ·

n∑
i=1

f(Xi))

)
=

∑
v1,...,vn∈V

exp(λ ·
n∑

i=1

f(vi))Px(X1 = v1, . . . , Xn = vn)

=
∑

v1,...,vn∈V

n∏
i=1

π(vi−1, vi) exp(λ · f(vi))

=
∑
y∈V

(Πλ)n(x, y),

όπου Πλ είναι ο πίνακαc µε στοιχεία πλ(x, y) = π(x, y)eλ·f(y)
, ενώ χρησιµοποιήσαµε τη σύµβαση

v0 = x. Φυσικά ο πίνακαc Πλ είναι και αυτόc ανάγωγοc έτσι από το θεώρηµα Perron-Frobenius έχει
µια πραγµατική απlή ιδιοτιµή ρ(λ) > 0 ώστε για κάθε άllη ιδιοτιµή γ του Πλ έχουµε |γ| < ρ(λ) ενώ
το ιδιοδιάνυσµα u που αντιστοιχεί στην λ έχει αυστηρά θετικέc συντεταγµένεc. ΄Εχουµε τώρα:∑

y∈V

(Πλ)n(x, y) ≤
∑
y∈V

(Πλ)n(x, y)
u(y)

infz∈V u(z)
=

ρn(λ)u(x)
infz∈V u(z)

.

Οµοίωc: ∑
y∈V

(Πλ)n(x, y) ≥
∑
y∈V

(Πλ)n(x, y)
u(y)

supz∈V u(z)
=

ρn(λ)u(x)
supz∈V u(z)

.

οπότε Λ(λ) = ρ(λ) < ∞. Επιπlέον, η Λ είναι παραγωγίσιµη αφού οι συντεlεστέc του χαρακτηριστικού
ποlυωνύµου του Πλ είναι οµαlέc συναρτήσειc του λ και η ρ(λ) είναι αποµονωµένη ρίζα (θεώρηµα
πεπlεγµένηc συνάρτησηc). Εποµένωc από το θεώρηµα Gärtner-Ellis έχουµε:

Jeÿrhma 3 Η κατανοµή του εµπειρικού µέσου τηc f :

Sn =
1
n

n∑
i=1

f(Xi)

ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc I(x) = supλ∈Rd(λ · x− log ρ(λ)).

’Askhsh: Αν διαlέξουµε f : V → {0, 1}|V | µε f(x) = (δy1(x), δy2(x), . . . , δy|V |(x)), τότε το Sn είναι

είναι ένα µέτρο στον V που ονοµάζουµε <áµπειρική κατανοµή τηc αlυσίδασ>>:

Sn(x) =
Αριθµόc επισκέψεων στην κατάσταση x µέχρι το χρόνο n

n
.

Γράφουµε u >> 0 αν u(x) > 0,∀x ∈ V . Τότε η συνάρτηση ταχύτηταc δίνεται από τη µεταβοlική
σχέση:

I(µ) = sup
u>>0

∫
log
(

u(x)
(uΠ)(x)

)
dµ(x).
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3 To lămma tou Varadhan

Στον υποlογισµό οlοκlηρωµάτων, ποlύ µεγάlεc τιµέc που lαµβάνονται σ΄ ένα <<µικρό>> µέροc του

χώρου µαc παίζουν συχνά καθοριστικό ρόlο στη συµπεριφορά του οlοκlηρώµατοc. Στο κεφάlαιο

αυτό θα δείξουµε άllη µια εφαρµογή τηc θεωρίαc των µεγάlων αποκlίσεων στη ασυµπτωτική µεlέτη

οlοκlηρωµάτων. Το επόµενο lήµµα (που οφείlεται στον Laplace) δεν είναι δύσκοlο να αποδειχθεί:

Lămma 8 (Laplace): Αν η f είναι µια συνεχήc συνάρτηση ορισµένη στο [0,1] τότε:

lim
ε→0

ε log
∫ 1

0

e
f(x)

ε dx = sup
x∈[0,1]

f(x).

Το επόµενο lήµµα γενικεύει το προηγούµενο αποτέlεσµα στην περίπτωση που τα οlοκlηρώµατα δεν

υποlογίζονται ωc προc το ίδιο µέτρο, αllά ωc προc µια οικογένεια µέτρων που ακοlουθεί την (LDP).
Μια συνάρτηση ταχύτηταc I χαρακτηρίζεται <<καlή>> αν για κάθε M > 0 τα σύνοlα ΨI(M){x : I(x) ≤
M} είναι συµπαγή.

Lămma 9 (Varadhan): ΄Εστω οικογένεια µέτρων πιθανότηταc {µε} που ακοlουθεί την (LDP) µε
µια <<καlή>> συνάρτηση ταχύτηταc I και Φ µια άνω φραγµένη συνεχήc συνάρτηση στον X. Τότε:

lim
ε→0

ε log
∫

e
Φ(x)

ε dµε(x) = sup
x∈X

(Φ(x)− I(x)).

Apìdeixh 1.Κάτω φράγµα: Από τη συνέχεια τηc Φ για κάθε x ∈ X και δ > 0 υπάρχει περιοχή Ux

του x τέτοια ώστε: Φ(y) > Φ(x)− δ, για κάθε y ∈ Ux. ΄Ετσι,∫
e

Φ(y)
ε dµε(y) ≥

∫
Ux

e
Φ(y)

ε dµε(y) ≥ e
Φ(x)−δ

ε µε(Ux).

Εποµένωc,

lim inf
ε→0

ε log
∫

e
Φ(y)

ε dµε(y) ≥ Φ(x)− δ − inf
Ux

I(y) ≥ Φ(x)− I(x)− δ.

Παίρνονταc δ → 0 και το supremum για x ∈ X στο δεξί σκέlοc, έχουµε το κάτω φράγµα.
2. ΄Ανω φράγµα: Για κάθε x ∈ X υπάρχει (από τη συνέχεια τηc Φ και την κάτω ηµισυνέχεια τηc I)
περιοχή Ux 3 x ώστε

Φ(y) < Φ(x) + δ και I(y) > I(x)− δ, για κάθε y ∈ Ūx.

Για κάθεM > 0 το σύνοlο ΨI(M) είναι συµπαγέc και η ∪x∈ΨI(M)Ux είναι µια ανοικτή κάlυψή του. Αc

θεωρήσουµε lοιπόν µια πεπερασµένη υποκάlυψη {Uxi
}1≤i≤N και το κlειστό σύνοlο F = (∪N

i=1Uxi
)c
.∫

e
Φ(y)

ε dµε(y) =
N∑

i=1

∫
Uxi

e
Φ(y)

ε dµε(y) +
∫

F

e
Φ(y)

ε dµε(y)

≤
N∑

i=1

µε(Uxi
) exp

(
Φ(xi) + δ

ε

)
+ µε(F ) exp

(
supΦ

ε

)
Από το άνω φράγµα των ανισοτήτων των µεγάlων αποκlίσεων (10) lοιπόν:

lim sup
ε→0

ε log
∫

e
Φ(y)

ε dµε(y) ≤ max{Φ(xi) + δ − inf
Ūxi

I(y), (supΦ− inf
x∈F

I(x))}

≤ max{Φ(xi)− I(xi) + 2δ, (supΦ−M)}
≤ max{sup

x∈X
(Φ(x)− I(x)), supΦ−M}+ 2δ.
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Αφήνουµε τώρα το δ να πάει στο 0 και το M στο άπειρο και η απόδειξη οlοκlηρώθηκε.

2

Είναι ενδιαφέρον οτι ισχύει και το αντίστροφο του παραπάνω lήµµατοc:

Lămma 10 (Bryc): ΄Εστω οικογένεια µέτρων πιθανότηταc {µε} εκθετικά ισοσυµπαγήc, και το όριο

Λ(f) = lim
ε→0

ε log
∫

e
f(x)

ε dµε

υπάρχει για κάθε f ∈ Cb(X). Τότε η {µε} ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc:

I(x) = sup
f∈Cb(X)

(f(x)− Λ(x)).

Στην απόδειξη του lήµµατοc 1 είπαµε πωc µε την αllαγή µέτρου ώστε το x να είναι η µέση τιµή
τηc νέαc κατανοµήc καταστήσαµε τυπική την προηγουµένωc άτυπη συµπεριφορά (σύγκlιση του µέσου

όρου στο x.) Το γιατί όµωc από όlεc τιc κατανοµέc µε µέση τιµή x διαlέξαµε τη συγκεκριµένη
παραµένει ανεξήγητο. Αυτό θα προσπαθήσουµε να καταlάβουµε στην επόµενη διάlεξη, στην οποία θα

µεlετήσουµε το θεώρηµα του Sanov. Σαν προεργασία όµωc προσπαθήστε να αποδείξετε ότι:

I(x) = infR
ydν(y)=x

H(ν|µ),

όπου H(ν|µ) είναι η sqetikă entropÐa τηc κατανοµήc ν ωc προc την κατανοµή µ που ορίζεται ωc εξήc:

H(ν|µ) =

{∫
f log f dµ , αν dν = fdµ και ν(R) = 1,

∞ , διαφορετικά.

(Η H(·|µ) είναι κυρτή συνάρτηση.) Θα δείτε ότι η καινούργια κατανοµή που χρησιµοποιήσαµε είναι το
µέτρο στο οποίο επιτυγχάνεται το εlάχιστο στο παραπάνω µεταβοlικό πρόβlηµα.

4 To jeÿrhma tou Sanov kai h arqă thc sustolăc

Αc ξαναγυρίσουµε στην κατάσταση όπου οι X1, X2, . . . είναι ανεξάρτητεc ισόνοµεc τυχαίεc µεταβlητέc
µε κοινή κατανοµή µ. Ορίζουµε:

νn =
1
n

n∑
i=1

δXi .

Η νn είναι µια τυχαία µεταβlητή µε τιµέc στο σύνοlοM1 των µέτρων πιθανότηταc ορισµένων στον R.
Μπορούµε να δούµε τον M1 σαν υποσύνοlο του χώρου M των πεπερασµένων µέτρων στον R. Αν
Cb(R) είναι ο χώροc των συνεχών φραγµένων συναρτήσεων στον R τότε από ένα γνωστό θεώρηµα
(Riesz) τηc Συναρτησιακήc Ανάlυσηc οM είναι ο δυðκόc του Cb(R) και αν εφοδιάσουµε τονM µε την

w∗
-τοποlογία, έχουµεM∗ = Cb(R). Κατ΄ αναlογία µε την συζήτησή µαc για το θεώρηµα Gärtner-Ellis

υποlογίζουµε για κάθε f ∈ Cb(R) την:

Λ(f) = lim
n→∞

1
n

log E
(
en〈f,νn〉

)
= log

∫
ef(x) dµ(x).

Μάlιστα η Λ : M∗ → R είναι (Gateaux)-παραγωγίσιµη:

δgΛ(f) =
d

dε
Λ(f + εg)

∣∣∣∣
ε=0

=
∫

gefdµ∫
efdµ

.
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Από µια επέκταση του θεωρήµατοc Gärtner-Ellis (που δεν θα δείξουµε εδώ) έχουµε ότι η κατανοµή
των νn ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc:

I(ν) = sup
f∈Cb(R)

(〈f, ν〉 − log
∫

ef dµ). (16)

Lămma 11 I(ν) = H(ν|µ).

Apìdeixh: Για να δείξουµε ότι I(ν) ≤ H(ν|µ) αρκεί να θεωρήσουµε ν τέτοιο ώστε H(ν|µ) < ∞,
οπότε dν = hdµ, µε

∫
hdµ = 1. Από τη στοιχειώδη ανισότητα xy ≤ y log y + ex−1

(οι xlogx και ex−1

είναι ζευγάρι µετασχηµατισµού Legendre) έχουµε για κάθε f ∈ Cb(R) :

〈f, ν〉 ≤
∫

h log h dµ +
∫

ef−1 dµ,

άρα εφαρµόζονταc την ανισότητα για f − c, όπου c ∈ R παίρνουµε:

〈f, ν〉 = 〈f − c, ν〉+ c ≤
∫

h log h dµ + e−(1+c)

∫
ef dµ + c.

Εlαχιστοποιώνταc το δεξί σκέlοc ωc προc c τέlοc, lαµβάνουµε

〈f, ν〉 ≤ H(ν|µ) + log
∫

ef dµ.

Η παραπάνω ισχύει για κάθε f ∈ Cb(R) άρα I(ν) ≤ H(ν|µ).
Αντικαθιστώνταc την f µε f + c στην (16) εύκοlα βlέπουµε ότι H(ν|µ) = ∞, αν ν(R) 6= 1. Οµοίωc
αν µ(A) = 0 αllά ν(A) > 0, παίρνουµε στην (16) f = cχ(A) και κατόπιν c →∞. Τέlοc αν dν = hdµ
προσεγγίζουµε την log(h) µε συνεχείc και φραγµένεc συναρτήσειc.
2

Συνοψίζονταc, µπορούµε να διατυπωσουµε το ακόlουθο θεώρηµα.

Jeÿrhma 4 (Sanov):

− inf
ν∈Γ̊

H(ν|µ) ≤ lim inf
n→∞

1
n

log P(νn ∈ Γ) ≤ lim sup
n→∞

1
n

log P(νn ∈ Γ) ≤ − inf
ν∈Γ̄

H(ν|µ).

Θα κlείσουµε αυτέc τιc διαlέξειc επιστρέφονταc εκεί απ΄ όπου αρχίσαµε, στο θεώρηµα του Cramér.
Παρατηρήστε:

Sn =
X1 + X2 + . . . + Xn

n
= 〈i, νn〉,

όπου i(x) = x είναι η ταυτοτική συνάρτηση. Η αρχή τηc συστοlήc περιγράφει πώc µετασχηµατίζεται η
αρχή τηc µεγάlηc απόκlισηc από συνεχείc συναρτήσειc:

Jeÿrhma 5 Arqă thc sustolăc: Αν η οικογένεια µέτρων πιθανότηταc {µε} στο χώρο X
ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc I και f είναι µια συνεχήc συνάρτηση f : X → Y , τότε η
οικογένεια {µε ◦ f−1} ακοlουθεί την LDP µε συνάρτηση ταχύτηταc

I ′(y) = inf{I(x) : y = f(x)}.

Η απόδειξη είναι στην ουσία ταυτοlογία, δοκιµάστε να την γράψετε. Το θεώρηµα του Cramér προκύπτει
ευριστικά από το θεώρηµα του Sanov χρησιµοποιώνταc την αρχή τηc συστοlήc µε f : M1(R) → R
ώστε f(ν) = 〈i, ν〉. Βέβαια, η f ∆ΕΝ είναι συνεχήc συνάρτηση, µπορούµε όµωc να αποκόψουµε την
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ταυτοτική συνάρτηση σε κάποιο πεπερασµένο επίπεδο, και ν΄ αφήσουµε στη συνέχεια αυτό να τείνει στο

άπειρο, παίρνονταc το θεώρηµα του Cramér µε συνάρτηση ταχύτηταc:

I(x) = inf
ν:

R
ydν(y)=x

H(ν|µ).

Αυτόc είναι και ο lόγοc που επέβαlε τη συγκεκριµένη αllαγή µέτρου στην απόδειξή µαc. Η εντροπία

εlέγχει τιc µεγάlεc αποκlίσειc σ΄ ένα ψηlότερο επίπεδο- αυτό των εµπειρικών µέτρων. Θέlαµε την

κατανοµή µε µέση τιµή x και την εlάχιστη εντροπία ωc προc την αρχική κατανοµή.
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