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Θέµα 1. (µονάδες 4.0) 
Η χρονική εξέλιξη της πυκνότητας x του πληθυσµού των θηραµάτων και της πυκνότητας y του 
πληθυσµού των κυνηγών τους, σε µια δασική περιοχή, περιγράφεται από το αυτόνοµο σύστηµα 
εξισώσεων 
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α) Να προσδιοριστούν όλα τα κρίσιµα σηµεία του συστήµατος. [µονάδες: 1.0] 
β) Εφαρµόζοντας ανάλυση γραµµικής ευστάθειας, προσδιορίστε το είδος κάθε κρίσιµου σηµείου για το 

γραµµικοποιηµένο σύστηµα και χαρακτηρίστε την ευστάθεια του. Τι συµπεράσµατα µπορείτε να 
εξάγετε για το είδος και την ευστάθεια κάθε κρίσιµου σηµείου για το µη-γραµµικό σύστηµα;  

[µονάδες: 2.0] 
γ) Εξηγήστε αν µπορεί να συµβεί ή όχι καθένα από τα παρακάτω γεγονότα, όταν t →∞ : 

i) εξαφάνιση των θηραµάτων κατά την πλήρη απουσία κυνηγών, 
ii) επιβίωση των κυνηγών κατά την πλήρη απουσία θηραµάτων, 
iii) εξαφάνιση και των δύο ξεκινώντας από µη-µηδενικές αρχικές τιµές x, y, 
iv) επιβίωση και των δύο ξεκινώντας από µη-µηδενικές αρχικές τιµές x, y.  [µονάδες: 1.0] 

 
Θέµα 2. (µονάδες 3.5) 
α) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς k για την οποία το πεδίο δυνάµεων που ορίζεται από τη σχέση 

( ) ( ) ( )3 2 21 2 33 e 3 3 exz xzz kxy x y x= + + +F e e e  είναι συντηρητικό, και να βρείτε την αντίστοιχη 

συνάρτηση δυναµικού ( , , )V x y z . Επίσης, υπολογίστε το έργο που παράγεται από το πεδίο F  κατά 
την κίνηση ενός σωµατιδίου από το σηµείο Α(2,−3,1) στο Β(−1,1, −2). [µονάδες: 2.0] 

β) Να βρείτε την εξίσωση διασποράς, καθώς και την ταχύτητα φάσεως και ταχύτητα οµάδας συναρτήσει 
του κυµατικού αριθµού, για καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις: 
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όπου α, β, h, m είναι φυσικές σταθερές, και 2 1i = − . [µονάδες: 1.5] 

 
Θέµα 3. (µονάδες 3.5) 
Ένα σηµειακό σαπούνι ολισθαίνει χωρίς τριβές σε ένα νιπτήρα σχήµατος ηµισφαιρίου ακτίνας R. 
Υποθέτοντας ότι το σαπούνι βρίσκεται πάντοτε σε επαφή µε το νιπτήρα, να υπολογιστεί το πλήθος των 
βαθµών ελευθερίας του συστήµατος. Επίσης, να βρεθεί το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων κίνησης, 
ως προς κατάλληλες γενικευµένες συντεταγµένες, χρησιµοποιώντας εξισώσεις Lagrange. 
 
 
 
 

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες 




















