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Θέµα 1. (µονάδες 3.5) 
Έστω το σύστηµα ελατηρίου-εκκρεµούς του διπλανού σχήµατος, το οποίο αποτελείται από ένα αβαρές 
γραµµικό ελατήριο φυσικού µήκους ox  και σταθεράς k, και δυο µάζες 1m , 2m  συνδεδεµένες µεταξύ τους 
µε µια αβαρή µη-παραµορφώσιµη ράβδο µήκους . Το ένα άκρο 
του ελατηρίου είναι στερεωµένο σε ένα σταθερό τοίχο και η µάζα 

1m  κινείται χωρίς τριβές. Υποθέτοντας κίνηση στο επίπεδο να 
υπολογιστεί το πλήθος των βαθµών ελευθερίας του συστήµατος. 
Επίσης, να βρεθεί το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων κίνησης, 
ως προς κατάλληλες γενικευµένες συντεταγµένες, χρησιµοποιώντας 
εξισώσεις Lagrange. 
 
 
Θέµα 2. (µονάδες 3.5) 
Η αλληλεπίδραση του πληθυσµού x των φυτών µε τον πληθυσµό y των  φυτοφάγων ζώων σε µια δασική 
περιοχή περιγράφεται από το αυτόνοµο σύστηµα εξισώσεων 
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όπου a,b,c,h,k είναι θετικές σταθερές, µε h kc< . 
α) Να προσδιοριστούν όλα τα κρίσιµα σηµεία του συστήµατος. 
β) Εφαρµόζοντας ανάλυση γραµµικής ευστάθειας, προσδιορίστε το είδος του κάθε κρίσιµου σηµείου για 

το γραµµικοποιηµένο σύστηµα και χαρακτηρίστε την ευστάθεια του, θεωρώντας, όπου είναι 
απαραίτητο, τις περιπτώσεις: i) 4 ( )ah kc kc h> − , ii) 4 ( )ah kc kc h< − , και iii) 4 ( )ah kc kc h= − . 

γ) Τι συµπεράσµατα µπορείτε να εξάγετε για το είδος και την ευστάθεια του κάθε κρίσιµου σηµείου για 
το µη-γραµµικό σύστηµα; 

 
 
Θέµα 3. (µονάδες 3) 
Θεωρούµε άπειρο πλήθος ατόµων µε την ίδια µάζα m, τα οποία µπορούν να κινούνται σε 1 χωρική 
διάσταση x, µε θέσεις ( )ix t , µε i∈ . Υποθέτουµε ότι τα άτοµα αλληλεπιδρούν ανά ζεύγη και η 
δυναµική ενέργεια αλληλεπίδρασης τους δίνεται από το δυναµικό Morse, δηλ. 
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, όπου ijρ  είναι η απόσταση µεταξύ των ατόµων i και j, ijρ∗  

είναι η απόσταση µεταξύ των ατόµων i και j στην κατάσταση ισορροπίας, ijV ∗  είναι το δυναµικό στη θέση 
ισορροπίας και b  µια θετική σταθερά. 
α) Να βρεθούν οι µη-γραµµικές διαφορικές εξισώσεις κίνησης κάθε ατόµου ως προς τις γενικευµένες 

συντεταγµένες ix , θεωρώντας ότι η εξωτερική (ως προς το σύστηµα όλων των ατόµων) δύναµη που 
ασκείται σε κάθε άτοµο είναι αµελητέα. 

β) Υπολογίστε τις σταθερές αλληλεπίδρασης pK  των γραµµικοποιηµένων εξισώσεων κίνησης 
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= − + −∑ , συναρτήσει των παραµέτρων b και ijV ∗ . 

 
 
 

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες 
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