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Θέµα 1. (µονάδες 3) 
Μια εξίσωση που έχει χρησιµοποιηθεί για την µοντελοποίηση της εξέλιξης πληθυσµών είναι η εξίσωση 
Gompertz: 

ln( / )dy ry K y
dt

=  

 
όπου r και K είναι θετικές σταθερές. 
α) Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της ( ) ln( / )f y ry K y=  ως προς y. 
β) Να βρεθούν τα κρίσιµα σηµεία και να χαρακτηριστούν ως προς την ευστάθεια τους. 
γ) Βρείτε τις περιοχές τιµών του y > 0, στις οποίες η γραφική παράσταση y ως προς t στρέφει τα κοίλα 

προς τα πάνω και εκείνες στις οποίες στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. Σχεδιάστε αντίστοιχες ποιοτικές 
καµπύλες της ( )y t  για διάφορες αρχικές τιµές (0) oy y= . 

δ) Βρείτε τις περιοχές τιµών του y > 0, στις οποίες ο ρυθµός µεταβολής /dy dt  της εξίσωσης Gompertz 
είναι ίσος ή µεγαλύτερος από εκείνον της λογιστικής εξίσωσης / [1 ( / )]dy dt ry y K= −  

ε) Να λυθεί η εξίσωση Gompertz µε αρχική συνθήκη (0) oy y=  
 
Θέµα 2. (µονάδες 3.5) 
Ένα στερεό σώµα µάζας m συνδέεται µε ένα σύστηµα ελατηρίου – αποσβεστήρα όπως φαίνεται στο 
σχήµα. Υποθέτουµε ότι η δύναµη του αποσβεστήρα µεταβάλλεται γραµµικά µε την ταχύτητα υ του 
σώµατος, ενώ η δύναµη που ασκείται στο ελατήριο δεν δίνεται από το νόµο του Hooke, αλλά ικανοποιεί 
τη σχέση 3

1( ) ( )F k x L k x Lε = − − − , όπου L το φυσικό µήκος του ελατηρίου (απουσία δυνάµεων) και 
( )x x t=  το τρέχον µήκος του. Επίσης, 1,k k  είναι θετικές σταθερές. 

α) Να δειχθεί ότι η µετατόπιση ( )u t  της µάζας από το σηµείο ισορροπίας της ικανοποιεί τη διαφορική 
εξίσωση: 3

1 1 * *3 ( )( )mu u ku k u k x L x L u uγ+ + − = − − + , όπου 0γ >  είναι η σταθερά 
του αποσβεστήρα, και *x  το µήκος του ελατηρίου στην ισορροπία. 

β) Γράψτε την εξίσωση 3
1 0mu u ku k uγ+ + − =  µε τη µορφή αυτόνοµου συστήµατος 

συνήθων διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης και προσδιορίστε όλα τα κρίσιµα σηµεία 
του συστήµατος αυτού. 

γ) Εφαρµόζοντας ανάλυση γραµµικής ευστάθειας στο σύστηµα του ερωτήµατος (β), 
προσδιορίστε το είδος του κάθε κρίσιµου σηµείου για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα 
και χαρακτηρίστε την ευστάθεια του (θεωρώντας τις περιπτώσεις: i) 2 4kmγ > , ii) 

2 4kmγ <  µε 0γ ≠ , και iii) 0γ = ). Τι συµπεράσµατα µπορείτε να εξάγετε για το µη-
γραµµικό σύστηµα. 

 
 
Θέµα 3. (µονάδες 3.5) 
Έστω το διπλό εκκρεµές του διπλανού σχήµατος, το οποίο αποτελείται από 
δυο µάζες 1m , 2m  και αβαρείς µη-παραµορφώσιµες ράβδους µε µήκη 1  και 

2 . Υποθέτοντας κίνηση στις δύο διαστάσεις να βρεθεί το σύστηµα των 
διαφορικών εξισώσεις κίνησης ως προς τις γωνίες ( )tθ  και ( )tϕ , 
χρησιµοποιώντας τους νόµους του Newton. 
 
 
Χρήσιµα αθροίσµατα: 
sin( ) sin cos cos sin
cos( ) cos cos sin sin

θ ϕ θ ϕ θ ϕ
θ ϕ θ ϕ θ ϕ
± = ±
± = ∓
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