
 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ - Τµήµα Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών 
 

«Γραµµική Άλγεβρα Ι» (ΕΜ111) – Χειµερινό Εξάµηνο 2006-2007,  ∆ιδάσκων: Ι. Τσαγράκης 
 
 
11Ο ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
Άσκηση 1: ∆είξτε ότι η ορίζουσα ενός πίνακα n nA ×∈F  ισούται µε το γινόµενο των ιδιοτιµών του. 
 
Άσκηση 2: Να αποδειχθούν οι επόµενες προτάσεις: 
α) Οι πίνακες , TA A  έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές, για κάθε πίνακα n nA ×∈F . 
β) Αν 1 2, , , nλ λ λ ∈… F  είναι οι ιδιοτιµές ενός πίνακα n nA ×∈F , τότε 1 2, , , na a aλ λ λ…  είναι οι ιδιοτιµές του 
aA , όπου a είναι τυχαίος αριθµός. Επίσης, για 0a ≠  ισχύει ότι ( ) ( )

i iaV A V aAλ λ= , iλ∀  µε 1,2, ,i n= … . 

γ) Αν 1 2, , , nλ λ λ ∈… F  είναι οι ιδιοτιµές ενός µη-ιδιόµορφου πίνακα n nA ×∈F , τότε 
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1 1 1, , ,
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…  είναι οι 

ιδιοτιµές του 1A− , και 1
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−= , iλ∀  µε 1,2, ,i n= … . 
δ) Οι ιδιοτιµές ενός τριγωνικού πίνακα είναι τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του. 
 
Άσκηση 3: Έστω ένας πίνακας n nA ×∈F  και 1 2, , , kλ λ λ ∈… F  είναι ιδιοτιµές του Α όλες διαφορετικές µεταξύ 
τους. ∆είξτε ότι το άθροισµα των ιδιοχώρων 
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Άσκηση 4: Έστω δυο όµοιοι πίνακες , n nA B ×∈F , δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας n nP ×∈F  τέτοιος 
ώστε 1B P AP−= . ∆είξτε ότι:  α)  det detA B= ,        β) 1k kB P A P−=   µε k∈ ,       γ) ( ) ( )A BX Xλ λ= . 
 
Άσκηση 5: Έστω ένας πίνακας n nA ×∈F . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα. 
α) o A είναι διαγωνιοποιήσιµος. 
β) o A έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα (δηλ. υπάρχει βάση του nF  που να αποτελείται από 

ιδιοδιανύσµατα του Α). 
γ) Aν 1 2, , , kλ λ λ ∈… F  είναι όλες οι διαφορετικές ιδιοτιµές του Α, τότε 
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Άσκηση 6: ∆είξτε ότι αν ένας πίνακας n nA ×∈F  έχει n διαφορετικές ιδιοτιµές, τότε διαγωνιοποιείται στο F . 
Αν λ∈F  µια ιδιοτιµή του ενός τέτοιου πίνακα Α, ποια είναι η dim ( )V Aλ ; 
 

Άσκηση 7: ∆ίνεται ο πίνακας 3 3
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α) Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο και τις ιδιοτιµές του Α. 
β) Βρείτε από µια βάση για κάθε ιδιόχωρο του Α. 
γ) ∆είξτε ότι ο Α είναι διαγωνιοποιήσιµος στο . 
δ) Βρείτε πίνακα που να διαγωνιοποιεί τον Α, καθώς και το διαγώνιο πίνακα που θα προκύψει. 
 
Άσκηση 8: Έστω ένας πίνακας n nA ×∈  µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο 3( ) 5 4AX λ λ λ= − + − . 
α) Βρείτε το n. 
β) Εξηγήστε γιατί ο πίνακας είναι διαγωνιοποιήσιµος στο . 
γ) Αν n nP ×∈  είναι αντιστρέψιµος πίνακας τέτοιος ώστε ο 1B P AP−=  να είναι διαγώνιος, να υπολογιστεί η 

detB . 
 



 

Άσκηση 9: Να διαγωνιοποιηθεί ο πίνακας 
5 4
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A
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= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 και να υπολογιστεί ο 100A . 

 
Άσκηση 10: α) Αν Α είναι ένας n n×  πίνακας µε τι ισούται το (0)AX ; 
β) Αν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός πίνακα Β είναι 3 2( ) 15 25 172BX λ λ λ λ= − + − + , να βρεθεί η 

ορίζουσα του. 
 
Άσκηση 11: ∆είξτε ότι αν ο Α είναι διαγωνιοποιήσιµος n n×  πίνακας, τότε οι Α και TA  είναι όµοιοι πίνακες. 
 
Άσκηση 12: Για τις ακόλουθες περιπτώσεις βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο και τις ιδιοτιµές του Α. 
Κατόπιν βρείτε από µια βάση για κάθε ιδιόχωρο του Α και εξετάστε αν ο Α είναι διαγωνιοποιήσιµος. Στην 
περίπτωση που ο Α διαγωνιοποιείται, βρείτε πίνακα που να τον διαγωνιοποιεί και το διαγώνιο πίνακα που θα 
προκύψει. 
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