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10Ο ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
Άσκηση 1: Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  και { }1 2, , , nb b b= …B , { }1 2, , , nb b b′ ′ ′ ′= …B  
δυο διατεταγµένες βάσεις του V.  
α) ∆είξτε ότι για κάθε διάνυσµα v V∈ , οι στήλες των συντεταγµένων  
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του v ως προς τις βάσεις B  και ′B , αντίστοιχα, συνδέονται µε τη σχέση x Ax′ = , όπου Α είναι ο πίνακας 
αλλαγής βάσης ′B B . 

β) ∆είξτε το αντίστροφο, δηλαδή ότι αν Α είναι ο πίνακας που µετασχηµατίζει τις συντεταγµένες ως προς B  
σε συντεταγµένες ως προς ′B , τότε ο Α είναι ο πίνακας αλλαγής βάσης ′B B . 

 
Άσκηση 2: Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  και { }1 2, , , nb b b= …B , { }1 2, , , nb b b′ ′ ′ ′= …B  

δυο διατεταγµένες βάσεις του V. Αν Α είναι ο πίνακας αλλαγής βάσης ′B B , δείξτε ότι ο 1A−  είναι ο 
πίνακας αλλαγής βάσης ′B B . 
 
Άσκηση 3: Έστω { }1 2, , , kb b b= …B  µια οποιαδήποτε βάση ενός πραγµατικού διανυσµατικού χώρου V. Αν 

{ }1 2, , , kq q q′ = …B  είναι η ορθογώνια βάση που προκύπτει από την B  µε τη µέθοδο Gram-Schmidt, τότε 
υπολογίστε τον πίνακα αλλαγής βάσης ′B B . 
 
Άσκηση 4: Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  και { }1 2 3, ,b b b=B  µια διατεταγµένη βάση 
του V.  Θεωρούµε τα 1 2 3, ,b b b V′ ′ ′ ∈  µε: 1 1 2 32b b b b′ = + − , 2 1 2b b b′ = + , 3 3b b′ = , και τη γραµµική απεικόνιση 

:f V V→  µε: 1 1 2( ) 2f b b b= − , 2 1 2( )f b b b= + , 3 3( )f b b= . 
α) ∆είξτε ότι τα 1 2 3, ,b b b′ ′ ′  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και συµπεράνατε ότι το { }1 2 3, ,b b b′ ′ ′ ′=B  είναι µια άλλη 

διατεταγµένη βάση του V. 
β) Βρείτε τον πίνακα αλλαγής βάσης ′B B . 
γ) Ποιες είναι οι συντεταγµένες των 1 2 3, ,b b b  ως προς τη βάση ′B . 
δ) Βρείτε τον πίνακα της f ως προς τη βάση B  και τον πίνακα της f ως προς τη ′B . 
 
Άσκηση 5: Έστω { }(1,0, 2), (0,1, 1)= − −B  και { }(2,3, 7), (3,3, 9)′ = − −B  δυο βάσεις του διανυσµατικού 

υπόχωρου { }( , , ) \ 2 0, , ,V x y z x y z x y z= + + = ∈  του 3 . 
α) Βρείτε τον πίνακα αλλαγής βάσης ′B B . 
β) Βρείτε τον πίνακα αλλαγής βάσης ′B B . 
γ) Έστω ένα διάνυσµα v V∈  µε συντεταγµένες ως προς την B  τις (3, 1)− . Βρείτε τις συντεταγµένες του v  ως 

προς την ′B . Ποιες είναι οι συντεταγµένες του v  ως προς την κανονική βάση του 3 ; 
 
Άσκηση 6: ∆είξτε ότι ένας τετραγωνικός πίνακας είναι ορθογώνιος αν και µόνο αν οι στήλες του είναι 
ορθοκανονικές. 
 
Άσκηση 7: Αν ο Q είναι ορθογώνιος, συµβαίνει το ίδιο µε τον 3Q ; 
 
Άσκηση 8: ∆είξτε ότι αν ένας ορθογώνιος πίνακας είναι και άνω τριγωνικός τότε είναι διαγώνιος. 
 



 

Άσκηση 9: α) Αν u  είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα, δείξτε ότι ο 2 TQ I uu= −  είναι ορθογώνιος. 
β) Υπολογίστε τον Q όταν [ ]1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2Tu = − − . 
 

Άσκηση 10: Βρείτε µια τρίτη στήλη, έτσι ώστε ο πίνακας 
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 να είναι ορθογώνιος. 

 
Άσκηση 11: α) Αν 1Q  και 2Q  είναι ορθογώνιοι πίνακες, δείξτε ότι και ο 1 2QQ  είναι ορθογώνιος. 
β) Αν ο 2 2

1Q
×∈  αντιπροσωπεύει περιστροφή κατά γωνία θ και ο 2 2

2Q
×∈  περιστροφή κατά γωνία ϕ, τι 

αντιπροσωπεύει ο 1 2QQ ; 
γ) Βρείτε τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες για το cos( )ϕ θ+  και το sin( )ϕ θ+  από τον πολλαπλασιασµό 1 2QQ . 
 
Άσκηση 12: Ποιος είναι ο πίνακας που δρα µε αποτέλεσµα να περιστρέφει κάθε διάνυσµα του 2  κατά o60 , 
και κατόπιν να το ανακλά ως προς την ευθεία 5y x= ; 


































