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8Ο ΦΥΛΛΑΔΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
Άσκηση 1: Βρείτε τα μήκη και το εσωτερικό γινόμενο των (1,4,0,2)=v  και (2, 2,3,1)= −w , καθώς και τη 
μεταξύ τους απόσταση και γωνία. 
 
Άσκηση 2: Έστω ( ),=b x y  και ( ),=a y x , όπου x, y θετικοί πραγματικοί αριθμοί. Εφαρμόστε την 

ανισότητα του Schwarz και συγκρίνατε τον αριθμητικό μέσο ( ) / 2x y+  με το γεωμετρικό μέσο xy . 
 
Άσκηση 3: Δείξτε ότι ο πίνακας TA A  έχει τον ίδιο μηδενόχωρο με τον m nA ×∈ . 
 
Άσκηση 4: Αποδείξτε ότι η i-γραμμή ενός αντιστρέψιμου πίνακα είναι ορθογώνια στην j-στήλη του 
αντιστρόφου του, για κάθε i j≠ . 
 
Άσκηση 5: Έστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Αποδείξτε ότι: 
α) ( )2 2 2 22+ + − = +u v u v u v , ,∀ ∈u v V  

β) Αν ( )⊥ −u v w  και ( )⊥ −v w u , τότε ( )⊥ −w u v , , ,∀ ∈u v w V  
γ) [ ]( ) ( )⊥ ⋅ − ⋅u u v w u w v , , ,∀ ∈u v w V  
δ) Αν τα διανύσματα ( )λ+u v , ( )λ −u v  είναι κάθετα λ∀ ∈ , τότε: (i) ⊥u v , και (ii) αν 1=v , τότε 

3 4 5+ =u v . 
 
Άσκηση 6: Χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Schwarz, αποδείξτε ότι ( ) ( )2 2 2

1 1n nx x n x x+ + ≤ + + , για 

1 2, , , nx x x ∈… . Πότε ισχύει η ισότητα; 
 
Άσκηση 7: Δείξτε ότι ο πίνακας προβολής P που προβάλλει κάθε διάνυσμα ∈ nv  στη διεύθυνση ενός 
διανύσματος ∈ nw  είναι συμμετρικός, ικανοποιεί τη σχέση 2P P=  και έχει ίχνος ίσο με 1. 
 
Άσκηση 8: Βρείτε τον πίνακα προβολής που προβάλλει κάθε διάνυσμα του επιπέδου 2  πάνω στην ευθεία 
4 3 0x y+ = . 
 
Άσκηση 9: Έστω (1,3, 1,4)= −w . α) Βρείτε τον πίνακα προβολής P στο διάνυσμα w , β) Βρείτε μια βάση του 
μηδενόχωρου του P, γ) Βρείτε ένα μη-μηδενικό διάνυσμα  4∈v  του οποίου η προβολή στο w  να είναι το 
μηδενικό διάνυσμα. 
 
Άσκηση 10: Έστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Αποδείξτε ότι: 
α) [ ( )]− ⊥wv pr v w , ,∀ ∈v w V  με 0≠w . 
β) Για κάθε διάνυσμα ∈v V  και 1 2, ,..., ∈kw w w V  μη-μηδενικά αμοιβαίως ορθογώνια διανύσματα, το 

διάνυσμα 
1 2
( ) ( ) ( )= − − − −

kw w wb v pr v pr v pr v  είναι κάθετο σε όλα τα 1 2, ,..., kw w w . 
 
Άσκηση 11: Έστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο και U, W ορθογώνιοι 
υπόχωροι του (δηλ. U W⊥ ). Δείξτε ότι { }0∩ =U W . 

 
Άσκηση 12: Έστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο και W ένας υπόχωρος 
του. Δείξτε ότι το ορθογώνιο συμπλήρωμα του W είναι επίσης διανυσματικός υπόχωρος του V. 



 

 
Άσκηση 13: Έστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο και dimV n= . Αν 

1 2{ , ,..., }kw w w  είναι μια ορθοκανονική βάση ενός υποχώρου W του V, τότε δείξτε ότι ισχύουν τα ακόλουθα: 
α) Αν 1 2{ , ,..., }′ ′ ′w w w  είναι μια ορθοκανονική βάση του W ⊥  τότε το 1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., }′ ′ ′kw w w w w w  είναι μια 

ορθοκανονική βάση του V. 
β) W W W W V⊥ ⊥+ = ⊕ =  
γ) Αν επεκτείνουμε την ορθοκανονική βάση 1 2{ , ,..., }kw w w  του W σε ορθοκανονική βάση 

1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., }+ +k k k nw w w w w w  του V τότε το 1 2{ , ,..., }+ +k k nw w w  αποτελεί ορθοκανονική βάση του W ⊥ . 
δ) ( )W W⊥ ⊥ =  
 
Άσκηση 14: Έστω τα διανύσματα 1 (1,1,0,0)=v , 2 (0,0,1,1)=v , 3 (1,0, 1,0)= −v  του Ευκλείδιου χώρου 4 . 
α) Βρείτε μια ορθοκανονική βάση του 1 2 3, ,v v v . 
β) Βρείτε μια ορθοκανονική βάση του ορθογωνίου συμπληρώματος του 1 2 3, ,v v v . 

γ) Γράψτε το διάνυσμα ( 4,15,7,8)= −v  ως άθροισμα = +v u w , όπου 1 2 3, ,∈u v v v  και 1 2 3, , ⊥∈w v v v . 
 
Άσκηση 15: Έστω τα διανύσματα 1 (1,0,1)=v , 2 (1,0, 1)= −v , του Ευκλείδιου χώρου 3  και 1 2,=V v v . 

α) Βρείτε μια ορθοκανονική βάση του V και επεκτείνεται την σε ορθοκανονική βάση του 3 . 
β) Υπολογίστε τις συντεταγμένες του ( ) 32,3, 2= ∈v  ως προς τη βάση που βρήκατε στο (α) και γράψτε 

το ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων της βάσης. 
 
Άσκηση 16: Έστω V ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο και έστω 

{ }1 2, , ,= … nb b bB  μια ορθοκανονική βάση του V. Δείξτε ότι 2 2

1
( )

=

= ⋅∑
n

i
i

v v b , ∀ ∈v V  
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