
 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ - Τµήµα Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών 
 

«Γραµµική Άλγεβρα Ι» (ΕΜ111) – Χειµερινό Εξάµηνο 2006-2007,  ∆ιδάσκων: Ι. Τσαγράκης 
 
 
7Ο ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 

Άσκηση 1: Έστω οι πίνακες 
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α) Υπολογίστε την ορίζουσα κάθε πίνακα αφού εφαρµόσετε απαλοιφή Gauss για να τους φέρετε σε τριγωνική 
µορφή. 

β) Ποιο συµπέρασµα µπορείτε να βγάλετε άµεσα για την τάξη κάθε πίνακα, αν γνωρίζετε µόνο τις τιµές 
det( )A , det( )B ; 

γ) Υπολογίστε τους συµπαράγοντες  όλων των στοιχείων των Α και Β, και σχηµατίστε τους συζυγείς adj( )A  
και adj( )B  

δ) Υπολογίστε τους αντιστρόφους των Α και Β εφόσον υπάρχουν, καθώς και τις ορίζουσες τους. 
ε) Τι συµπέρασµα βγάζετε για τις λύσεις των οµογενών συστηµάτων Ax = 0  και By = 0 ; 
στ) Τι συµπέρασµα βγάζετε για τις λύσεις των µη-οµογενών συστηµάτων Ax b=  και By b= , µε b ≠ 0 ; 
ζ) Ποια η λύση του Ax b=  για (1,2,0, 3)b = − ; 
 
Άσκηση 2: Υπολογίστε τις ορίζουσες των επόµενων πινάκων χρησιµοποιώντας: α) το ανάπτυγµα µε 
συµπαράγοντες ως προς οποιαδήποτε γραµµή ή στήλη, β) απαλοιφή Gauss για να φέρετε τους πίνακες σε 
τριγωνική µορφή, γ) τον κανόνα του Sarrus. 
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Άσκηση 3: Ποιες είναι οι ορίζουσες των πινάκων: 2 20, 2 , , , , , , , ,TA A A A AB BA ABC CAB B B−  και 

100 16( )TB C , για τους πίνακες της άσκησης 2. 
 

Άσκηση 4: ∆είξτε ότι: α)  
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Άσκηση 5: ∆είξτε ότι η 4 επί 4 «ορίζουσα Vandermonde»
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Άσκηση 6: Να λυθεί η αλγεβρική εξίσωση: 
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Άσκηση 7: ∆είξτε ότι αν ο πίνακας n nA ×∈  είναι αντιστρέψιµος, τότε και ο adj( )A  είναι αντιστρέψιµος. 

Ποιος είναι ο [ ] 1adj( )A − ; 
 
Άσκηση 8: ∆ίνεται ο 2 2×  πίνακας Α για τον οποίο ισχύει ότι 2 5 6 0A A I− + = . ∆είξτε ότι υπάρχει ο 1A−  και 
γράψτε τον ως συνάρτηση του Α. 
 
Άσκηση 9: ∆είξτε ότι η ορίζουσα ενός αντισυµµετρικού πίνακα n nK ×∈  είναι µηδέν όταν n είναι περιττός, 
ενώ όταν n είναι άρτιος δεν µπορούµε να βγάλουµε σχετικό συµπέρασµα. ∆ώστε ένα 4 4×  παράδειγµα 
αντισυµµετρικού πίνακα K µε det( ) 0K ≠ . 
 
Άσκηση 10: Έστω , n nA B ×∈  τέτοιοι ώστε AB BA= −  και βρείτε το λάθος στον επόµενο συλλογισµό: 
Παίρνοντας τις ορίζουσες, έχουµε (det )(det ) (det )(det ) 2(det )(det ) 0A B B A B A= − ⇒ = , άρα ένας τουλάχιστον 
εκ των Α και Β έχει µηδενική ορίζουσα. Συνεπώς, η εξίσωση AB BA= −  είναι δυνατή µόνον όταν ο Α ή ο Β 
είναι ιδιόµορφος. 
 

Άσκηση 11: Βρείτε τις ορίζουσες των επόµενων πινάκων: α) 
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Άσκηση 12: α) Βρείτε την παραγοντοποίηση LU, τους οδηγούς και την ορίζουσα του πίνακα 4 επί 4, του 
οποίου τα στοιχεία είναι ija  = το µικρότερο από τα i και j. 
β) Βρείτε την ορίζουσα του πίνακα 4 επί 4, του οποίου τα στοιχεία είναι ija  = το µικρότερο από τα in  και jn , 

για 1 2n = , 2 6n = , 3 8n = , 4 10n = . Μπορείτε να βρείτε ένα γενικό κανόνα για κάθε 1 2 3 4n n n n≤ ≤ ≤ ; 
 
Άσκηση 13: ∆υο πίνακες , n nA B ×∈  λέγονται όµοιοι αν και µόνο αν υπάρχει µη-ιδιόµορφος πίνακας 

n nM ×∈  τέτοιος ώστε 1B M AM−= . ∆είξτε ότι det detB A=  και ότι όταν ο Α είναι αντιστρέψιµος, ισχύει: 
1det( ) 1A B− = . 

 
Άσκηση 14: Έστω n nA ×∈ . α) Αν κάθε γραµµή του Α έχει άθροισµα στοιχείων µηδέν, δείξτε ότι det 0A = . 
β) Αν κάθε γραµµή του Α έχει άθροισµα στοιχείων 1, δείξτε ότι det( ) 0A I− = . ∆είξτε µε κάποιο παράδειγµα 
ότι το τελευταίο δεν σηµαίνει det 1A = . 
 
Άσκηση 15: Χρησιµοποιήστε συζυγείς πίνακες για να αντιστρέψετε τους 
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Άσκηση 16: Υπολογίστε τις ορίζουσες των πινάκων: 2
0 1
1 0

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 3

0 1 1
1 0 1
1 1 0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 4

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Μπορείτε να προβλέψετε την det nA  του πίνακα n n
nA ×∈  µε το ίδιο σχεδίασµα (µηδενικά στη διαγώνιο και 

µονάδες παντού αλλού); 
 
Άσκηση 17: Επιλύστε τα παρακάτω συστήµατα µε αγνώστους , ,x y z∈  χρησιµοποιώντας τον κανόνα του 
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Άσκηση 18: Θεωρείστε τον πίνακα n nM ×∈  που προκύπτει όταν ένα διάνυσµα 1 2( , , , )nx x x x= …  
αντικαταστήσει τη στήλη j του µοναδιαίου πίνακα nI . 
α) Βρείτε την ορίζουσα του Μ. 
β) Αν Ax b=  µε 1 2( , , , ) n

nb b b b= ∈… , δείξτε ότι ΑΜ είναι ο πίνακας jB  της εξίσωσης του κανόνα του 

Cramer: 
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