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5Ο ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
Άσκηση 1: Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  και 1 2, ,..., kv v v V∈  είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα. Αν u V∈  και 1 2, , ,..., ku v v v  γραµµικώς εξαρτηµένα, δείξτε ότι το u γράφεται ως γραµµικός 
συνδυασµός των 1 2, ,..., kv v v . 
 
Άσκηση 2: Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F , τότε το σύνολο όλων των γραµµικών 
συνδυασµών των 1 2, ,..., kv v v V∈  είναι υπόχωρος του V και συµβολίζεται 1 2, ,..., kv v v . ∆είξτε ότι τα 
ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 
(i) Το σύνολο { }1 2, ,..., kv v v  είναι βάση του V. 
(ii) 1 2, ,..., kv v v V=  και 1 2 1 1, ,..., , ,...,i i kv v v v v V− + ⊂ , 1,2,...,i k∀ = . 
(iii) Τα διανύσµατα 1 2, ,..., kv v v V∈  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και τα 1 2, , ,..., ku v v v V∈  είναι γραµµικώς 

εξαρτηµένα u V∀ ∈ . 
(iv) 1 2, ,..., kv v v V=  και κάθε u V∈  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των 

1 2, ,..., kv v v . 
 
Άσκηση 3: Έστω { }V ≠ 0  είναι ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  και 1 2, ,..., kv v v V∈  µε 

, 1,2,...,iv i k≠ ∀ =0 . ∆είξτε ότι υπάρχει υποσύνολο του συνόλου { }1 2, ,..., kv v v  που να αποτελεί βάση του 

1 2, ,..., kv v v . 
 
Άσκηση 4: Έστω V είναι ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F , και { }1 2, ,..., kv v v  µια βάση του V. 
Έστω u V∈  µε 1 1 ... ...i i k ku v v vλ λ λ= + + + +  όπου 0iλ ≠ . ∆είξτε ότι και το σύνολο { }1 1 1,..., , , ,...,i i kv v u v v− +  
είναι βάση του V. 
 
Άσκηση 5: Έστω V είναι ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  µε dimV k= . ∆είξτε ότι: 
α) Αν 1 2, ,..., mv v v V∈  µε m k> , τότε τα 1 2, ,..., mv v v  είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. 
β) Αν 1 2, ,..., kv v v V∈  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε αποτελούν βάση του V. 
γ) Αν W είναι υπόχωρος του V, τότε: (i) dim dimW V≤  
 (ii)  Αν dim dimW V= , τότε W V=  
 

Άσκηση 6: Έστω το σύνολο { }2 ( , ) \ ,x y x y= ∈ . α) ∆είξτε ότι είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος. 

β) Βρείτε µια βάση και τη διάσταση του. 

 
Άσκηση 7: Θεωρούµε το σύνολο { }2 \ , ,V x x a bα β γ γ= + + ∈  των πολυωνύµων µε σταθερούς 

συντελεστές.  
α) ∆είξτε ότι το V είναι πραγµατικός γραµµικός χώρος και βρείτε µια βάση του. 
β) Εξετάστε αν τα 2

1 2 3v x x= − + , 2
2 1v x= − , 2

3 1v x x= + + , είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Αποτελεί το 
{ }1 2 3, ,v v v  βάση του V; 

γ) Εξετάστε αν τα 2
1v x= , 2

2 1v x= + , 2
3 3 2v x= +  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. 

 



 

Άσκηση 8: Έστω το σύνολο { }( , , ) \ 2 3 , , ,V x y z x y z x y z= = = ∈ . 

α) ∆είξτε ότι το V είναι πραγµατικός διανυσµατικός υπόχωρος του { }3 ( , , ) \ , ,x y z x y z= ∈ . 
β) Βρείτε µια βάση του V και τη διάσταση του. 
γ) Βρείτε διανύσµατα που µαζί µε τη βάση του V να αποτελούν βάση του 3 . 
 
Άσκηση 9: Έστω το σύνολο { }( , , ) \ 2 0, , ,V x y z x y z x y z= + + = ∈ . ∆είξτε ότι το V είναι πραγµατικός 

διανυσµατικός υπόχωρος του 3  και βρείτε δύο διαφορετικές βάσεις του και τη διάσταση του. 
 
Άσκηση 10: Εξετάστε αν τα παρακάτω σύνολα αποτελούν διανυσµατικούς υπόχωρους του 2 . 
α)  { }( , ) \ 3 0, ,V x y x y x y= + = ∈ , β)  { }( , ) \ 3( 2) 5 , ,V x y x y x y= + = ∈ , 

γ)  { }( , ) \ 3( 2) 5 6, ,V x y x y x y= + − = ∈ , δ)  { }2 2( , ) \ 0, ,V x y x y x y= + = ∈ . 

 
Άσκηση 11: ∆είξτε ότι το σύνολο { }[ , ] \ :[ , ] , συνεχήςa bC f f a b f= → , δηλαδή όλων των συνεχών 

πραγµατικών συναρτήσεων από ένα διάστηµα [ ],a b  στο , είναι πραγµατικός γραµµικός χώρος. 
 

Άσκηση 12: Βρείτε µια βάση και τη διάσταση του χώρου στηλών και του µηδενόχωρου των επόµενων 
πινάκων: 

α) 
2 0
1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

,         β) 
1 1
0 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,         γ) 
0 0 0
0 0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,         δ) 
1 1 4 3

0 2 8 1
1 3 6 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

Ποια η τάξη κάθε πίνακα; 
 
Άσκηση 13: Βρείτε την παραγοντοποίηση LU  σε κάτω τριγωνικό πίνακα L και σε πίνακα U µε κλιµακωτή 

µορφή, για το πίνακα 
1 2 0 1
0 1 1 0
1 2 0 1

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. Ποια είναι η τάξη του Α; Επίσης, προσδιορίστε τις βασικές και τις 

ελεύθερες µεταβλητές του συστήµατος Ax = 0 . Βρείτε τη γενική λύση του οµογενούς συστήµατος. Ποιες 
συνθήκες πρέπει να ικανοποιούν οι συντεταγµένες του διανύσµατος b, έτσι ώστε το µη-οµογενές σύστηµα 
Ax b=  να έχει λύση. Είναι αυτή η λύση µοναδική; Αλλάξτε κατάλληλα το στοιχείο ( )34A  έτσι ώστε το 

Ax b=  να έχει λύση 3b∀ ∈ . 
 
Άσκηση 14: ∆είξτε ότι σε ένα πίνακα σε κλιµακωτή µορφή, α) οι µη-µηδενικές γραµµές είναι γραµµικά 
ανεξάρτητες, και β) οι στήλες που περιέχουν οδηγούς είναι επίσης γραµµικά ανεξάρτητες. 
 
Άσκηση 15: Εξετάστε αν είναι γραµµικώς ανεξάρτητα τα διανύσµατα: 
 

α)  ( )0,1 , ( )1,1 ,          β)  ( )1,1 , ( )0,1 , ( )1,0 ,          γ)  ( )1,0,0 , ( )1,1,1 , ( )0,1,1  
 
Άσκηση 16: Περιγράψτε τον υπόχωρο του 2  που παράγετε από τα διανύσµατα: 
 

α)  ( )0,1 , ( )1,1 ,          β)  ( )1,1 , ( )1, 1− − ,          γ)  ( )1,1 , ( )0,1 , ( )1,0  
 
Άσκηση 17: Εξετάστε αν τα διανύσµατα ( )1,1,0,0 , ( )1,0,1,0 , ( )0,0,1,1 , ( )0,1,0,1  είναι γραµµικά 
ανεξάρτητα ή όχι και ελέγξτε εάν το διάνυσµα ( )0,0,0,1  βρίσκεται στο χώρο που παράγουν. 
 
Άσκηση 18: α) ∆είξτε ότι το σύνολο των µη-ιδιόµορφων πινάκων 2 2×  δεν είναι διανυσµατικός χώρος. 
 β) ∆είξτε ότι το σύνολο των ιδιόµορφων πινάκων 2 2×  δεν είναι διανυσµατικός χώρος. 
 



 

Άσκηση 19: Προσδιορίστε την κλιµακωτή µορφή U, τις βασικές µεταβλητές, τις ελεύθερες µεταβλητές και  
τη γενική λύση του οµογενούς συστήµατος Ax = 0 , για 
 

0 1 4 0
0 2 8 0

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 
Ποια είναι η τάξη του πίνακα Α; Βρείτε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν οι συντεταγµένες του 
διανύσµατος b, έτσι ώστε το µη-οµογενές σύστηµα Ax b=  να έχει λύση. Σ’ αυτήν την περίπτωση, γράψτε τη 
γενική λύση του Ax b=  ως άθροισµα µιας ειδικής του λύσης και της γενικής λύσης του οµογενούς 
συστήµατος. 
 
Άσκηση 20: Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F  και 1 2 3, ,v v v V∈  είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα. Εξετάστε αν είναι αληθές ότι και τα διανύσµατα 1 1 2w v v= + , 2 1 3w v v= + , 3 2 3w v v= +  είναι 
επίσης γραµµικώς ανεξάρτητα. 
 
Άσκηση 21: Βρείτε µια βάση του διανυσµατικού χώρου των πινάκων 2 2× . 
 
Άσκηση 22: Βρείτε τη διάσταση και µια βάση του χώρου των συµµετρικών 3 3×  πινάκων. 
 
Άσκηση 23: Εξετάστε αν είναι αληθείς ή ψευδείς οι προτάσεις: α) Ένας 5 8×  πίνακας δεν έχει ποτέ 
γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες. 
β) Αν οι στήλες ενός m n×  πίνακα Α είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, τότε το σύστηµα Ax b=  έχει µια 
ακριβώς λύση mb∀ ∈ . 
 
Άσκηση 24: Έστω εννέα διανύσµατα 7

1 2 9, ,...,v v v ∈ . Επιλέξτε µια από τις εκφράσεις στις παρενθέσεις για 
να είναι αληθής καθεµία από τις επόµενες προτάσεις, αιτιολογώντας κάθε φορά την επιλογή σας: 
α) Τα 1 2 9, ,...,v v v  (είναι) (δεν είναι) (µπορεί να είναι) γραµµικώς ανεξάρτητα. 
β) Τα 1 2 9, ,...,v v v  (παράγουν) (δεν παράγουν) (µπορεί να παράγουν) τον 7 . 
γ) Εάν τα 1 2 9, ,...,v v v  είναι στήλες ενός πίνακα Α, τότε το σύστηµα Ax b=  (έχει) (δεν έχει) (µπορεί να µην 

έχει) λύση. 






















































